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PRESENTACION

Este ejemplar corresponde al
primer nimero tematico que se
propone en la Revista Padiuaa.

Es de gran satisfaccién que se
dedique a la Teoria de Espacios
de Trabajo Matematico (ETm), la
cual tuvo sus origenes hace ya mas
de 20 anos dentro del dominio de
la geometria, y actualmente se
extiende a los del anélisis mate-
maético, la probabilidad y la fisica,
entre otros. Tal como lo expresa
uno de sus fundadores, “el pro-
posito de la teoria de los ET™ es

el estudio especifico del trabajo
matematico en el que los alum-
nos y los profesores se dedican
realmente a la ensefianza de las
matematicas” (Kuzniak,2019, p. 46).
En otras palabras, es “describir,
comprender y (trans)formar el
trabajo matematico dentro del
contexto escolar” (Kuzniak, Necha-
che y Richard, 2022). Asi que, para
comprender a cabalidad su pro-
posito, a continuacién, precisamos
la nocién de trabajo matematico:

El trabajo matematico debe
entenderse como un pro-
ceso humano intelectual de
produccién en curso, cuya
orientacion y finalidad estan
definidas y apoyadas por las
matematicas y, en general,
por la cultura matematica. [...]
tiene por objeto realizar una
tarea, resolver un problema

o superar un obstaculo en
relacion con las matematicas.
Requiere la movilizacién y

el desarrollo sostenidos de
recursos materiales o intelec-
tuales derivados de la cultura
matemadtica. (Kuzniak, Necha-
che y Richard, 2022, cap. 3)

El trabajo matematico que realiza
el individuo cuando se enfrenta a
la tarea matematica dentro de la
Teoria se organiza en un espacio

abstracto, que vincula un plano
epistemoldgico (que tiene que ver
con el contenido matematico) con
un plano cognitivo que nos permite
la identificacion de los procesos
que el individuo utiliza para la
resolucion de la misma. De esta
manera, con ayuda del diagrama
plasmado en un prisma triangu-
lar que veremos en cada uno de
los articulos que se presentan
dentro de este nimero, podre-
mos reconocer logros, bloqueos

y malentendidos en el desarrollo
de las tareas. Esta herramienta
metodoldgica es uno de los ele-
mentos que principalmente me ha
enamorado de la Teoria, ya que
direcciona el trabajo de docencia y
de disefo de tareas dentro del rol
que desarrollamos como profe-
sores-investigadores. El contraste
del analisis cognitivo de la tarea
con el trabajo matemético que
realiza el estudiante vislumbra
caminos a seguir en el proceso

de ensenanza-aprendizaje (Pdez
Murillo, Pluvinage y Vivier, 2019).

En el tenor del disefo de tareas

y, mas especificamente, las de
evaluacion en linea, el articulo de
Gaona presenta tres casos; conce-
bidos para ser implementados con
la plataforma Moodle/Wiris, se
caracterizan principalmente por-
que cada tarea es Unica para cada
estudiante. Es decir, hay variantes
que permiten dar cuenta de un
trabajo matematico personal Uni-
co, y no hay preocupacién de que
exista comunicacion entre ellos
mismos; ademas, la retroalimenta-
cién juega un papel fundamental,
tal y como se evidencia en los
resultados de su experimentacion
con estudiantes del nivel superior
en una modalidad no presencial.

En el articulo de Martinez, Pluvi-

naget y Montano, se presenta una
tarea especificamente de modeli-
zacion del movimiento de un osci-



lador arménico amortiguado. Con
un Espacio de Trabajo Matematico
extendido a la Fisica, y de acuerdo
a la "plasticidad abierta e integra-
dora” (Artigue, 2016) del uso de
esta Teoria, los autores presentan
el modelo ETFM en concordancia
con las necesidades que implica el
trabajo fisico y matematico de la
tarea propuesta. Su labor permite
identificar y explicar los procesos
de caracter cognitivo, semidtico,
experimental y discursivo que
despliegan los estudiantes en el de-
sarrollo de dicha tarea. La imple-
mentacion se realiza con estudiantes
de un curso de célculo integral de
una licenciatura de ingenieria, bajo
el direccionamiento de la meto-
dologia de ensefanza ACODESA.

Nechache y Parzysz, en su articulo,
utilizan la Teoria ETM para analizar
las tareas en relacion con experi-
mentos aleatorios, asi como el uso
y el rol de la simulacién informati-
ca (aquella realizada con ayuda de
un artefacto tecnoldgico: calcula-
dora, software, aplicacién moévil,
etc.), que proponen cinco libros
utilizados en la clase de segundo
en Francia (el primer afo de liceo
en Francia, corresponde al primero
de bachillerato para México). El
andlisis realizado evidencia una ne-
cesidad en las tareas propuestas y
en las que se disefien a futuro: que
se propicie una articulacion entre
los dominios de la probabilidad, la
estadistica y el que estos autores
proponen, el de la simulacién.

Finalmente, expreso mis agra-
decimientos a Victor Larios por

la invitacidn a la edicidn de este
nimero. Los invito a disfrutar de
su lectura y a fomentar el uso de
la Teoria ™ en el trabajo tedri-
co-practico en el aula de clase y
en la investigacion. Y del mismo
modo, los exhorto a formar parte
de la comunidad de investigadores
cuyo encuentro es cada dos afos

en el Simposio Internacional de Es-
tudio sobre el Trabajo Matematico
(https://etm7.sciencesconf.org/).
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RESUMEN

En esta contribucion se presen-
tan los resultados de tres casos
de disefio de tareas en sistemas
de evaluacién en linea y el tra-
bajo matematico que despliegan
estudiantes de pedagogia en
matematica y de ingenieria, todos
en contextos virtuales debido a la
pandemia. Se estudié el trabajo
matematico a partir de algunas
variables didacticas de las tareas
que se proponen como pautas de
disefio. Se muestra como los regis-
tros de representacion semiodtica
y los nimeros que los definen, los
objetos matematicos, la apertura
de las tareas y el ciclo de retro-
alimentacién afectan el trabajo
matematico y provocan la activa-
cién de distintas génesis y planos.

Palabras clave: educacién
matematica, diseno de tareas,
evaluacion en linea, Espacio
de Trabajo Matematico.

ABSTRACT

This contribution presents the re-

sults of three cases of task design

in online assessment systems and
the mathematical work

Las tareas de matematicas | deployed by mathematics
que los estudiantes realizan | and engineering pedago-
en casa son un importante | gy students, all in virtual
apoyo a las clases, ya sea en | contexts due to the pan-
linea o presenciales. Aqui se | demic. The mathematical
muestra el proceso de disefio | work was studied from
para 3 ejemplos que van | some didactic variables of
desde los nimeros complejos | the tasks, which are pro-

hasta la geometria analitica. | posed as design guide-

lines. It is shown how the
semiotic representation registers
and the numbers that define them,
the mathematical objects, the
opening of the tasks and the feed-
back cycle affect the mathematical
work and provoke the activation
of different genesis and plans.

Keywords: mathemat-
ics education, task design,
online assessment, Mathe-
matical Working Space.

RESUME

Dans cette contribution, nous
présenterons quelques résultats
de trois cas sur la conception de
taches dans une base d'exercices
en ligne et le travail mathéma-
tique effectué par des étudiants
en formation de professeur de
mathématiques et des étudiants
en formation d'ingénieur, tous
dans des contextes virtuels en
raison de la pandémie. Le travail
mathématique a été étudié a partir
de la variation de certaines va-
riables didactiques des taches et
sont proposés comme guides leur
conception. Nous montrons com-
ment les registres de représenta-
tion sémiotique et les nombres qui
définissent les objets mathéma-
tiques, I'ouverture des taches et le
retour d'information affectent le
travail mathématique, en activant
différentes geneéses et niveaux.

Mots-clés: didactique des ma-
thématiques, conception des
téches, évaluation en ligne,
Espace de Travail Mathématique.

PROBLEMATICA

Las tareas son un elemento in-
dispensable en los procesos de
ensefianza que busca promover
el aprendizaje en los estudiantes
(Mason & Johnston-Wilder, 2006,
p. 24). Esto no es solo aplicable
para los procesos educativos,
las tareas también son importan-
tes para que nuevos aprendices
entren en un paradigma cienti-
fico (Kuhn, 1971) o en practicas
comunitarias (Radford, 2014).



Hay diferentes definiciones de

lo que es una tarea matematica.
Sierpinska (2014) la define como
cualquier tipo de problema mate-
maético, con supuestos y preguntas
claramente formulados, que se
sabe que los alumnos pueden
resolver en un tiempo predecible.
Por otra parte, Chevallard (1999,

p. 224) la precisa como una accién
que se puede establecer median-
te un verbo y estd asociada a un
objeto especifico. En ambos casos,
quien resuelve esa tarea est3 lla-
mado a realizar una actividad ma-
tematica (Vandebrouck, 2013). En el
marco de la Teoria de los Espacios
de Trabajo Matematico (ETv) se
han definido algunos tipos espe-
cificos de tareas como las tareas
emblematicas, que son aquellas
que estan disponibles en el ETv de
referencia; deben estar activas en
el ETm idéneo y ser potencialmente
conducentes a un trabajo matema-
tico completo (Kuzniak et al., 2022).

En la literatura, el diseno de tareas
ha sido ampliamente abordado.
Ainley et al. (2006) habla de la
paradoja de la planificacién: si los
profesores planifican muy centra-
dos en los objetivos de aprendiza-
je, es probable que las tareas que
establezcan sean poco gratifican-
tes para los alumnos y se empo-
brezcan matematicamente. Si la
ensefanza se planifica en torno a
tareas atractivas, la actividad de
los alumnos puede ser mucho mas
rica, pero es probable que el foco
esté menos claro y que el aprendi-
zaje sea dificil de evaluar. De una
forma u otra, se confrontan obje-
tivos pedagdgicos con objetivos
didactico-matematicos. Los auto-
res plantean el disefio de tareas
con propésito y utilidad mediante
la creacion de un producto expli-
cito: construir algo para otros y
proponer oportunidades para que
los estudiantes tomen decisiones.

Por otro lado, desde un punto de
vista epistemoldgico, Zaslavsky
(2005) plantea disefar tareas que
generen incertidumbre para asi
concebir discusién, mientras que
Francisco y Maher (2005) concluyen
que resulta mas provechoso plan-
tear una tarea compleja en vez de
una secuencia de tareas simples.
Al enfocarnos en el disefio de
tareas con tecnologia, podemos
destacar el trabajo de Simon et
al. (2016) quienes muestran cémo
elementos especificos del disefio
en una tarea sobre fracciones en
un ambiente tecnoldgico influyen
en las estrategias de los estudian-
tes. Sangwin et al. (2010, p. 234)
discuten sobre el potencial de

las tareas en ambientes de eva-
luacién en linea con correcciéon y
feedback automatico, tomando en
cuenta las caracteristicas técnicas
de estos sistemas. Por ejemplo,
presentan una tarea abierta, es
decir, donde piden la respuesta
de un objeto matematico que
cumpla ciertas condiciones, sin
embargo, no muestran resultados
con estudiantes donde se estudie
la diferencia entre el potencial

y el trabajo matematico efecti-
vo. En Stacey y Wiliam (2013), se
proponen algunos principios que
deberian guiar el disefio de tareas
de evaluacién: valorar lo mate-
maticamente importante, evaluar
para mejorar el aprendizaje y
apoyar a cada estudiante a apren-
der y demostrar esta formacién.

En 2015, se realizd un estudio

de la Comisién Internacional de
Instruccién Matematica sobre el
disefio de tareas para las clases de
matematicas (Watson & Ohtani,
2015) donde se analizan distintos
aspectos del proceso. En el capitu-
lo de Kieran et al. (2015) se mues-
tra cdmo se establece de forma
intencional una relacién directa
entre un marco tedrico y el disefio

de tareas. Se exponen multiples
ejemplos de cdmo se han explici-
tado principios desde una teoria
didactica para disefar tareas en la
Teoria Antropoldgica de lo Didéac-
tico, Teoria de la Variacidn, Teoria
de Cambios Conceptuales, Apren-
dizaje Conceptual a través de la
Abstraccion Reflexiva y Matema-
tica Realista. En contrapartida,

se muestra la tensién que existe
entre este disefio como ciencia

(a partir de un marco tedrico) y el
disefio como arte dando espacio
a la creatividad. Mientras que, en
el capitulo de Leung y Bolite-Frant
(2015), se discute el rol de las he-
rramientas en el disefio de las ta-
reas, tanto digitales como de otra
naturaleza y en la interaccion de la
tarea como medio para resolverlas
(Leung & Bolite-Frant, 2015). En
este capitulo también se muestra
la estrecha relacion que puede
existir entre el disefio de tareas
con herramientas y teorias didac-
ticas, entre las cuales destacan, la
Teoria de Situaciones Didacticas
(Brousseau, 1998) en la cual el con-
cepto de medio o milieu’ es esen-
cial, la Aproximacién Instrumental
(Rabardel, 1995) donde se pone

un énfasis en la transformacion

de un artefacto a un instrumento
mediante esquemas de uso y el
Marco Semidtico Cultural (Bar-
tolini Bussi & Mariotti, 2015) que
considera el papel crucial de la
mediacion humana bajo perspecti-
vas semidticas y educativas. Otros
trabajos desarrollados en Latinoa-
mérica también dan cuenta de la
estrecha relaciéon entre el disefo
de tareas y otros marcos tedricos,
tales como el enfoque enactivista
(Lozano, 2017), el mTsk (Martinez et
al., 2020), el enfoque Onto-Semié-
tico (Bastias, 1980; Pochulu et al.,

1 Brousseau (1998) describe el milieu
como un espacio fisico donde actla
el estudiante y aprende por adapta-
cién a él.
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2016), la Modelacién Matematica
(Guerrero-Ortiz & Mena-Lorca,
2017) o ApOE (Trigueros & Oktag,
2019). En todas estas contribucio-
nes se observa que se priorizan los
criterios para disefiar que depen-
den de los principios en los que se
fundamentan los marcos teéricos.

En la comunidad de investigado-
res que trabajan con etv (Kuzniak,
2011; Kuzniak et al., 2016, 2022;
Kuzniak & Richard, 2014), el disefio
de tareas se ha abordado desde
el analisis del trabajo matematico
efectivo a partir de tareas espe-
cificas (Coutat & Richard, 2011;

J. V. Flores & Carrillo, 2019; Hen-
riquez-Rivas et al., 2021; Kuzniak
et al., 2018; Menares, 2018; Mon-
toya-Delgadillo et al., 201¢). Con
respecto al uso de herramientas,
en el trabajo de Flores et al. (2022)
se adopta una perspectiva ins-
trumental, tomando en cuenta al
mismo tiempo elementos semié-
ticos y discursivos, pensandolos
como un sistema y extendiendo
la idea de maquinas matematicas
de Bartolini y Maschietto (2006).

Por otra parte, el disefio de tareas
es un tema que se estd comenzan-
do a trabajar. En el Sexto Simposio
del Espacio de Trabajo Matemati-
co, Gémez-Chacodn et al. (2019, p.
524) se plantearon algunas pregun-
tas respecto al disefio y en este
articulo queremos retomar algunas
de ellas: §Cémo abordar los cam-
bios de dominio (o de disciplina)
desde la perspectiva del disefio
de tareas en el eTm? ;Como se
adaptan los diferentes componen-
tes y génesis del ETm en funcién de
las tareas disefadas? Sin embargo,
intentar responder estas pregun-
tas de manera general parece una
tarea que excede las posibilidades
de este articulo, por lo que se
tratard de contestarlas enfocando-
se al disefio de tareas en sistemas
de evaluacién en linea, prestando

particular atencién al rol del feed-
back y a partir de los resultados de
trabajos recientes sobre el tema
(Gaona, 2021; Gaona, Herndndez
et al., 2021; Gaona, Lopez et al.,
2021; Gaona & Menares, 2021).

MARCO TEORICO

Espacios b TRaBAJO MATEMATICO
Y ARTEFACTOS DIGITALES

El objetivo de la teoria ETm es
describir, analizar, disefar y
comprender el trabajo matema-
tico propuesto a un individuo en
una institucién y realizado por
éste (Kuzniak et al., 201¢). Para
caracterizar el trabajo matemati-
co, la teoria considera aspectos
epistemoldgicos y cognitivos.

En el plano epistemoldgico se
encuentran los objetos y/o herra-
mientas que permiten desarrollar
el trabajo matematico y se definen
tres polos: el representamen, los
artefactos y el referencial teérico.
De acuerdo con Kuzniak et al.
(2016), en el modelo de los T,
los objetos matematicos pueden
convertirse en herramientas y
viceversa. Por otra parte, en el
plano cognitivo, se encuentran
tres procesos a través de los
cuales se intenta dar cuenta de
la actividad matematica: visuali-
zacion, construccién y prueba.

Cabe observar que, para poder
identificar las génesis que se
activan en la resolucién de una
tarea, necesitamos identificar en
cudl de los tres polos del plano
epistemoldgico se encuentra un
objeto matematico en particular.
El estatus de un objeto o herra-
mienta, en relacién con el polo en
el cual se encuentra, estard dado
mas bien por su utilizacidon que
por una caracteristica intrinseca.

A saber, diremos que un objeto o
herramienta matematica esta en
el polo del representamen cuando
se utiliza como una herramienta
semidtica, en otros términos, cuan-
do se trabaja a partir de su visua-
lizacidn y se toman en cuenta las
relaciones entre sus unidades figu-
rales en el sentido de Duval (2005)
y no solo la percepcién visual que
el acceso directo al objeto provee.

Los objetos del polo de los arte-
factos materiales o simbdlicos se
identificaran cuando se trabaje con
herramientas materiales (como
regla y compas), herramientas
informaticas (como una calcula-
dora cas) o artefactos simbélicos
(como un algoritmo). Los dos
primeros casos, dada su naturale-
za, son facilmente identificables;
en cambio, el artefacto simbdli-
co lo identificaremos cuando un
objeto matematico o un algoritmo
se utilice como una herramienta
para obtener un resultado y no se
tomen en cuenta sus propiedades,
vale decir, cuando su uso no esté
apoyado en el referencial tedrico.
Asi, asociaremos el estatus de
simbélico a un uso totalmente
naturalizado y rutinario, en el que
no se discutan ni cuestionen su
validez ni justificacién. Los artefac-
tos digitales, que son uno de los
focos de este trabajo, se definen
a partir de la extension de la idea
de maquinas matematicas como
un conjunto de proposiciones que
ejecuta una maquina electrénica
qgue cuentan con una inteligencia
histérica y una validez epistemolé-
gica relativa (J. Flores et al., 2022).

La inteligencia histdrica esta
relacionada con los significados
que se plasman en los artefactos
surgidos del desarrollo de la ma-
tematica a lo largo de la historia
y que los informaticos buscan
ejecutar a través de comandos en
un programa de computadora.



Por el contrario, la validez epis-
temoldgica relativa tiene que ver
con la dificultad o imposibilidad
que tienen los artefactos digitales
para plasmar con fidelidad algunas
ideas abstractas. Lo interesante de
esta nocion de maquina matemati-
ca es que, al igual que el medio de
Brousseau (1998), esta transmite un
conocimiento que se revela cuan-
do el usuario la utiliza y se cuestio-
na el saber matematico suscitado
en la interaccién con la maquina.
Pero, a diferencia del entorno mas
general, la maquina matematica
es distinta de los recursos digi-
tales generales, y engloba a los
dispositivos informaticos como
entornos capaces de producir
nuevos conocimientos con cierta
autonomia respecto al usuario. Los
artefactos digitales actuales son
maquinas sofisticadas, por lo que
es muy probable que del trabajo
matematico se active inicialmente
una génesis instrumental, pero
prontamente se activen las otras
génesis, por ejemplo, al gene-

rar un grafico y trabajar sobre

la génesis semidtica o intentar
comprender algin resultado y
justificarlo mediante propiedades,
activando asi la génesis discursiva.

Finalmente, en el polo del refe-
rencial tedrico estan las propieda-
des, teoremas y axiomas que dan
sustento al discurso matematico.
Este polo no debe pensarse solo
como una coleccién de propieda-
des, porque al dar soporte a las
justificaciones deductivas, debe
estar organizado de forma cohe-
rente y bien adaptado a las tareas
que se les pide a los estudiantes
que resuelvan (Kuzniak et al., 2016).

Los planos epistemoldgico y cog-
nitivo se articulan mediante tres
génesis: semidtica, instrumental
y discursiva (Figura 1). La génesis
semidtica conecta el proceso de

Visnalization

Cognitive plang

semiolic genesis

=| Provit 1g

i

Copstruction
-

iiscursive genebis

instrumentol genests

Representamen Referential
~— 1

Epistemological plane

Artifacts

Figura 1. El modelo de los £tm (Kuzniak et al., 2016, p. 725).

visualizacion en el plano cognitivo
con el representamen en el epis-
temoldgico. Esta génesis puede
partir por el signo en el represen-
tamen, que es interpretado por el
sujeto mediante la visualizacién.
También puede partir por el sujeto
que codifica y produce un signo.

La génesis instrumental conecta

el proceso de construccién en el
plano cognitivo con el polo de los
artefactos. Cuando se trabaja con
herramientas materiales, informati-
cas o simbdlicas, la génesis involu-
cra dos procesos: el de instrumen-
talizacion y el de instrumentacion
(Coutat & Richard, 2011). El prim-
ero comprende la emergencia y
evolucidn de los esquemas de

uso del artefacto y la utilizacién
de las posibilidades que ofrece

el artefacto por parte del sujeto.
El sequndo parte desde el objeto
y es relativo a la emergencia y
evolucidn de los esquemas de uso
y de las acciones instrumentadas,
su constitucion, funcionamiento,
coordinacion, combinacidn, in-
clusién y asimilacion de artefactos
nuevos a esquemas ya constitu-
idos. El trabajo matemético podria
ser considerado rutinario si es que

no se conecta con la validacién
y justificacién de los artefactos.

Finalmente, la génesis discursiva
conecta el proceso de prueba con
el polo del referencial tedrico en el
plano epistemoldgico y esta aso-
ciado al proceso de razonamiento
deductivo mediante teoremas y
propiedades. En este Ultimo caso,
el foco esta puesto en las propie-
dades y teoremas, por lo que se
toman en cuenta razonamientos
que van mas alla de los visuales o
instrumentales, pero que pueden
ser desencadenadas por estos.

DISENO DE TAREAS

La tarea no es parte del ETv, pero
lo activa y su andlisis permite
estudiar las circulaciones que se
pueden desplegar a partir de ellas.
Habiendo definido el v, el dise-
fio de tareas se esquematiza en

la Figura 2. El ETm, por una parte,
puede guiar el disefio de las tareas
una vez definidos los objetivos,
especificamente, quien disefia

se puede preguntar si su tarea
fomenta alguna o varias génesis o
planos verticales, lo que permite
hablar de eTv potencial de la tarea.
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E spacio de Trabajo M atematico (ETM)
potencial y efectivo

¢ Qué objetivos se

persiguen? ¢ Qué activa potencial
y efectivamente?
Tarea(s) transposicion Artefactos
informatica digitales

Figura 2. Disefio de tareas a partir del £Tm

Una tarea puede ser disefada
en distintos soportes, y uno de
estos es un artefacto digital. El
disefio de una tarea en un arte-
facto digital produce una trans-
posicién informética (Balacheff,
1994) que potencia o limita el valor
epistémico de la tarea segln

las caracteristicas del artefacto.
Al ser implementada, se puede
contrastar el trabajo matematico
potencial con el ETm efectivo.

En el disefio se da un proceso de
idoneidad (J. Flores et al., 2022):
un ciclo de disefo-implementa-
cion-redisefo-implementacion...
que busca ajustar el potencial de
la tarea con la actividad efectiva
de quien la resuelve y que de-
pende, entre otros elementos de
la tarea, del contexto educativo
y los sujetos que trabajan en la
tarea. Estos objetivos, en este
caso, se pueden ajustar teniendo
en cuenta los elementos del ETm.

TAREAS EN UN SISTEMA DE EVALUA-
CION EN LINEA

En Gaona (2018, p. 85), se conside-
ran tres componentes didacticas
de una tarea para conceptualizar-
la: tipo de tarea, objetos o herra-
mientas matematicas involucradas
y contexto (Figura 3). El tipo de
tarea se distingue por un verbo

y una accién precisa (Chevallard,
1999), por ejemplo: encontrar las
raices de una ecuaciéon o modelar
el fendbmeno mediante una fun-
cion. Los objetos o herramientas
matematicas involucradas son las
que permiten precisar la tarea.
Del ejemplo anterior, la ecuacion
podria ser de distinta naturale-
za: polinomial o trigonométrica,

y contener una serie de varia-
bles que se pueden definir. Este
objeto es observable gracias a su
representacion semidtica (Duval,
1995). Por ejemplo, si tenemos
una ecuacion polinomial de grado
2, los coeficientes podrian ser
enteros, racionales o irracionales,
entre otros. La ecuacién podria ser

representada de forma gréfica, en
lenguaje natural, algebraicamente
o incluso en una representacion
dindmica a partir de un applet de
geometria dindmica. Cada una de
esas elecciones puede influir en
la naturaleza de las soluciones,
en la dificultad de la tarea y, en
general, en el trabajo matematico
que se activara en los estudiantes.

Finalmente, el contexto aparece
conectado con una linea puntea-
da, ya que no siempre se utiliza

en una tarea, pero en caso de que
exista, este puede influir en el tipo
de tarea o en el objeto/herramien-
ta matematica puesto en juego. A
modo de ejemplo, si una de las in-
cognitas de la ecuacion representa
una distancia, entonces solo seran
validas las soluciones positivas.

En relacién a los sistemas de
evaluacién en linea, al mirar el
artefacto-tarea desde un punto
de vista técnico, en Gaona (2020)
y Gaona, Hernandez et al. (2021)
se hace una descomposicion en
cuatro partes (Figura 4): enun-
ciado, sistema de entrada, sis-
tema de validacion y sistema
de feedback, que estan ligados
al artefacto digital involucrado.

~

objetos o herramientas matematicas
1po de farea involucradas: variables 1...j

J

Figura 3. Componentes de la tarea. Extraido y adaptado de Gaona (2018, p. 85).
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Figura 4. Componentes del artefacto tarea. Extraido y adaptado de Gaona,
Hernandez et al. (2021).



En el enunciado se muestra la
tarea propuesta. Puede contener
elementos que estén o no parame-
trizados. Este Ultimo caso implica
que cada estudiante se enfrente a
una pregunta con una estructura
similar, pero con valores diferen-
tes. El enunciado también puede
contener elementos estéticos
(como imégenes) o dindmicos (ej:
applets como los de Geogebra).

El sistema de entrada es el que
permite ingresar una respuesta.
Hay varios formatos, puede ser
mediante texto plano?, editor de
ecuaciones, sistema de reconoci-
miento de escritura a mano alzada,
deslizadores u opcién multiple,
entre otros. Para el sistema de
validacion consideramos las
aplicaciones que cuentan con

un procesador geométrico o un
sistema de célculo simbdlico.
Cierto grado de sofisticacion para
validar es fundamental cuando

las preguntas permiten ingresar
una respuesta y no son solo de
opcién multiple. Por ejemplo,

si la respuesta es una expresion
algebraica o un nimero, el sistema
debe reconocer si dos expresio-
nes tales como: 2x + 2y 0 2(x +y)
son equivalentes o no. También,
dada la tarea, podria ser necesa-
rio que el sistema de validacion
reconozca alguna caracteristi-

ca de los objetos matematicos
involucrados, como que una
expresion algebraica esté facto-
rizada, que un valor se encuentre
en un intervalo o que una matriz
cumpla condiciones sobre sus
coeficientes o que cumpla alguna
propiedad. Finalmente, el sistema

2 Una entrada de texto plano es un
espacio o una caja en una pantalla
donde solo se puede ingresar lo que
estd a disposicion del teclado fisico

o virtual que viene por defecto en el
dispositivo electrénico. Estos tecla-
dos generalmente no permiten, entre
otros elementos, ingresar simbolos
matematicos.

de feedback es el que entrega
informacion una vez que el sistema
valida la respuesta del estudiante.
Dependiendo de las caracteris-
ticas del sistema, el feedback
puede indicar si la respuesta es
correcta o no, precisar la solu-
cién paso a paso en funcién del
enunciado o de la respuesta

del estudiante, entre otros.

La capacidad de los sistemas de
evaluacién en linea de corregir

automaticamente es parte de su
valor pragmatico. No obstante,
esta capacidad nada dice de su
valor epistémico (Artigue, 2002).
En cambio, este dependeré del
tipo y contexto de la tarea y de
cémo se representen los objetos
matematicos en el enunciado, en
la respuesta y en el feedback, es
decir, de las componentes didac-
ticas. También dependera del
trabajo matematico efectivo des-
plegado por quienes resuelven.

_[ ARTEFACTO TAREA

SISTEMA DE EVALUACION EN LiNEA}

TAREA

tipo de tarea

objetos o
herramientas
matematicas

Y

—

involucradas:
variables 1...7

Y

(_

Sujeto

contexto: !

\Variables 1...%

SISTEMA DE ENTRADA

objetos o herramientas matematicas
involucradas: variables 1...k

] Trabajo

matematico

\ 4

(CAS)

SISTEMA DE VALIDACION
¢ Sistema de calculo simbdlico

\ 4

correcto o correcto
solucién paso a paso
feedback en funcion de la
respuesta

SUBTAREAS 1...m

contexto
variables 1...1

objetos o
herramientas
matematicas
involucradas:
varxables 1.

A2

/{ SISTEMA DE FEEDBACK }—\
incorrecto, parcialmente

©

Figura 5. Relacion entre los comp

onentes didacticos de una tarea y los

componentes técnicos de un artefacto en un sistema de evaluacién en linea.

Extraido de Gaon

a, Lopez et al. (2021)
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Estas dos descomposiciones se
pueden articular con el sujeto que
responde una tarea a partir de

un trabajo matematico especifico
(seccién anterior), para estudiar
cémo interacttan los componen-
tes (Figura 5). El trabajo matema-
tico especifico puede realizarse
en interaccion con la tarea (por
ejemplo, si en el enunciado hay un
deslizador, el trabajo matematico
se podria obtener interactuando
con él), como también fuera de
ella. Aqui un ejemplo: el enuncia-
do entrega una tarea, digamos,
“factorice x* - 2x" y el estudiante lo
resuelve por su cuenta o con algin
software. Luego, el sujeto ingresa
una respuesta mediante el sistema
entrada de la tarea. Posteriormen-
te, el sistema realiza el proceso
de validacion. Salvo el caso de
seleccion mdltiple, los sistemas
de evaluacion en linea usados en
matematicas deben contar con
sistemas de célculo simbélico o
geométrico. Estos sistemas, junto
a la configuracién propia de la
plataforma permiten determinar
si las respuestas son correctas,
parcialmente correctas o incorrec-
tas. Una vez que el sistema valida,
puede entregar un feedback a

los estudiantes que, segun Ha-
ttie (2008), es variado, pero que
segun la revision de Gaona (2020)
en los sistemas de evaluacion en
linea se limita solo a algunos tipos.

METODOLOGIA

Se proponen tres casos de andlisis.
Los dos primeros se implemen-
taron en una universidad publica
chilena de la Regién Metropolita-
na. El Caso 1 es una tarea sobre
ndmeros complejos que se trabajo
con 15 estudiantes en primer afo
de formacioén inicial para profeso-
res de matematicas durante el pri-

mer semestre del 2021. Los detalles
de implementacion se pueden leer

en Gaona et al. (2022). El segun-
do caso involucra una tarea que
se trabajé con 12 estudiantes en
primer ano de formacion inicial
para profesores de matematicas
en el segundo semestre del 2020.
Ambos grupos trabajaron de
forma remota y sincrénica duran-
te la pandemia. Los detalles de
esta implementacion se pueden
leer en Gaona y Menares (2021). El
tercer y Ultimo caso es una tarea
de “estimar la imagen de un valor
sobre una funcién afin”. Se trabajo
con 168 estudiantes de ingenie-
ria, de los cuales 82 son de una
universidad privada de la Regidén
de Valparaiso y 86 de una univer-
sidad publica de la Regién de
Atacama. De los 168 participantes,
solo se analizan 87 que, ademas
de responder en la plataforma,
indicaron cémo resolvieron la
tarea. Los detalles de esta im-
plementacién se pueden leer en
Gaona, Hernandez et al. (2021).

Mok a1 ek i e e g e e e
e g e e B i SR B e e
B e Lt

-

Famarety o iy Aty T AT P R S A b
]

R o g B 1§ P S 1 ol R 1 L
e

B b i e
+ LY e ] gt
2Bt e

Flptraierastisitn

Bk i [.?._.tff.;.!!]'

i P

Los datos se recolectaron median-
te el registro de las clases virtuales
para los casos 1y 2, y de la infor-
macién de la plataforma para el
caso 3. El anélisis fue cualitativo
del contenido (Mayring, 2015), utili-
zando como categoria las génesis
y planos del eTm. Se eligieron estos
tres casos que muestran distin-

tas caracteristicas de las tareas

en un sistema de evaluacion en
linea porque, ademas, se pueden
apreciar diferencias en el trabajo
matematico de los estudiantes y la
influencia de los feedback dise-
nados en los datos recopilados.

Caso 1: NUMEROS COMPLEJOS

Se presentaron 3 tareas con la
misma estructura en el enunciado,
pero parametros distintos: escribir
una de las raices complejas de la
ecuacion z" = a, donde a toma los
valores -2 0 2 en la tarea 1y los
numeros enteros entre -9y 9 en
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Figura 6. Capturas de pantalla de una de las tareas propuestas en plata-
forma de evaluacién en linea sobre nimeros complejos. En la parte de la
izquierda, se pide la solucién del cuarto cuadrante de la ecuacién z3 = -4. La
estudiante ingresa una respuesta escrita en coordenadas rectangulares con
las raices factorizadas. El sistema le da varios tipos de feedback: 1) la evalta
como correcta, 2) indica por qué es correcta, 3) le pregunta si la podria escri-
bir de otra forma® y da una solucién paso a paso mediante factorizacion.

3 El feedback pide escribirla en forma rectangular, aunque la respuesta ya esta
en forma, este es un error de programacién que se corrigid en las siguientes

versiones de la pregunta.



las tareas 2 y 3. El exponente n, en
cambio, en la pregunta 1 siempre
vale 3 (ver Figura ¢) y en las tarea
2y 3variaentren=30n =4 (ver
figura 7). Ademas de la ecuacién,
se presenta un plano complejo
con las tres raices marcadas en

él. La unién entre las raices forma
un triangulo equilatero (Figu-

ra 6) o un cuadrado (Figura 7)
dependiendo de la variante de

la tarea a la que se enfrentan los
estudiantes. La raiz que se pide
estd marcada en rojo y tiene un
tamafio ligeramente mayor que el
resto de las raices de la ecuacion
marcadas en el plano cartesiano.

El sistema de entrada es un editor
de ecuaciones para escribir los na-
meros complejos de forma rectan-
gular, polar o de Euler. El sistema
de validacién evalla respuestas
matematicamente equivalentes,
diferencia entre una respuesta
aproximada y una exacta, y dis-
tingue entre las soluciones de la
ecuacién ingresadas. El sistema de
feedback (Figura 6) entrega infor-
macién en funcién de la respues-
ta y también un “paso a paso”

en funcién de los pardmetros.

Al consultarles si habian estudiado
numeros complejos (en la escuela),
la mayoria de los estudiantes lo
negod; los que respondieron que si
solo tenian algunos recuerdos va-
gos y aislados, por ejemplo, indi-
caron que salian de la solucién de
la ecuacién x* + 1 = 0. El propdsito
de la tarea es que los estudiantes
utilicen diferentes artefactos digi-
tales?, tales como Photomath, Wol-

4 Los artefactos digitales propues-
tos fueron: photomath, que es una
aplicacién para dispositivos moviles;
Calcme que es una aplicacién dispo-
nible via web: www.calcme.com y el
resto, son aplicaciones disponibles,
en aplicaciones moviles y via web:
https://www.wolframalpha.com/,
https://es.symbolab.com/ y https://
www.geogebra.org/graphing.
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Figura 7. Pantallazos de una de las tareas propuestas en plataforma de
evaluacién en linea sobre nimeros complejos. En el de la izquierda, se pide la
solucién del segundo cuadrante de la ecuacién z4 = -8. La estudiante ingresa

una respuesta en coordenadas rectangulares. El sistema le da varios tipos
de feedback: 1) la evaltia como parcialmente correcta, 2) indica por qué esta
parcialmente correcta, en particular, ubica lo que ingresé en el plano comple-
joy se lo marca en azul, mostrando que es solucién de la ecuacién, pero no
es la que se pedia, 3) le pregunta si la podria escribir de otra formay da una
solucién paso a paso mediante factorizacién.

fram Alpha, Symbolab, Geogebra
y Calcme, analicen y contrasten
las distintas respuestas que estos
entregan, es decir, los estudiantes
tienen que elegir las soluciones
mas adecuadas para ingresar a la
plataforma Moodle/Wiris. Luego
se discutid en clases a partir de
las exploraciones que realiza-

ron en cada artefacto digital.

CAaso 2: FRACCIONES

La tarea propuesta fue escribir una
fraccién que estuviera entre Ya y
V2. Ademas de las representacio-
nes numéricas de tales fracciones,
se presenta su representacion

en la recta numérica. Esta tarea

se concibid para discutir sobre

las estrategias que surgen, sus
justificaciones y la posibilidad de
generalizarlas y demostrarlas.

El enunciado de la tarea pide
ingresar una fraccién de la forma

a/b, con ay b enteros, que esté
entre Y2y 2; se muestra parte de
la recta real donde se ubican estos
valores. El sistema de entrada

es un editor de ecuaciones. El
sistema de validacidn clasifica las
respuestas entre incorrectas, par-
cialmente correctas o correctas. La
respuesta ingresada en la Figura 8(a)
califica como “parcialmente correc-
ta” porque el estudiante ingresé
un decimal en el numerador, y se
pidid en las instrucciones que la
fraccidn tuviera nimeros enteros
en el numerador y el denominador.
La respuesta ingresada en la Figu-
ra 8(b) se considera correcta, pues
cumple con todos los requisitos.

El sistema de feedback precisa si
la respuesta ingresada es co-
rrecta, parcialmente correcta o
incorrecta, y también muestra por
qué. Esto lo hace ubicando en la
recta numeérica el valor ingresa-
do e indicando si cumple con el
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Figura 8. Tareas propuestas en la plataforma de evaluacién en linea sobre fracciones. En (a) la respuesta ingresada es
5/12 y el sistema la considera correcta. En (b) el valor es correcto pero la forma en que se ingresé no es la solicitada en

resto de las condiciones; es decir,
no brinda la respuesta ni sugiere
ninguna estrategia de resolucion.
Ademas, para los aciertos, invita
al usuario a buscar valorea alter-
nativos al ingresado, por ejemplo,
en la Figura 8(a), se pide ingre-
sar un valor méas cercano a 1/4.

Para implementar la tarea se hizo
un trabajo individual en la pla-
taforma de 10 minutos, donde
debian encontrar una fraccién
entre Y4y ¥2. Durante el resto

de la sesidn se discutié sobre

las estrategias encontradas, su
generalizacidon y demostracion.

Caso 3: ESTIMACION DE LA IMAGEN
DE UNA FUNCION EN UN GRAFICO

Se solicita estimar la imagen de

un valor a partir del grafico de una
funcién. Hay dos versiones de la
tarea: en la primera los coeficien-
tes de la ecuacidn lineal son ente-
ros y en la segunda son decimales.

las indicaciones del enunciado.

Estime la imagen de ¥ = 2.5 para la funcién que aparece en el grafico

Observacion: Si la respuesta es un ndmero dacimal, escribalo con un punto,
por ejemplo: 12.1

Respuesta;
T o

Figura 9. Una de las tareas propuestas en la plataforma de evaluacién en linea
sobre gréficos. Los coeficientes que definen a la recta son valores decimales,
la cuadricula es de 1 en 1 enelejexyde 10en 10 en el eje y. Estos elementos

varian en cada pregunta. Extraido de Gaona, Hernandez et al. (2021).




El enunciado de la tarea requiere
“estimar la imagen de un valor”, y
como informacién se entregan el
valor y la funcién representada de
forma gréfica. En la pregunta hay
elementos parametrizados (alea-
torios) definidos por un algoritmo.
Los parametros aleatorios son:

la imagen que pide evaluar (en
este caso x = 2.5), la cual puede
variar un niumero entre -8 y 8 con
un paso de 0.5 (excluyendo el 0).
Los coeficientes que definen a la
funcién que se grafica en el plano
cartesiano: pueden ser nimeros
enteros o decimales aleatorios.

Es decir, si la ecuacidon de la recta,
en ambos casos, es de la forma y
= mx+b, entonces en una version
de la pregunta los pardmetros m
y b son nimeros enteros y en la
otra son nimeros con un decimal.
Los elementos del plano cartesia-
no: el alto esta definido a partir
de un algoritmo en funcién de

los paréametros de la funcién afin.
En cambio, el centro y ancho son
fijos. Por ejemplo, en las figuras
9y 10, el centro es el punto (0,0),
el ancho es 20 (10 unidades hacia
la derecha e izquierda desde el
centro). Por otra parte, el alto

de la Figura 9 es un poco mas

de 70 (35 unidades hacia arriba

y hacia abajo desde el centro).

En el sistema de entrada, el
estudiante tiene un espacio para
ingresar la respuesta que es de
texto plano, pero también hay un
editor para ingresar fracciones u
otro tipo de simbolos matemati-
cos. En el sistema de validacion, la
plataforma cuenta con un sistema
de célculo simbdlico que permite
determinar si una respuesta esta
en el rango correcto definido en
un algoritmo disefiado para esto.
El sistema de feedback indica si la
respuesta es correcta o no. Ade-
mas, muestra una solucién paso a
paso donde la estrategia propues-
ta es trazar una linea vertical y lue-
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Figura 10. Feedback de la pregunta mostrada en la Figura 9. Extraido de
Gaona, Hernandez et al. (2021).

go horizontal para luego estimar
el valor de la imagen (Figura 10).

RESULTADOS

Los resultados se dividen en tres
partes. En la primera, se anali-
za el rol de los registros de re-
presentacion, los nimeros que
componen estas representacio-
nes y su influencia en el trabajo
matematico de los estudiantes.
En la segunda parte, se analiza
un tipo de pregunta: la pregun-
ta abierta y su influencia en el
trabajo matematico. En la tercera
y final, se analiza el rol del feed-
back en el trabajo mateméatico.

Los REGISTROS DE REPRESENTACION SE-
MIOTICA Y LOS NUMEROS UTILIZADOS EN
LAS REPRESENTACIONES DE LOS OBJE-
TOS MATEMATICOS

Las representaciones de los obje-
tos en el enunciado pueden activar
la visualizaciéon. Tomemos una de
las tareas del Caso 1 sobre nime-
ros complejos; hay dos registros,

el algebraico de la ecuacién y el

grafico de las soluciones de ésta.
Como con ninguno de los regis-
tros por si solo se puede resolver
la tarea, puesto que con el alge-
braico se pueden obtener las solu-
ciones, pero el gréfico indica cual
de ellas se esta solicitando, los
estudiantes necesitan visualizar las
soluciones para saber cudl elegir.

Por otra parte, al utilizar distintos
artefactos digitales, se ve que

las soluciones que muestran son
distintas. Por ejemplo, Symbolab
entrega cuatro soluciones simbdli-
cas expresadas con raices, en cam-
bio en GeoGebra, con el comando
Resuelve(z/4=-5) aparece solucion
vacia y con el comando RaizCom-
pleja(z”4+5) se obtienen cuatro so-
luciones complejas aproximadas.

Frente a este resultado, Scarlet,
una de las estudiantes que tra-
bajé en estas tareas, indica que
no comprende la tarea ni lo que
debe hacer. El profesor le pide
que comparta pantalla y, acto
seguido, que ingrese alguna de
las soluciones obtenidas con
Symbolab (Figura 11). Al comien-
zo, hay problemas para ingresar
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los simbolos (episodio que no se
B - Caificas el s < B @
analiza acd y que ocurre entre g
los 49:46 min y 55:10, pero que es e—
analizado en Gaona, Lépez et al. R e L e | L e L T
Paici

(2021)). Superado lo anterior se o

produce una interaccion entre la PR T
. . Fa o
estudiante y los artefactos junto '

con un didlogo que da cuenta del "':r':";r"’*” ==

transito de una génesis instrumen- TS P

tal a un plano semiético-instru- PR e R 1, R . 1, S, R Figura 11. Al ingresar z*=-5 a

mental que le ayuda a compren- SR R LY I PO 0 v Symbolab, esta aplicacién entrega

der los objetos involucrados. v seinorr i cuatro soluciones expresadas con
e e Lt e raices. Las cuatro son complejas.

Tabla 1.Transcripcion del episodio de Scarlet.

Scarlet:  :  Profe, ¢sabe qué? Sinceramente, no sé cémo hacerlo. Como que me explota el cerebro. O sea, estoy
ocupando Symbolab, pero... o sea, como que no... no entiendo en si el ejercicio. No, no logro entender que por qué
da eso.

P: 46:46 Ya, comparte pantalla para ver qué es lo que se entiende y qué es lo que no

Scarlet:  :  No entiendo nada, pero ya voy a compartir pantalla. Es que me frustra no entender...

Scarlet: ' :  Ya, mire. Eso es lo que sale, pero no sé qué es lo que me sirve y qué es lo que no, y por qué da eso.

P: 47:17 Mira, puedes abrir otra pestafia donde abras la calculadora de GeoGebra e ingresar las soluciones
obtenidas en Symbolab?

P: 49:31 Entonces, en la primera... dice raiz cuarta de 4 por raiz de 2, partido por 2, mas la raiz cuarta de 5/4
por i. ;Cierto?
P: 49:46 Ingrésala ahi al GeoGebra.

Scarlet: ': = Entonces, ese es un punto que esta... que seria... seria el de aca, 0 no? No.

Scarlet: ©':* No sé qué punto es.
P: 55:27 Ubica los otros puntos para que sepas cudl es.
Scarlet: :  Ya me di cuenta.
P: 55:36 4Cuél es?

Scarlet: © : © O no sé si... a ver déjeme seguir analizando. Es el punto rojo, 0 no? Este de aca.
EH: 55:48 Era el otro. Ah, depende la pregunta. ‘

P: 55:52 ;Y cdmo puede saber si el punto rojo? ‘

Scarlet: ©':  Porque aqui estan los reales y los imaginarios estan aca y aqui esta el ' en positivo y aqui también [refi-
riéndose a los ejes del plano complejo]. No sé cémo fundamentar mi respuesta, profe, la verdad.

P: 56:15 No, pero esta bien. Esta bien lo que estés diciendo. O sea...
Scarlet: © : © O sea, los relaciono méas que nada.

P: 56:21 Ya, mira. De hecho si ti haces un zoom al z, en el GeoGebra.

P: 56:29 Para ver... el gréfico. Ahi sale un signo +, una lupita.

Scarlet: : ' ;Y cdmo corro esto? Ah, ya.

Scarlet: :  Ahi esta la lupita.
P: 56:54 ;Ahora estas entendiendo lo que estas buscando? jno?

Scarlet: © :  Si, profe, ahora me queda completamente claro. ;Y qué es lo que te pide aca? Ahora hay que entender
lo que te pide.

P: 57:13 Y, de hecho, ahora leamos el feedback que te aparece aca.

P: 57:20 Ya, sy qué dice en el feedback? Que es la parte como media cafecita amarillenta. Léela.
Scarlet: © :  Es como roja.

P: 57:28 O como roja, no sé.



Scarlet:

No sé leer, profe. No sé como pasé a la U. Dice “Tu respuesta es una de las soluciones de las ecuacio-

nes, pero no es la que estd marcada en el gréfico con el punto rojo, por lo que se cumple que la cuarta raiz de  por

la raiz de dos, partido en , menos la cuarta raizde / por i, elevado a , es igual a - . La solucién encontrada se
muestra con un punto azul en el grafico. ; Podrias encontrar la solucion marcada con rojo?” Hay que buscar este punto
de aca. Pero ahi esta lo encontré en GeoGebra.

P: 58:10 Claro, pero ;cuél fue la que ti ingresaste?

Scarlet:

Scarlet: Habia... esa.

P: 58:16 En el gréfico, ¢cudl seria?

Ah, la de ac3, concha la lora. Era esa, esta de aca.

P: 58:35 ; Y en qué se diferencia esa con la otra?

Scarlet:

Scarlet: : No sé, ahora lo veo.

:  Ah, es que esta es una suma, profe.

Scarlet:

£ POOras @ncontngr b Sokucion Marcoso con njo?

P: 45:46 ;Y la otra?

le cambio a suma.

Y la otra... No sé si mi respuesta estaba bien. O sea, era lo mismo solamente que esta era una resta. Si

=—emsmed = GaoGebra
i L ' Fe }
g e "= 3 +(; 2
g
= 1067371265 z
. i@
& + Entrada.
-3 -2 -1 & 1 H 3
m 4 =
e
it Q
=2
HH
=3

Figura 12. Captura de pantalla del trabajo de Scarlet donde compara la informacién que entrega la tarea en Moodle/

Al analizar el trabajo de Scarlet se
constata que logra darle significa-
do a los objetos cuando triangula
lo que pide la plataforma Mood-
le/Wiris, con lo que entrega Sym-
bolab y con la representacion
gréafica que se obtiene en Geo-
Gebra. Se concluye que un tra-
bajo exclusivamente instrumental
(por ejemplo, uso de Symbolab)
no es suficiente para interpretar
las soluciones: es necesario co-

nectarla con la génesis semidtica
para que pueda comprender qué
tipo de objeto es, saber elegir la
solucién que le sirve y darle sen-
tido a los objetos involucrados.

Este trabajo estd motivado por la
articulacion de distintos artefac-
tos digitales y por la presencia

de dos registros en el enunciado.

Por otra parte, si tomamos la
tarea sobre “estimar la imagen de

Wiris y el punto que graficé en GeoGebra.

un valor” a partir de una funcién
representada de forma gréfica
del Caso 3 (ver Figuras 9y 10),
podemos ver que se utiliza un
solo registro para ambas ver-
siones de la tarea. La diferencia
entre estas versiones radica en
que los coeficientes de una de
ellas son nimeros enteros y los de
la otra son decimales. La Tabla 2
y la Figura 13 muestran la estra-
tegia utilizada segln la version.
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Tabla 2. Estrategias utilizadas por los estudiantes.

Decimales (n) Enteros (n)

Decimales (%) Enteros (%)

1. Estima 40 26 63.49 % 46.43 %
2. Calc. ec. de larecta 13 25 20.63 % 44.64 %
3. Estima y calc. ec. de la recta 1 0 1.59 % 0.00 %
4. No recuerda 1 1 1.59 % 1.79 %
5. Otra 1 0 1.59 % 0.00 %
6. No identificable 7 4 1.1 % 7.14 %

Total 63 56 100.00 % 100.00 %

Estrategias de los estudiantes seglin wversién de la tarea

Versién

6. no identificable

5. otra

3. estima y calc. ec.

Estrategia

2. cale. ec.

1. estima

4., no recuerda

de la recta

de la recta

(=]
o
iy
(=]
o

20%

B ocecimales [ %)
B Enteros (%)

0%

Figura 13. Estrategias utilizadas por los estudiantes al resolver una tarea de estimacién donde los coeficientes eran

En los datos se observa que,
cuando los estudiantes resuelven
la tarea con coeficientes enteros,
las estrategias que eligen son

la estimacion y el célculo de la
ecuacion de la recta en proporcio-
nes practicamente idénticas. En
cambio, en la versidon con decima-
les, la estrategia de estimacién es
elegida tres veces mas que aquella
donde calculan la ecuacién de

la recta. Sobre la base de estos
datos se puede concluir que la
naturaleza de los coeficientes influ-
ye en la forma que los estudiantes
visualizan y resuelven la tarea.

Las otras estrategias aparecen
de forma marginal. En partic-
ular, llama la atencién que las
estrategias “estima” y “calcula
la ecuacién de la recta” practi-

enteros o decimales.

camente no se utilicen de forma
conjunta, es decir; si un estudi-
ante usa la ecuacion de la recta,
no recurre a la estimacién para
confirmar o controlar la solucién.

Desde el e\, la estrategia “cal-
cula la ecuacién de la recta” se
interpreta como un trabajo que
esta en el plano semiético-instru-
mental, porque se despliega una
visualizacidn pero orientada al

uso de la férmula de la ecuacién
de la recta como artefacto sim-
bdlico. En este encargo es tan
fuerte el trabajo instrumental que
la visualizacién directa practica-
mente no es usada para controlar
esta solucién algebraica, puesto
que una cantidad marginal de
estudiantes usan ambas es-
trategias de forma conjunta.

En ambos casos se observa
que los registros semidticos y
los nimeros que lo definen (los
cuales en este caso no son ex-
plicitos) influyen en el trabajo
matematico de los estudiantes.

LAS PREGUNTAS ABIERTAS

Las preguntas abiertas son las

de los Casos 2y 3. En el 2, los
estudiantes deben encontrar una
fraccién entre otras dos. Como la
pregunta tiene infinitas soluciones,
aparecen de forma natural diferen-
tes estrategias. En la informacién
recogida sobre el trabajo de los
estudiantes, se identificaron 3
estrategias: ensayo y error me-
diante decimales, por amplifica-
cién de las fracciones y mediante



Tabla 3. Transcripcion de la demostracion de la conjetura: si se amplifica el numerador y denominador de Y4y 2/, por n,
obtengo n-1 fracciones entre ellas. Extraido de Gaona y Menares (2021)

. P: E' nos dijo que habia demostrado la otra conjetura. Que si tenemos %y %2y lo amplifico por n entonces hay n-

fracciones entre ambos nimeros y E  dijo que lo habia demostrado. ;Lo quieres mostrar?

171. E2: Profe lo hice en Paint.

. [...] P: Explicanos lo que estamos viendo (E  esta demostrando que al amplificar por n se obtienen n-' fracciones

entre ambas).
173. E2: defini cuantas fracciones... espere, me enredé \\

Puse las fracciones una por una entre n/4n y 2n/4an: n/4an, n+1/4n, ..., (2n-1)/4n,2n/4n y conté todas las fraccio-
nes que habia.
Para contarlas resté el numerador de aca [refiriéndose 2n-1]y el de acé [refiriéndose a n] y se obtiene 2n-1-ny
me dio n-1.
. P: Esta muy buena la demostracién, ;alguien tiene alguna observacién?

175. E2: Puse todas las fracciones que hay entre n/4ny 2n/4n y luego las conté calculando 2n-1-n=n-1. ‘

transformacién a decimales. Estas
estrategias, mediante un proceso
de discusidn, dieron paso a una
serie de conjeturas de parte de
los estudiantes. Una de ellas fue
que, en una fraccién, al amplificar
el numerador y el denominador
por n, se obtienen n-1 fraccio-
nes entre ambas fracciones.

La demostracién fue realizada por
uno de los estudiantes y com-
partid su resultado en pantalla.

El trabajo inicial de los estudiantes
describid las estrategias y las jus-
tificaciones fueron principalmente
instrumentales, pero en el didlogo,
los estudiantes transitaron hacia
una génesis discursiva dada por

la justificacién de las estrategias
como las demostraciones de las
conjeturas y apoyada en algunos
artefactos simbdélicos del dlgebra.

EL FEEDBACK

En el primer caso, en las tareas
sobre nimeros complejos, hay tres
tipos de feedback, el primero indi-
ca si la respuesta es correcta o no.
El segundo ensefa algebraicamen-
te (evalla la solucién en la ecua-
cién y verifica si se cumple la igual-
dad) y gréficamente (marca en el
plano la solucién propuesta) por
qué es correcta o incorrecta. Por
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Figura 14. Captura de pantalla de un estudiante explicando la demostracién a
la conjetura planteada en la clase. Extraido de Gaona y Menares (2021).

ejemplo, si los estudiantes ingre-
san alguna de las soluciones de la
ecuacion, pero distinta a la marca-
da en rojo, la verificacion algebrai-
ca indica que la igualdad se cum-
ple, pero la representacién grafica
muestra que lo ingresado no
corresponde. Si, por ejemplo, se
ingresa una respuesta aproximada,
la verificacion algebraica indica
que la solucidn es cercana pero
no exacta y la gréfica no muestra
esa diferencia. El tercer y Gltimo
tipo de feedback da una solucidn
paso a paso de una estrategia
mediante factorizacién algebraica.

El feedback aparentemente menos
Gtil para los estudiantes fue el
ultimo, porque los estudiantes

no lograron comprenderla; ge-
neré mas dudas que certezas.

Esta incomprension del feedback
permitié que el profesor pudie-

ra indagar cuéles eran las dudas
especificas respecto al proceso de
solucién paso a paso, pero pudo

haber inhibido algunas estrategias
distintas, por ejemplo, alguna
con perspectiva geométrica.

De forma global, se observa un
débil referencial tedrico del alge-
bra: aunque recuerdan algunos
elementos, no logran compren-
der la factorizacién propuesta en
el feedback Moodle/Wiris. Hay
cuatro procesos sobre los cuales
los estudiantes tienen dificultades,
uno es la factorizacién; el segundo
es la utilizacién de las propiedades
para descomponer la ecuacion en
dos ecuaciones mas simples; el
tercero es sobre la solucion de la
ecuacién de segundo grado que
queda al factorizar; el cuarto es
convertir las soluciones con argu-
mento negativo en la raiz en nd-
meros complejos. Salvo lo Gltimo,
el resto son elementos que estan
de forma superficial en su referen-
cial tedrico. También se observa
que algunos estudiantes no pue-
den movilizar elementos de con-

L

2¢ecoec onnr

—_
ul

01e3218ND B BWOUOINY pepisialun | eusiuabul ap peynded | aiqwedip-on{ | 0| ‘WNN § '|oA | DVNIPEd



16

Padi

PadiUAQ | Vol. 5 Ndm. 10 | julio-dicembre | Facultad de Ingenieria | Universidad Auténoma de Querétaro

trol para identificar que la solucion
entregada por algunos softwares
(cuando ingresan mal los datos) no
es adecuada. En cambio, el fee-
dback en funcién de la respuesta
ayuda a comprender el significado
de los objetos involucrados, pero,
por su naturaleza, no permite
saber como resolver las tareas.

En el segundo caso sobre frac-
ciones, el feedback no especifica
como resolver la tarea, solo indica
por qué la respuesta es correcta o
parcial. Al ser una pregunta abier-
ta, no condiciona las estrategias
de los estudiantes. En el tercer
caso sobre estimacién de la ima-
gen de una funcién en un grafico,
el feedback si indica cémo hacerla
paso a paso. Se propone cdmo es-
timar un gréafico y en la programa-
cion de esta retroalimentacion hay
un grado de ambigliedad por la
naturaleza misma de la estimacion.
En los resultados se observa que
este paso a paso logra modificar
el trabajo matematico de algunos
estudiantes y hace que la estima-
cion sea la estrategia mas utilizada
en ambas versiones, aunque no
modifica la estrategia de todos

los estudiantes y hay algunos

que incluso pasan de estimar a
calcular la ecuacién de la recta.

CONCLUSIONES

En estos tres casos se puede
observar el impacto de algunas de
las variables didacticas en el tra-
bajo matematico, tales como los
objetos matematicos involucrados,
las representaciones semidticas
utilizadas y otras componentes,
como los nimeros que definen

los objetos, las preguntas abier-
tas y el feedback. Cada uno de
estos elementos afecta de forma
diferente el trabajo matematico y
da muestras de lo complejo que
puede ser el disefio de una tarea.

Se observé que el uso especifico
de distintas representaciones o
distintos tipos de nimeros pue-
de activar la génesis semidtica.
En cambio, en los datos obser-
vados, la génesis discursiva se
activé principalmente a través del
trabajo con el profesor. El rol del
profesor es fundamental, porque
permite, mediante la discusién,
que los estudiantes circulen por
distintas génesis y planos, enrique-
ciendo su trabajo matematico.

Este trabajo no aborda todos los
aspectos del disefo de tareas,
pero busca dar algunas pistas y
principios que permitan orientar
el disefio teniendo en cuenta
elementos epistemoldgicos,
instrumentales y didacticos en
sistemas de evaluacidn en linea.
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fendmenos fisicos. Establecer

RESUMEN

El proceso de modelizaciéon ma-
tematica es fundamental para el
estudio de las ciencias como la fisi-
ca. Del mismo modo, es relevante
para la ensefianza y el aprendizaje
tanto de la fisica como de las
matematicas, pues establece la in-
teraccion entre ambas disciplinas.
Aqui proponemos el Espacio de
Trabajo Fisico Matematico (ETFm)
como un aporte al constructo
tedrico de los Espacios de Trabajo
Matematico (ETM). Afirmamos que
su estructura permite explicar los
procesos que surgen cuando se
llevan a cabo este tipo de tareas.
Consideramos que la labor de mo-
delizacién del movimiento de un
oscilador armdnico amortiguado
permite a los estudiantes reflexio-
nar sobre sus representaciones y
promueve el desarrollo de proce-
sos semidticos, experimentales y
discursivos. Presentamos los resul-
tados de una implementacién di-
déctica cuyo enfoque pedagdgico
de investigacién requiere construir
representaciones y afirmaciones,
interpretarlas y desarrollar habi-
lidades. Se utiliz6 la metodolo-
gia ACODESA para organizar a los
estudiantes en equipos de trabajo
y motivar el debate cientifico y la
autorreflexion. Damos

Se presentan los progresos | cuenta de las génesis
en la investigacion llevada | semidtica, experimen-
a cabo para ayudar a los | tal y discursiva dentro
estudiantes a comprender los | del eTFm y discutimos la
aspectos matematicos de los | relacion entre ETFM y ETM".

la correspondencia entre | Se trata de un estudio
los ambitos de la fisica y | cualitativo sobre la forma
las matematicas es esencial | en que un estudiante
para el desarrollo de la | transita de la compren-

competencia en ingenieria. | sién de un fenémeno

fisico a su descripcion
matematica. Participd un grupo
de 14 estudiantes pertenecientes
a un curso de célculo integral
de segundo semestre de inge-
nieria de la Unidad Profesional

Interdisciplinaria en Ingenieria
y Tecnologias Avanzadas del
IPN (upniTa), Ciudad de México.

Palabras clave: modelizacién,
ensefanza, aprendizaje, analisis de
video digital, representaciones.

ABSTRACT

The process of mathematical
modeling is fundamental to the
study of sciences, such as physics.
In the same way, it is relevant for
the teaching and learning of both
physics and mathematics, because
it establishes their interplay. Here
we propose the Mathematical
Physical Working Space (mpws) as
a contribution to the theoretical
construct of Mathematical Work-
ing Spaces (Mws). We affirm that
its structure allows to explain the
processes that arise when this type
of tasks is carried out. We believe
that the task of modeling the mo-
tion of a damped harmonic oscilla-
tor allows students to reflect on its
representations and promotes the
development of semiotic, experi-
mental, and discursive processes.
We present the results of a didac-
tic implementation based on the
construction of a representation. It
is a directed pedagogical ap-
proach that requires constructing
representations and affirmations,
interpreting them, and developing
skills. The acobesa methodology
was used to organize the students
into work teams, motivating sci-
entific debate and self-reflection.
We account for how semiotic,
experimental, and discursive
genesis were activated within the
mpws. The relationship between
mpws and Mwsp is discussed. It

is a qualitative study of the way

in which a student moves from
the understanding of a physical
phenomenon to its mathematical
description. A group of 14 students



belonging to a calculus course of
the second semester of engineer-
ing of the Interdisciplinary Pro-
fessional Unit in Engineering and
Advanced Technologies of the PN
(upima), Mexico City participated.

Keywords: modelling, teach-
ing, learning, digital video
analysis, representations.

RESUME

Le processus de modélisation
mathématique est essentiel a
I"étude des sciences telles que la
physique. Il est également perti-
nent pour I'enseignement et |'ap-
prentissage de la physique et des
mathématiques, en établissant leur
interaction. Nous proposons ici
I'Espace de Travail Physique Ma-
thématique (ETFM) comme contri-
bution a la construction théorique
des Espaces de Travail Mathéma-
tique (ET™M). Nous affirmons que

sa structure permet d'expliquer
les processus qui se présentent
lorsque ce type de tache est
effectué. Nous considérons que la
téache de modélisation du mouve-
ment d'un oscillateur harmonique
amorti permet aux étudiants de
réfléchir sur leurs représentations
et favorise le développement

de processus sémiotiques, ex-
périmentaux et discursifs. Nous
présentons les résultats d'une mise
en ceuvre didactique basée sur la
construction d'une représentation,
une approche pédagogique de

la recherche ciblée qui nécessite
de construire des représenta-
tions et des affirmations, de les
interpréter et de développer des
compétences. La méthodologie
ACODESA a été utilisée pour orga-
niser les étudiants en équipes de
travail, ce qui a suscité un débat
scientifique et une autoréflexion.
Nous rendons compte comment la

geneése sémiotique, expérimentale
et discursive au sein de I'eTFm a
été activée. La relation entre ETFM
et ET™M* est discutée. Il s'agit d'une
étude qualitative portant sur la
facon dont un étudiant passe de
la compréhension d'un phéno-
mene physique a sa description
mathématique. Un groupe de 14
étudiants appartenant a un cours
complet de calcul du second se-
mestre d'ingénierie de I'Unité Pro-
fessionnelle Interdisciplinaire en In-
géniere et Technologies Avancées
de I'iPN (uPiiTA), Mexico, a participé.

Mots-clés : modélisation, ensei-
gnement, apprentissage, analyse
vidéo numérique, représentations.

INTRODUCCION

La descripcidon del movimiento y
sus causas requiere la considera-
cién de las leyes de Newton, in-
cluidas en el corazén de los cursos
de fisica introductoria en diferen-
tes niveles académicos. En esta
investigacion, nos centramos en
discutir algunos aspectos del mo-
vimiento y sus causas. Por ejem-
plo, Galili y Tseitlin (2003) subrayan
que la importancia de la primera
ley radica en el hecho de que es la
Unica enunciada en forma textual:
“Un objeto permanecerd en su
estado de reposo o movimiento
rectilineo uniforme en tanto no sea
alterado por la acciéon de una fuer-
za externa”. Aqui quedan implici-
tas las condiciones necesarias para
que la velocidad sea constante o
la aceleracién sea considerada una
componente esencial de la fuerza,
y la masa se puede interpretar
como la resistencia que opone un
cuerpo al movimiento. Todo esto,
aunado a las distintas traducciones
e interpretaciones hechas a través
del tiempo, contribuye a la dificul-
tad de esclarecer su significado.

Por tanto, para describir y ex-
plicar el comportamiento de un
fenédmeno fisico en el lenguaje de
la ciencia, es necesario aplicar y
comprender las leyes de la fisica
y los signos matematicos asocia-
dos. §Qué procesos de trabajo
fisicomatematico se desencade-
nan cuando alguien se enfrenta

a una modelizacién matematica?
Nuestro propésito es presentar un
desafio que promueva el trabajo
fisicomatematico asociado con

el fenémeno de estudio, y reco-
nocer los procesos cognitivos,
semidticos y discursivos, asi como
las capacidades procedimentales
y actitudinales que se activan
cuando se realiza una tarea de
modelizacién. Por otra parte,
aspiramos a identificar elementos
del discurso cientifico escolar que
evidencian la aplicacién de signos
y simbolos en la construccion de
representaciones y significados.

MARCO TEORICO

Consideramos que aplicar adecua-
damente las leyes de Newton para
estudiar las causas del movimien-
to de un cuerpo representa un
problema de semidtica cuando se
establece un proceso de comu-
nicacion. En la ensefanza de la
fisica, parece necesario realizar

las traducciones no sélo de un
lenguaje verbal a uno matema-
tico, sino de un lenguaje verbal
cotidiano al cientifico y, finalmen-
te, al matematico. Otros autores
también rescatan el estudio de los
signos, la mediacion semidtica, la
semidtica social, las teorias de re-
presentacion, las relaciones entre
los sistemas de signos y las teorias
sobre la corporeizacion (embody-
ment) como modos de significa-
cion relevantes en la investigacion
educativa (Presmeg et al., 2018).
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Recientemente ha surgido mayor
interés por promover que la ense-
fianza de las ciencias tome como
base las formas en que se constru-
ye el conocimiento cientifico (Prain
y Tytler, 2012; Redish y Kuo, 2015;
Duit y Treagust, 2012). Asimismo,
se ha proporcionado informacién
sobre como el trabajo de repre-
sentacién es fundamental para lle-
var a cabo procesos de descubri-
miento, asi como en la generacién
y comunicacion del conocimiento
(Elkins, 2011; Machado y Braga;
Hitt y Quiroz Rivera, 2017; Mala-
fosse, Lerouge y Dusseau, 2000;
Halloun, 2007). Entonces, el cono-
cimiento cientifico se construye a
través de procesos complejos de
razonamiento aplicados a la gene-
racién y verificacién de hipdtesis.

El descubrimiento cientifico impli-
ca procesos imaginativos y sociali-
zados que permiten la creacién de
modelos y representaciones que
servirdn como herramientas para
mediar nuestra comprension del

mundo (Kelly, Druker y Chen, 1998).

De este modo, las inscripciones
como graficos, diagramas, mode-
los 3D, imagenes digitales y simu-
laciones creadas por computadora
sirven en si mismos como media-
dores que transforman los datos
recogidos de una situacion determi-
nada en nuevas herramientas con-
ceptuales de interpretacion (Hub-
ber, Tyler y Chittleborough, 2018).

El analisis de estos procesos de
relacién entre el significado y el
significante no es sencillo, menos
aun cuando otro campo de cono-
cimiento esta interrelacionado.
Consideramos que el enfoque de
los Espacios de Trabajo Matema-
tico (ET™) es util para centrar la
atencion en las génesis semidtica,
instrumental y discursiva, porque
permite analizar cobmo se produce
significado matematico. Houde-
ment y Kuzniak (2006) propusie-

ron inicialmente esta teoria para
describir los procesos cognitivos
que se llevan a cabo cuando se en-
sefa y aprende la geometria. Los
elementos que entran en juego

en el plano epistemolégico son el
representamen, los artefactosy el
referencial. En el plano cognitivo
se encuentran la visualizacién,

la construcciény la prueba.

Lagrange y colaboradores (2017)
sefalan que la activacién de estas
génesis depende del campo

de estudio, la profundidad del
andlisis y los enfoques de otras
teorias. Debido a la flexibilidad y
plasticidad del modelo (Artigue,
2016), algunos investigadores
como Moutet (2019) han impulsa-
do la idea de extender el ETM a
otros dominios del conocimiento;
proponen vinculos mateméticos
con la fisica en el contexto de

las simulaciones de la relatividad
especial, enfocandose en la reso-
lucién de problemas. Introducen
dos planos epistemoldgicos (uno
para la matemaética y otro para la
fisica) y un solo plano cognitivo.
También han planteado vinculos
con la quimica (Moutet, 2021).

Nuestra propuesta se enfoca en

el trabajo fisicomatematico que
surge al realizar la modelizaciéon
matematica experimental como
aspecto cotidiano en las ciencias
para la busqueda y andlisis de
modelos que describan y predigan
el comportamiento de un fenéme-
no. En el plano epistemoldgico, se
propone un referencial que integra
el marco de racionalidad de la
fisica y la matemaética (Malafosse,
Lerouge y Dusseau, 2000). Por otra
parte, la génesis experimental im-
plica una apropiacion acelerada de
instrumentos (programas informa-
ticos, medicion, videos, simulacio-
nes, animaciones, aparatos) para
el registro de datos y la interpre-
tacion inductiva o deductiva de

un fenémeno fisico. Se introduce
en el plano cognitivo la simulacién
como una componente que pro-
viene de la fisica (ETM7) y permite la
conexidn con el ETM sin la nece-
sidad de agregar otros planos.

En la perspectiva de trabajo de

la fisica, la génesis experimental
se activa cuando un practicante
realiza observaciones con la ayuda
de instrumentos que permiten

la recoleccién de datos sobre un
fendmeno fisico. En este modelo,
instrumento es una construc-

cién psicoldgica que combina el
artefacto (objeto material) y los
esquemas de comportamiento
que el usuario desarrolla para utili-
zarlo en tareas especificas (Drijvers
et al., 2010). Los datos permitiran
esbozar un modelo mateméatico (o
este podra ser deducido a través
de procesos de simulacion digital).
Los procesos descritos implican

la consideracién de componentes
especificas que no se encuentran
definidas inicialmente en el ETm,
por lo que este ha de modifi-
carse para tener en cuenta las
especificidades de la matematica
y la fisica dentro de un espacio

de trabajo propio: el Espacio de
Trabajo Fisico Matematico (ETFm).

La modelizacion matemaética surge
como un proceso operativo dentro
del ETFM que coincide con el ciclo
de modelizacién propuesto por
Touma (2009): la experimentacion
se reconoce como un primer
paso, luego un objeto matematico
resulta de la interpretacion induc-
tiva de los datos experimentales

a través de un ajuste de curva.

El objeto identificado se tradu-
cird en un modelo algebraico. A
su vez, los tratamientos de este
modelo permitiran una reinterpre-
taciéon deductiva del fenémeno
fisico. Este ciclo se ubica en la
perspectiva cognitiva identifica-
da por Kaiser y Sriraman (2006).



Se ha identificado que los proce-
sos de interpretacion inductiva

y deductiva permiten estable-
cer relaciones entre las distintas
componentes del eTFm. Tales
procesos surgen, sobre todo, en
la circulacion que se da sobre la
pared de descubrimiento, pero
dependera de la direccién en que
se lleve a cabo el proceso. No es lo
mismo ir de la visualizacién a la
experimentacion (proceso induc-
tivo), que de la experimentacion
a la visualizacién (deductivo).

Al tiempo que el practicante tran-
sita por las distintas componentes
del ETFM propuesto, construye

un modelo matemético del fend-
meno de estudio que le permite
describirlo a partir de sus distintas
representaciones. En tanto que el
alumno reconoce las propiedades
matematicas del modelo asocia-
das a dicho fendmeno, estara en
posibilidad de abstraerlo (proce-
so de simulacién mental'), para
luego adentrarse en el anélisis del
modelo como objeto matematico,
dentro del eTM". El modelo ma-
tematico propuesto se analizara
con distintos artefactos, que se
convertiran en instrumentos, acti-
vando la génesis instrumental del
eTM". El espacio de trabajo no esta
aislado, puesto que debe reali-
zarse un trabajo fisicomatematico
previo para entrar en él (Figura 1).

1 Este término se puede asociar

con la concepcién de Clement (2009)
denominada schema-driven imagistic
simulation (simulacién imaginaria
guiada por esquemas). El sujeto
atraviesa un proceso en el que un
esquema de accion general (intuicion
fisica) asimila la imagen de un objeto
particular y produce expectativas
sobre su comportamiento en una
imagen dindmica posterior, de modo
que se puede considerar que el cono-
cimiento ha sido corporizado.
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Figura 1. Espacio de Trabajo Fisico Matematico (ETFm) y ETM proveniente de la
Fisica (ET™).

El proceso de modelizacion
puede interpretarse como un

eTFM en el sentido de Kuzniak y
Richard (2014): ese paradigma guia
y estructura la organizacién de
sus componentes, que han sido
instituidos por una comunidad de
fisicos que han acordado la formu-
lacion de problemas y organizado
sus soluciones mediante instru-
mentos de ajuste de curva con la
intencion de construir un modelo
matematico. Esta praxis muestra
una forma de pensar acorde al
referencial propuesto en el ETFM.

El disefio de tareas apropiadas
para la ensenanza requiere del
profesor un ETFM personal cuyo
referencial sea amplio, en el que
se establezcan relaciones apropia-
das entre sus componentes para
activar sus génesis y revelar los do-
minios de conocimiento del profe-
sor de fisica (Asikainen y Hirvonen,
2010). La resolucién adecuada de

la tarea propuesta dependera de
cuan libres de obstaculos se puedan
establecer las relaciones entre las
distintas componentes y génesis
del ETFm personal del estudiante.
Las diferencias entre las nociones

del ETFM personal del profesor
y las del estudiante revelan la
movilidad del plano cognitivo.

METODOLOGIA

El estudio que aqui se presenta
es de tipo cualitativo sobre el
disefio de una tarea centrada en
la actividad implementada para
trabajar durante tres sesiones
con un grupo de 14 estudiantes
de ingenieria de segundo se-
mestre que cursaban la asignatura
de Célculo diferencial e integral.
Se han utilizado nombres falsos
para identificarlos. El disefio de la
actividad didéactica fue validado
previamente con un grupo piloto
de 8 estudiantes de bachillerato
tecnoldgico y 6 estudiantes de
olimpiada de fisica. Previo a la
actividad, se aplicé una pequena
prueba diagndstica cuyos resul-
tados se exponen mas adelante.

En este experimento se aplicd

el enfoque sociocultural Acopesa
(aprendizaje colaborativo, de-
bate cientifico y autorreflexion).
Con este método, se espera que
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un concepto construido por un
alumno a partir de sus represen-
taciones espontaneas evolucione
hasta convertirse en una repre-
sentacion institucional (como las
utilizadas por los profesores o

los libros de texto) a través del
trabajo individual, en equipo, el
debate en el aula, la autorreflexion
y la institucionalizacion (Gonzélez
Martin, Hitt y Morasse, 2008). En
un primer momento, el profesor
actla como guia y los alumnos
tienen el deber de argumentar y
validar sus producciones; poste-
riormente, en el proceso de institu-
cionalizacién, el profesor destaca
las diferentes representaciones
propuestas y las confronta con las
institucionales (Hitt y Cortés, 2009).

Se utilizaron las hojas de trabajo
de los estudiantes y las videogra-
baciones de las sesiones como
instrumentos para la recolecciéon
de datos. Se realizé un anélisis
previo del disefio y un anélisis
posterior de la actividad al fi-
nalizar la experimentacion.

DIAGNOSTICO

Se asume que los participantes

de este estudio acreditaron un
curso de fisica en la secundaria

(a los 13 afos de edad) en el que
se introdujeron los conceptos de
velocidad, aceleracién, fuerza y
energia, entre otros. En prepara-
toria, dependiendo del subsistema
publico o privado de educacion,
debieron haber acreditado de dos
a cuatro cursos de fisica, donde

se vuelven a tratar estos concep-
tos con mayor profundidad; sin
embargo, se decidié aplicar una
prueba diagndstica que constd de
dos secciones, una correspondien-
te a fisica y otra a matematicas.

La seccidn de fisica planted 4 pre-
guntas con la intencién de recu-

perar las ideas previas asociadas a
las leyes de Newton y la fuerza de
arrastre, por considerarse concep-
tos relacionados con el problema
que los estudiantes tendrian que
describir. En la seccion de mate-
maéticas se plantearon dos pregun-
tas con la intencién de reconocer
si los estudiantes podrian rela-
cionar la gréfica de una funcién
sinusoidal con sus respectivos pa-
rametros y significados, asi como
las ecuaciones de otras funciones
de uso comun con sus respecti-
vas representaciones gréficas.

El diagndstico evidencié que 14
estudiantes reconocieron parcial-
mente el efecto de la inercia en
el movimiento y 13 la presencia
de la fuerza de friccién. Todos
lograron identificar que la mag-
nitud de una fuerza se puede
calcular como el producto de la
magnitud de la aceleracién por
la masa de un objeto. Por otra
parte, 6 alumnos hicieron refe-
rencia a la fricciéon como fuerza
de reaccién. Sobre la fuerza de
arrastre, 8 consideraron algun tipo
de resistencia del medio durante
el movimiento de los cuerpos.

En cuanto a matematicas, 8 es-
tudiantes identificaron correcta-
mente una grafica sinusoidal con
sus representaciones graficas y su
significado. Por otra parte, entre
un grupo de graficas de ecuacio-
nes como la del seno, cuadratica,
racional cuadratica, recta, expo-
nencial, clbica, cuarta y logaritmo
natural, la ecuacién que resultd
mas dificil de relacionar con su
grafica fue la del logaritmo natu-
ral, seguida en orden de menor
dificultad por la exponencial de
base e, la racional cuadréatica, lue-
go la de cuarto grado y finalmente
la cibica. Las ecuaciones de la
linea recta con ordenada al origen,
la sinusoidal y la cuadrética fueron
identificadas correctamente por

todos los estudiantes, tal vez de-
bido a que son ecuaciones de uso
mas comun en el contexto escolar.

ANALISIS A PRIORI DE LA
ACTIVIDAD DE MODELIZA-
CION CON UN OSCILADOR
ARMONICO AMORTIGUADO

Para adentrarse en los procesos
cognitivos presentes al llevar a
cabo una tarea de modelizacion,
los estudiantes debian explorar un
aparato experimental con movi-
miento armdnico amortiguado con
una aplicacion mévil de captura
de video llamada VidAnalysis.

Con los datos obtenidos, los
estudiantes debian producir una
primera curva de ajuste a mano
alzada y luego una mas fina, con
la ayuda de un applet hecho en
GeoGebra que permite modificar
algunos parametros de la curva.

El disefio de la actividad pro-
puesta se basé en la construccidn
de una representacion a través
de cinco secciones de trabajo
que tomaron en cuenta la obser-
vacién de un fenémeno fisico,
interpretacion individual y entre
pares, recopilacién de datos del
fenémeno de estudio por me-
dio del celular, modelizacién con
ajuste de curva para reinterpretar
los datos con un applet de Geo-
Gebra e interpretacion final.

SECCION 1. OBSERVACION DE ARTEFACTOS

Las observaciones generales sin
acceso a los datos requieren que
el estudiante realice una explora-
cién del funcionamiento del apara-
to y configure el representamen en
el plano epistemolégico del ETrm;
después, debe describir con sus
propias palabras (génesis semidti-
ca) el movimiento, incluyendo sus
observaciones sobre los cambios



en el desplazamiento, la velocidad
y la accién de las fuerzas involu-
cradas. Se espera que el pupilo
ofrezca una descripcién puramen-
te cualitativa del movimiento,
declardandolo como oscilatorio con
decaimiento, con desplazamiento,
velocidad y aceleracién variables,
e identificando que cuando la caja
se detiene, la velocidad es cero

y la aceleracién es méxima; que

la inercia anula la aceleraciény
maximiza la velocidad cuando

el cuerpo pasa por el punto de
equilibrio, y que la fuerza restituti-
va resulta de la accién del muelle
unido al cuerpo en movimiento;

el amortiguamiento, de la accion
del medio o fuerza de arrastre
sobre el cuerpo y que la friccién es
causada por el contacto de los ro-
damientos con los ejes engrasados
por los que se desliza el cuerpo.
Se establece un vinculo entre el
representamen y el referencial.

SECCION 2. VISION GENERAL BASADA
EN LA NUBE DE PUNTOS

Las observaciones generales de los
datos estan destinadas a recuperar
mediciones del desplazamiento.
Se espera que el estudiante video-
grabe el movimiento del oscilador
armodnico amortiguado con la apli-
cacion VidAnalysis y recupere los
pares ordenados correspondientes
a la posicidn de la caja con respec-
to al tiempo. La aplicacién ofrece
la visualizacién de la grafica de dis-
persidn y una tabla de valores. A
continuacién, debe trazar la gréfica
en hojas de trabajo con los datos
proporcionados por la aplicacion.
Se pide al estudiante que agre-
gue sus observaciones sobre los
cambios en el desplazamiento, la
velocidad y la accién de las fuerzas
involucradas, pero ademas se le
pregunta qué informacién puede
adicionar o cambiar respecto a

su descripcién anterior. Se espera
que incorpore informacién a su

primera descripcion tomando en
cuenta la tendencia de los puntos
correspondientes al desplaza-
miento, la pendiente de la gréfica
y los puntos de inflexién. En esta
seccion se asume que la utilizacidn
de los instrumentos promueve la
activacion de la génesis experi-
mental en el eTFMm, relacionando la
componente de experimentacion
con la de visualizacién al esbo-
zar una primera aproximacion al
modelo matematico que descri-
bira el fenémeno de estudio.

SecciON 3. CONSIDERACIONES HIPO-
TETICAS

En las consideraciones hipotéticas
se pretende que el estudiante
reconozca que el comportamien-
to de la situacién observada
podria ajustarse al modelo de
una curva suave y continua uti-
lizando algun proceso de inter-
polaciéon o extrapolacidn entre
los datos. Entonces, a manera de
una primera aproximacion, se le
solicita que dibuje a mano alzada
una curva continua guiada por

la tendencia de los puntos. Esta
seccion evidencia un vinculo de la
componente de visualizacién del
ETFM con el referencial asociando
el comportamiento del fenéme-
no a un objeto matematico.

SECCION 4. CURVA DE AJUSTE. TRA-
BAJO DE INSTITUCIONALIZACION

En esta seccidn se propone hacer
un ajuste de curva mas fino a
través de un applet disefiado con
GeoGebra. El educando debe
exportar los datos obtenidos por
VidAnalysis a una hoja de célculo
de GeoGebra, donde se puede
proponer una funcién que se
aproxime al comportamiento del
sistema. En un primer momento
se sugieren algunos modelos de
ajuste cominmente utilizados

en el campo experimental, ta-
lescomo:y=mx+b;y=x%
y=ae™ y=a +ax+ax

Posteriormente, se le requiere
que, segln considere, propon-

ga un modelo matematico del
comportamiento del sistema. Se
espera una curva sinusoidal en
funcién del tiempo mas su des-
fase, modulada por un factor de
decaimiento exponencial, y que se
descarten otros tipos de curvas,
como las del seno y coseno natural
o algun polinomio. Se busca la
activacion de la génesis experi-
mental del ETFm, apoyada en los
instrumentos como mediadores
de la interpretacion inductiva para
la formacién de un modelo mate-
matico del comportamiento del
fendmeno fisico. También se esta-
blece una relacion entre el referen-
cial y el representamen al buscar
un modelo de ajuste apropiado.
Otros aspectos que contribuyen

a la interpretacion inductiva son

la activacion de la génesis semio-
ticay la experimentacién, ambas
relacionadas con la visualizacion.

Una vez que el estudiante ha
propuesto un ajuste a la funcién,
se podra auxiliar del applet de
GeoGebra para manipular los
parametros de la funcion de
amortiguamiento. A continuacion,
se inspecciona la funcién con un
comando propio del software y se
le solicita al alumno que la escriba
en las hojas de trabajo, especifi-
cando el significado de cada pa-
rametro utilizado. Se espera que
la funcién encontrada, asi como
sus pardmetros, sean reconocidos
como f(t)=Ae“cos(wt + ¢), donde
A representa la amplitud de la
oscilacién, e corresponde al decai-
miento de los puntos méaximos y
minimos de la funcién coseno de
un angulo definido por wt mas un
desfase con respecto al origen. El
exponente de e es negativo, se-
gun la forma del decaimiento, y g
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corresponde a la relacién entre la
masa que se desplaza y la constan-
te de restitucidn del resorte. Se re-
quiere que el pupilo sea capaz de
establecer un vinculo con el refe-
rencial del eTrm donde los marcos
de racionalidad de la matemética y
de la fisica deben articularse para
interpretar el modelo como objeto
matematico que describe apro-
piadamente los momentos en que
las fuerzas de restitucién y arrastre
actlan sobre la masa, oponién-
dose al movimiento del oscilador
armoénico y amortiguandolo en el
tiempo. Si la comunidad acepta

el modelo obtenido, este puede
ser interiorizado, relacionando las
componentes de pruebay visua-
lizacién con la de simulacién. El
trabajo matematico subsecuente
se llevara a cabo a partir de este
momento sdlo del lado del eTw",
donde el marco de racionalidad es
s6lo matematico y las génesis que
se han de activar son la semié-
tica, instrumental y discursiva.

Para evaluar la calidad del modelo
propuesto, se introdujo el concep-
to de proximidad entre dos fun-
ciones en un intervalo. Calculando
la distancia entre dos funciones
mediante una norma: Si tenemos
una norma definida para funcio-
nes | f(x)||, se define la distancia
entre dos funciones f(x) y g(x)

como d( f(x), g(x)) =] fx) - g |

Sabiendo que:

I[f(z) —g(2)||, = %:(f(x) —g(x))?
sobre un conjuntoidiscreto

de puntos, entonces la nor-

ma L2 se define como:

IIf(:r)—g(x)Hz:/ (f(x) = g(2))

conocida como norma de mi-
nimos cuadrados o conver-
gencia media cuadrética.

Esta operacion utiliza el comando
Ajustar de GeoGebra para definir
una funcién de error cuadrado mi-
nimo a los puntos de una lista. El
estudiante calcula la convergencia
media cuadratica con la intencidn
de comparar la funcién de ajuste
que propuso con la generada por
GeoGebra, escribiendo el coman-
do: Ajusta (<Lista de puntos>,
<Funcién>), que calcula una fun-
cién utilizando el método de mini-
mos cuadrados para ajustarse a los
puntos indicados; luego escribe

el comando: Integral (<Funcion>,
<Extremo inferior del intervalo>,
<Extremo superior del intervalo>),
pero en vez de funcién se escri-
be (f - g). Los extremos pueden
elegirse arbitrariamente. Se les
pregunta: ;Cual es el valor de la
convergencia a la que aspiramos?
y se espera que cada uno sea capaz
de inferir que la distancia entre las
funciones es un error de aproxi-
macién que se busca minimizar.

El representamen dentro del ETM*
es la funcién sinusoidal amortigua-
da con la que se ha de trabajar.

Al calcular la convergencia me-
dia cuadratica, GeoGebra es el
artefacto que ha de convertirse en
instrumento, activando la génesis
instrumental; por otra parte, los
tratamientos correspondientes
activan la génesis semidtica. La
convergencia media cuadratica

es un tema que puede ser apro-
vechado para ampliar el referen-
cial del em” de los estudiantes.

SECCION 5. INTERPRETACION FINAL

Aqui el alumnado debe describir
una vez mas el movimiento con
sus propias palabras, incluyen-

do sus observaciones sobre los
cambios de desplazamiento, la
velocidad y la accién de las fuerzas
involucradas y auxiliandose del
modelo encontrado. Se espera

que las relaciones establecidas
entre las componentes del ETFm
personal de los estudiantes les
permitan hacer una interpreta-
cién deductiva del fenémeno. La
descripcion del representamen
con ayuda de las distintas repre-
sentaciones encontradas habrén
de vincularse con el referencial y
sus marcos, activando la génesis
discursiva que permitira a todos
aproximarse a la demostracion.

ANALISIS A POSTERIORI BA-
SADO EN LA METODOLOGIA
ACODESA Y LA PROPUESTA
DEL ETFM

Dado que el objetivo es analizar
los procesos cognitivos con el
modelo ETFM, y que la metodolo-
gia AcoDEsA involucra el trabajo
individual y en equipo, el debate
en el aula y la autorreflexion, el
analisis de la experimentacion

se basa en ambos marcos (Hitt y
Gonzélez Martin, 2015). Las fases
son: trabajo individual, trabajo en
equipo sobre la misma situacion,
debate, retorno a la situacion e
institucionalizacién. Para llevar a
cabo las actividades, se organizd
el grupo libremente en equipos de
trabajo; sin embargo, cada alum-
no respondié individualmente.

SEcciON 1. OBSERVACION DE ARTEFACTOS

Los equipos comenzaron por la
exploracion del aparato para ela-
borar una descripcién verbal de lo
observado (el representamen en el
ETFM), considerando los cambios en
el desplazamiento, la velocidad y la
accion de las fuerzas involucradas,
e hicieron sus observaciones por
turnos. Para su primera des-
cripcién, entraron en un debate
cientifico a partir de sus propios
referenciales; segun el ETrm, la
génesis semidtica se activa cuando



interpretan la representacién del
movimiento, y la discursiva cuando
lo explican. A raiz del intercambio
de ideas, los estudiantes desarro-
llaron sus respuestas individuales:
diez alumnos se refieren al decai-
miento de la amplitud expresan-
do que la caja se va deteniendo
progresivamente, que la distancia
disminuye en cada oscilacién y
que el tiempo del movimiento
oscilatorio va en aumento. Estas
afirmaciones revelan cémo los
estudiantes comienzan a cons-
truir sus propias justificaciones.

Respecto a la velocidad, seis
estudiantes se refieren al despla-
zamiento del cuerpo enunciando
que la distancia con respecto a la
posicion inicial cambia; el origen
del sistema de referencia perma-
nece indefinido. Por otro lado,
aungue no mencionan explici-
tamente la palabra aceleracion,
cuatro estudiantes afirman que
la velocidad varia de modo que,
cuanto mayor sea el desplaza-
miento, mayor sera la velocidad.
Otro estudiante se refiere a algo
que denomind “velocidad de
reaccion”, todo ello sin determi-
nar las causas del movimiento.

En lo que concierne a la fuerza,
cuatro estudiantes identifican la
presencia de la fuerza de resti-
tucién brindada por el resorte,

la de la mano que inicia el movi-
miento y la de friccidon. Mencionan
explicitamente que la fuerza se
anade cuando se estira el resorte,
y que la fuerza opuesta detiene
progresivamente el movimiento.
Entre otras expresiones, men-
cionan algo como “accién del
resorte”, “tension” y “resistencia
del resorte”, pero no identifican
los principios a los que estas
fuerzas obedecen, revelando que
el referencial en el plano episte-
moldgico del ETFm personal del
estudiante requiere ser ampliado.

Los alumnos usan oraciones com-
pletas para el tipo de movimiento
y sus caracteristicas y parecen
hacer referencia a la inercia como
la propiedad de la masa que se

opone al movimiento. Sus des-
cripciones también incluyen su
ponderacion y las transforma-
ciones energéticas durante el
desplazamiento (Figuras 2 a 4).
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Cargamos el cubo de plastilina con energia potencial que se convierte en
energia cinética, esa energia se disipa poco a poco y mas tarde se transfiere

al resorte que alarga el tiempo y el movimiento oscilatorio.

Figura 2. Primera descripcion de David. Fuente: Elaboracién propia.
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En un inicio, cuando soltamos la caja con plastilina, iba con una velocidad alta
con respecto a la velocidad final, igual con el desplazamiento, en un inicio
era mayor y conforme iba velocidad se desplazaba menos, hasta el instante
que quedéd estatica.

Figura 3. Primera descripcion de Luisa. Fuente: Elaboracién propia.
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Al soltar la caja, el resorte se comprime y se elonga varias veces hasta que
vuelve a la posicién original. Conforme pasa el tiempo, es menor la distancia

que recorre y también la velocidad. Las fuerzas involucradas, la fuerza que se
le aplica al desplazar la caja y la constante de restitucion del resorte.

Figura 4. Primera descripcién de Efrén. Fuente: Elaboracién propia.

Esta primera actividad muestra
cémo se construye el ETFM acti-
vando la génesis semidtica que
proviene del representamen en

el plano epistemoldgico. Al exigir
la inclusidn de ciertas conside-
raciones espaciotemporales, el
aparato presentado permitié

que el fendmeno fuera observa-
ble. La visualizacién en este caso
se convierte en un verdadero
esquema (Vergnaud, 1992): una
organizacién invariante de com-
portamiento para alguna clase de
situaciones que requiere no sblo
de la curiosidad, sino también de
atencion al detalle en el disefio
de un sistema espaciotempo-

ral de referencia que considera
condiciones iniciales y finales.

SECCION 2. VISION GENERAL BASADA
EN LA NUBE DE PUNTOS

Esta seccidn activd la génesis ex-
perimental al recolectar los datos
experimentales utilizando VidA-
nalysis, el celular y el oscilador
como instrumentos, videograban-
do el suceso y realizando un segui-
miento del desplazamiento del ob-
jeto de estudio cuadro por cuadro.
La tabla de datos obtenida seria
exportada a otra aplicacion (otro
instrumento) para un analisis mas
preciso. La apropiacién de la apli-
cacion informatica como una he-
rramienta se hizo sobre la marcha,
ya que el software es sencillo de
utilizar. Se requirié de un proceso
acelerado de instrumentacién para
llevar a cabo la experimentacion.
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Aunque la aplicacion permite
recuperar informacién sobre
el movimiento, se solicitd a los

estudiantes que transcribieran
algunos puntos al plano cartesia-
no de su hoja de trabajo, con la

intencidn de centrar su atencidn
en los datos y la tendencia de
su comportamiento (Figura 5).

Figura 5. Coordenadas y nube de puntos. Equipo: “Indeterminados”. Fuente: Elaboracién propia.

Después, se les solicité que redes-
cribieran el movimiento observado
considerando los datos obtenidos.
Se les requirié que hicieran estas
continuas descripciones con la
intencién de ampliar el significado

del representamen a partir de la
nueva informacién encontraada
a raiz de las distintas representa-
ciones. Esto permitié a los estu-
diantes someter a un rigoroso
entorno de prubea de sus hipo-

tesis, resignificar la aceleracién a
partir de su signo, e incorporar

las palabras que resultaron mas
especificas para describir el fe-
némeno como la disminucién del
movimiento ondulatorio (Figura ¢).
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2.1. Con los datos obtenidos en la gréfica anterior describe el movimiento que has observado con tus
propias palabras, incluyendo tus observaciones sobre los cambios de desplazamiento, velocidad y accion
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Figura 6. Respuesta de Eduardo. Fuente: Elaboracién propia.

En esta actividad fue imprescindi-
ble la comunicacion entre pares,
tanto para reconocer el funciona-
miento de la aplicacidn VidAnalysis
en el dispositivo mévil, como para
interpretar las representaciones
obtenidas. La instrumentacién de

las herramientas (el dispositivo me-

canico y la aplicacion en el celular)
activo la génesis experimental, y
propicid la interpretacion del fené-
meno a partir de los datos experi-
mentales, dando lugar al proceso
de modelizacion experimental.

Este proceso de experimenta-
cién promovié una visualizacién
nueva, el modelo mental cons-
truido en la actividad anterior se
enriquecié con la interpretacién
deductiva del fenémeno a partir
de los datos obtenidos, de modo
que el estudiante debid interpre-
tar el representamen a través de
otras representaciones. Ademas,
la discusion de los participantes
acerca del origen del sistema de
referencia y el comportamiento
del fenémeno de estudio enrique-

cié la componente de visualizacién
en el plano cognitivo del ETFm.

Las interacciones descritas en las
lineas anteriores evidencian las
relaciones que se establecen entre
el representamen y los instrumen-
tos, los componentes del plano
epistemolégico; las acciones que
estimulan la activacién de las
génesis experimental y semidtica
que recaen en la experimentacion
y visualizacion respectivamente se
relacionan a través del proceso de
interpretacién inductiva, comple-



tando un proceso de circulacion
en la pared de descubrimiento en
el ETFm personal del estudiante.

SecciON 3. CONSIDERACIONES HIPO-
TETICAS

Consistié en dibujar una curva de
la nube de puntos para sugerir
a los estudiantes la posibilidad
de realizar visualmente procesos

de interpolacion y extrapolacién,
discriminar errores de observa-
cién y aproximarse a un modelo
matematico. De once estudiantes
que respondieron esta parte, ocho
trazaron curvas a través de los
puntos, como una primera apro-
ximacioén al modelo matemético
buscado (Figura 7). Cuando los
estudiantes entran en el debate
para discutir la naturaleza del mo-

delo obtenido y su relaciéon con el
fendmeno estudiado, se estable-
cen relaciones con el referencial
del eTFm personal del estudiante,
activando la génesis experimental
y la génesis discursiva, que a su
vez se relacionan con el represen-
tamen. El referencial se amplia
cuando los estudiantes proponen
modelos de aproximacion con los
que defenderan sus argumentos.

time position
{s) (m)

0.5 0-9m

0.555 | 0.90m

05s i O.dm
195

Figura 7. Ajuste de curva a mano alzada. Equipo: “Indeterminado”. Fuente: Elaboracién propia.

SEeccION 4. CURVA DE AJUSTE. TRABA-
JO DE INSTITUCIONALIZACION

Para relacionar el comporta-
miento de un sistema con una
curva que se le aproxima se
propusieron algunos modelos
que podrian ser Utiles porque
son comunes, aunque la posibi-
lidad de proponer otro quedd
abierta. La Tabla 1 muestra las
propuestas de los estudiantes.

Para contrastar los modelos pro-
puestos con el modelo cientifica-

mente aceptado, el profesor instd
a que los estudiantes enviaran

por correo los datos de su expe-
rimentacion; mas tarde en sesidon
plenaria, exporté a GeoGebra los
datos obtenidos por un equipo,
para que los alumnos realizaran un
ajuste de curva. Antes de comen-
zar, solicité el modelo propuesto
por un equipo con la intencién de
guiar la observacién de la nube de
puntos y ayudar a identificar los
pardmetros relacionados (ampli-
tud, frecuencia y decaimiento).
Los estudiantes presentaron sus

Tabla 1. Funciones propuestas por los estudiantes para el ajuste. Fuente:
Elaboracién propia.

y = sen x 2
y=a+ax+ax 2
y = a cos (t) 1

X = cos (t) 3

propuestas y las compararon con
la tendencia de los puntos. Los
parédmetros relacionados con la
amplitud y la frecuencia fueron
los mas faciles de identificar,
probablemente porque habia una
propension a elegir un modelo si-
nusoidal. En cambio, el decaimien-
to fue mas dificil, tal vez, como
se evidencid en los resultados del
diagnéstico, debido a la dificul-
tad para reconocer esta grafica.

El profesor dedicé unos minutos
de la clase para identificar la curva,
suponiendo que la tendencia de

la nube de puntos les daria a los
estudiantes una pista de su forma.
Juan trazd una linea recta inclinada
de pendiente negativa siguiendo
los méaximos o crestas de la curva
(Figura 8a). Efrén, a partir de su
percepcidn, dibujé algo parecido
a un cuarto de elipse (Figura 8b).
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Figura 8. Ajuste de curva y nube de puntos. Plenaria. Fuente: Elaboracion propia.

tes sugirieron que se podria aprobaciéon de los demas es-

usar la funcién exponencial.

El profesor intervino posterior-

mente con la intencién de re- tudiantes para confirmar que,

saltar los maximos de la curva en efecto, estuvieran de acuer-

proyectada en el pizarréon (Figura Luisa esbozd la gréfica; por su do con la forma propuesta

parte, el profesor solicitd la (mostrada en la Figura 9).

8c), entonces algunos estudian-
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Figura 9. Gestos de e*y su representacién gréfica. Fuente: Elaboracién propia.

El catedrético decidié seguir
adelante y esperar a que Efrén
hiciera el primer ajuste con los
datos correspondientes a su
equipo para poder observar la
ecuacion obtenida. La adaptacion

lograda se muestra en la Figura 10.

En plenaria se llegé al acuerdo de
que la forma del gréfico buscado
para la descomposicion debia

ser €%, como se muestra en la
curva de ajuste trazada con la
ayuda del applet de GeoGebra
(Figura 11). Se menciond que la

(-0.45 )
cos (8.4 x +2.9)

Y= (0.08) €

ke

Figura 10. Adaptacién recuperada por Rodrigo en sus hojas de trabajo. Fuen-
te: Elaboracién propia.

funcién exponencial buscada
debia proporcionar una tendencia
de valores que disminuyeran en
el eje de las ordenadas, a medida
que se incrementaban en el eje
de las abscisas. Los otros equipos
elaboraron sus ajustes, y alcanza-

ron sus propias aproximaciones,
las cuales, a su vez, fueron acep-
tadas por todos los estudiantes;
sin embargo, se considerd desde
el disefio de la actividad que estos
enfoques debian validarse con
respecto a una tendencia central.



El educador explicé que en todos
los experimentos hay una valida-
cién del modelo matematico, una
revision de cuanto se alejan los
datos de una tendencia central,

y la ejemplificé con el método

de paralelogramo para el célculo
de incertidumbres (Baird, 1991).
Una vez alcanzado un modelo
matemaético ajustado a los da-
tos, se hizo una comparacién
entre el modelo aproximado de
los alumnos y el modelo gene-

ral encontrado por GeoGebra.

La comparacién se realizé uti-
lizando la convergencia media
cuadratica, también denominada

SECCION 5. INTERPRETACION FINAL

Consideramos que la observacion
del amortiguamiento de la oscila-
cién permitié a cuatro estudiantes
hacer descripciones en las que
lograron relacionar conceptos

de energia, a pesar de que dos
de ellas fueron incompletas; otro

[+ mngraar prsss [oF |
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Figura 11. Aplicacion de ajuste (Reconstruccion). Fuente: Elaboracion propia.

aproximacion entre funciones.
Debido al contexto académico
de los estudiantes, se conside-
ré necesario proporcionar mas
informacién y aprovechar las
herramientas que ofrece el sof-

par se reservo sus respuestas
(Figuras 12 a 14). Los estudiantes
mencionan las fuerzas que inter-
vienen, pero no logran relacionar
cabalmente el movimiento del
oscilador armodnico con sus causas
y los principios a los que obede-

tware. El valor calculado de la
convergencia media cuadratica
fue considerado, en consenso
por los estudiantes y el profesor,
como un error de ajuste aceptado
sin intervalos de incertidumbre.

ce, evidenciando que el referen-
cial en el plano epistemoldgico
del ETFM personal del estudiante
requiere ser fortalecido, tal vez
con mayor énfasis en el marco de
racionalidad de la fisica que en

el de racionalidad matematica.
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Podemos observar que la fuerza disminuye con el tiempo. Los puntos maximos coinciden con los momentos en los

que el oscilador llega al final de su camino. Su velocidad y aceleracién son cero antes de alejarse y moverse de nuevo.
Las minimas coinciden con la méxima extensién del manantial y gracias a la friccién, pico de su energia.

Figura 12. Interpretacién de David. Equipo “Indeterminado”. Fuente: Elaboracién propia.
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Al principio, cuando se libera el bloque de plastilina, una vez que ya hemos analizado los gréficos realizados con la ayu-
da de GeoGebra, encontramos que tanto la velocidad maxima como la méxima aceleracién es en los primeros segun-

dos. Entonces como el tiempo aumenta la velocidad y la aceleracién se reducen, hasta que el bloque alcanza un estado
estatico. Del mismo modo, las fuerzas que interacttan en el sistema van de un maximo a un minimo.

Figura 13. Interpretacién final de Luisa. Equipo “Indeterminado”. Fuente: Elaboraciéon propia.
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Figura 14. Interpretacién final de Efrén. Equipo “Lo que nunca”. Fuente: Elaboracién propia.

DISCUSION

Las explicaciones dadas por David,
Luisa y Efrén al finalizar la actividad
fueron mas contundentes que las
introducidas en la primera etapa
de la experimentacién. Considera-
mos que la tarea de modelizacién
motivo el debate cientifico entre
los estudiantes, la socializacion

de la informacién y la generacién
de argumentos. Las diferentes
representaciones ofrecidas les per-
mitieron adquirir un lenguaje mas
rico para su expresion escrita que
se puede apreciar en sus Ultimas
explicaciones (Figuras 12 a 14).

Desafortunadamente, el trabajo
fisicomatematico no llegd mas
alld de una comprensién concep-
tual. Se reconoce la necesidad
de dar continuidad a este tipo de
actividades con el fin de obtener

evidencia de un trabajo fisicomate-

matico mas completo. En cuanto a
las expresiones de los estudiantes,
hace falta claridad para referirse

a la aceleracién dado que algu-
nos se apoyaron en el grafico

para interpretarla, pero al parecer
ignoraron que la representacion
sblo ofrece informacién directa del
desplazamiento con respecto al
tiempo; para la velocidad, habria
que obtener la pendiente de la
curva. Ningun participante advirtid
que se requiere hacer un grafico
de velocidad contra tiempo para
apreciar el comportamiento de

la aceleracién. Por otra parte,
hacen referencia a una relacién
entre los maximos, minimos y las
fuerzas, sin explicar sus causas.

Se reconoce que, para compren-
der plenamente el comportamien-
to del fendmeno observado, sera
necesario realizar otras actividades
que permitan a los sujetos relacio-
nar el primer orden de variacion
del desplazamiento con la velo-
cidad y el segundo orden con la
aceleracién. Nadie hizo referencia
a las fuerzas involucradas como
causas del movimiento, ni a alguna
de las leyes de Newton como
principios aceptados para explicar
el comportamiento del suceso pre-
sentado, lo que evidencia lo par-
celado que se presenta el conte-
nido a los estudiantes, a pesar de
tratarse de un area de ingenieria.

CONCLUSIONES

El analisis de la forma en que un
alumno pasa de la comprension de
un fenédmeno fisico a su descrip-
cién matematica permitié hacer
una contribucién al constructo
tedrico de los ET™, el Espacio de
Trabajo Fisico Matematico (ETFMm).
Con base en esta propuesta
tedrica, se puede responder a la
pregunta de investigacion afirman-
do que la tarea de modelizacion
matematica de un fenémeno fisico
experimental desencadena en el

estudiante los procesos de traba-
jo fisicomatematico siguientes:

Cognitivos: cuando el estudiante
pone en practica su comprension
de los conceptos de desplaza-
miento, velocidad y aceleracion,
asi como la relacién con los
principios que rigen las causas
del movimiento. Los obstaculos
epistemoldgicos que surgen en
un caso como ideas previas para
la fisica, o en otro como errores
en la interpretacion de propie-
dades y objetos matematicos,
limitan significativamente las
relaciones entre los diferentes
componentes y desarrollo de
procesos en el ETFM y en el ETM".

Semidticos de distinta indole y
profundidad: porque en principio,
el estudiante tiene que reconocer
el plano cartesiano como sistema
de referencia posicional, dominar
sus reglas de significado como
registro grafico, y ubicar un origen
que sea Util y practico para realizar
las mediciones y estimaciones
necesarias que permitan explicar
eficientemente los desplazamien-
tos del oscilador arménico amor-
tiguado. Luego, debe distinguir
las curvas continuas, no sélo como
representaciones graficas, sino
como objetos matematicos que
sirven para aproximar los com-
portamientos de los fenémenos
naturales. Estas representacio-
nes han de ser traducibles como



cambios de posicién y velocidad
con respecto al tiempo, recono-
ciendo los caracteres escalar y
vectorial de estas magnitudes,
asociandolas al movimiento,
pero atendiendo a sus causas.

Experimentales: dado que los
estudiantes deben llevar a cabo
instrumentaciones diversas de
forma acelerada para hacer medi-
ciones apropiadas que permitan
recuperar informacion suficien-

te de los fendmenos naturales

de estudio a través de distintas
representaciones como tablas o
graficas, que serviran para explicar
y predecir su comportamiento.

Discursivos: cuando se promueve
una practica colaborativa entre los
estudiantes, motivando la discu-
sidn basada en justificaciones que
provienen de la interpretacion del
comportamiento de un fendmeno
a partir de sus distintas represen-
taciones y principios que los rigen.
El intercambio de ideas entre los
estudiantes fue limitado, quizé por
la falta de dominio de un lenguaje
apropiado, comun o incluso insti-
tucionalizado, o quiza por la falta
de esta practica en las aulas, lo
que revela la necesidad fomentar
el debate y la discusién para ex-
plotar el discurso cientifico escolar.

Se confirma que la tarea resultd
desafiante para los estudiantes,
pero al mismo tiempo les permitié
hacer distintos acercamientos a

la comprensiéon del comporta-
miento del oscilador arménico. El
profesor es quien debe reconocer
estos avances para motivar el
desarrollo del discurso cientifico
escolar que se ha propiciado.

El ETFM esta presente cuando un
estudiante se enfrenta a la tarea
de describir mateméaticamente

un fenémeno fisico. En la mode-
lizacidn, los componentes fisicos

y mateméticos deben tenerse

en cuenta al disefar tareas que
impliquen trabajo matematico en
fisica. Sin embargo, es deseable
la expansion de este estudio para
entrar en mas tareas de modeli-
zacion y apreciar el resurgimiento
de las relaciones dadas entre los
componentes del ETFm descrito

y otras que pudieran surgir.

Los resultados del presente
estudio permiten asumir que un
proceso de simulacién se inserta
en un ETM" (que forma parte del
ETFM) mediante la sustitucion de las
condiciones reales por condiciones
controladas. En otras palabras, el
ETM utiliza objetos que obedecen
las reglas de la fisica, para luego
sumergirse en el trabajo con los
objetos matematicos, adquiriendo
un funcionamiento auténomo.

Finalmente, las actividades de
trabajo realizadas entre compa-
neros generaron espacios para
hacer afirmaciones y construir
argumentos entre los estudian-
tes. Esta dindmica les permitioé
hacer una construccién mas
completa del modelo que repre-
senta el fendmeno observado.
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RESUMEN

Este articulo se centra en el usoy
el papel de la simulacién informa-
tica de experimentos aleatorios en
la ensenanza secundaria, tomando
el caso de la Francia como ejem-
plo. De hecho, uno de los aspec-
tos esenciales de la ensefanza

de la probabilidad en los centros
de secundaria es el lugar que se
otorga a la modelizacién. Vincular
un experimento aleatorio real con
la teoria de la probabilidad lleva

a cuestionar la modelizacion en
términos de proceso. Ademas, el
uso de herramientas tecnoldgicas
(ordenador, calculadora), cada vez
mas presentes en la ensefianza de
las matematicas, lleva a plantear
la cuestion de la modelizacion de
la realidad mediante la simulacién
de experimentos aleatorios. La
transicion de los experimentos
aleatorios a su simulacién es una
cuestion fundamental en la en-
sefanza de la estadistica, ya que
permite a los estudiantes acceder
al “pensamiento estadistico”.

Los retos de la programacion de
simulaciones en la ensefanza de
la probabilidad estan de prime-
ra importancia. La aplicacion de
simulacién informatica recurre a
dos campos diferentes: probabi-
lidad y tambien estadistica, que
intervienen a su vez en el proceso
de resolucién de problemas. Es
probable que esta ambigliedad,
inherente al enfoque, cree confu-
sién en los alumnos entre lo que
es observacional y lo que es tedri-
co. Ademas, el uso de tecnologia
necesita el uso de la programacién
algoritmica, cuyo estatuto arriesga
en consecuencia de ser tambien
une fuente de ambigiliedad. Pero
una vez explicada con claridad
puede utilizarse para introducir
conceptos probabilisticos, basan-
dose en su analogia con concep-
tos estadisticos ya conocidos.

Palabras clave: Simulacion; Infor-
matica; Probabilidad; Estadistica;
Espacio de trabajo matematico.

ABSTRACT

This article focuses on the use and
role of computer simulation of ran-
dom experiments in secondary ed-
ucation, taking the case of France
as an example. Indeed, one of the
essential aspects of the teaching
of probability in secondary schools
is the place given to modelling.
Linking a real random experiment
with probability theory leads to
questioning the modelling in terms
of process. Moreover, the use of
technological tools (computer,
calculator), which are increasingly
present in mathematics teaching,
leads to the question of modelling
reality via the simulation of ran-
dom experiments. The transition
from random experiments to their
simulation is a fundamental issue
in the teaching of statistics, as it
allows students to access “statis-
tical thinking”. Thus the stakes of
programming simulations in the
teaching of probability are most
important. The ilmplementaztion
of a computrer-aided simula-

tion requires making use of two
domains: probability, of course,
but also statistics, which intervene
in turn in the problem-solving
process. This co-existence of two
domains conceals an ambiguity,
inherent in the approach, is likely
to create confusion in students
between what is observational and
what is theoretical. Moreover, the
use of technology requires also the
use of algorithmics-programming,
the status of which is at risk to be
a source of confusion as well.

Keywords: Simulation; Compu-
ter science; Probability; Statistics;
Mathematical Work Space.



RESUME

Le propos de cet article porte sur
I'usage et le role de la simulation
informatique d'expériences aléa-
toires dans |'enseignement secon-
daire, en prenant comme exemple
le cas de la France. En effet, I'un
des aspects essentiels de |'ensei-
gnement des probabilités dans le
secondaire est la place donnée a
la modélisation. La mise en lien
d'une expérience aléatoire réelle
avec la théorie des probabilités
conduit a interroger la modélisa-
tion en termes de processus. En
outre, le recours aux outils techno-
logiques (ordinateur, calculatrice),
de plus en plus présents dans I'en-
seignement des mathématiques,
conduit a aborder la question de la
modélisation du réel via la simula-
tion d’expériences aléatoires. Or le
passage de |'expérience aléatoire
a sa simulation est une question
fondamentale de I'enseignement
de la statistique, car il est une voie
d'acces des éleves a la «pensée
statistique». Les enjeux de la
programmation de simulations
dans I'enseignement des pro-
babilités sont donc de premiére
importance. La mise en oeuvre

de la simulation informatique fait
appel aux deux domaines: proba-
bilités, bien sir, mais aussi statis-
tique, qui interviennent tour a tour
dans la démarche de résolution

de probléme. Cette coexistence
des deux domaines recele une
ambiguité fondamentale. Celle-

ci est inhérente a la démarche,

est susceptible de créer chez les
éléves une confusion entre ce qui
releve de |'observation et ce qui
reléve de la théorie. En outre, le
recours a la technologie requiert
également, I'usage de I'algorith-
mique-programmation, dont le
statut risque aussi en conséquence
d'étre source de confusion.

Mots-clés: Simulation; Informa-
tique; Probabilités; Statistique;
Espace de Travail Mathématique.

INTRODUCTION

Cet article s'intéresse a la simu-
lation informatique dans I'en-
seignement des probabilités de
facon générale, en s'appuyant en
particulier sur le cas de la France.
Le type de taches lié a la simula-
tion met en jeu la co-occurrence
et l'articulation de trois domaines
distincts: les probabilités, la
statistique et I'informatique’.
Cependant, si la zone d'inter-
vention de la programmation y
est clairement visible en raison
de sa nature méme, il s'avére
que l'articulation entre les deux
autres domaines mathématiques
reste le plus souvent totalement
implicite. Ce sont plus précisé-
ment les enjeux didactiques de
la simulation informatique de
situations aléatoires par les éleves
que |'on se propose d'étudier

ici, en en mettant en évidence a
la fois I'intérét et les difficultés.

Du point de vue des programmes
scolaires en France, avec le déve-
loppement du calcul informatique,
il y a une forte insistance sur les
traitements des situations aléa-
toires faisant appel aux modeles
numériques avec |'usage des
simulations informatiques d'expé-
riences aléatoires; en particulier
lorsque les modeles probabilistes

1 Sous ce vocable nous incluons a la
fois I'algorithmique — ensemble de
connaissances permettant la trans-
formation d’une tdche mathématique
en une suite ordonnée d'opérations
élémentaires, en vue de sa réalisation
par une machine (ordinateur, calcula-
trice) — et la programmation, permet-
tant de coder cette suite d'opérations
en une liste d'instructions rédigée
dans un langage compréhensible par
une machine donnée.

théoriques (lois de probabilités)
ne sont pas encore disponibles
pour les éléves. L'utilisation d'un
ordinateur ou d'une calculatrice
permet d’'expérimenter une ex-
périence aléatoire par simulation,
en la répétant un grand nombre
de fois, de fagcon beaucoup plus
aisée et rapide que par une expé-
rimentation réelle. La simulation
est donc un outil intéressant pour
établir des conjectures, résoudre
des problémes trop difficiles ou
impossibles a traiter directement
dans un modeéle probabiliste de
type analytique. La justification
des résultats (de 'expérience
simulée) obtenus est alors fondée
sur la loi des grands nombres qui
permet d'affirmer qu’en réali-
sant une expérience aléatoire un
grand nombre de fois, de maniere
indépendante, les fréquences
observées — qui relévent donc
du domaine de la statistique —
se rapprochent des probabilités

a évaluer. Par conséquent, deux
domaines mathématiques, la sta-
tistique et les probabilités, sont en
constantes et étroites interactions.
Ces interactions sont traduites
par des changement de domaine
(Montoya et Viver, 2014) et par
conséquent des changements
d’espace de travail mathématique
entre celui des probabilités et

de la statistique. Mais ces inte-
ractions ne sont pas clairement
explicitées dans |'enseignement.
Cette situation implique alors une
ambiguité fondamentale causée
par la coexistence de deux do-
maines différents. Elle est suscep-
tible de créer chez les éleves une
confusion entre ce qui reléve de
I'observation et ce qui reléve de la
théorie. Cependant, nous pensons
qu’une fois clairement explicitées
elles peuvent étre utilisées pour
I'introduction de certains concepts
probabilistes, en s’appuyant jus-
tement sur leur analogie avec des
concepts statistiques déja connus.
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Cet article, qui se réfere au cadre
théorique des Espaces de Travail
Mathématique (Kuzniak et al.,
2016) et a la notion de paradigmes
probabilistes P1 et P2 (Nechache
& Parzysz, 2019) étudie le role

de la simulation informatique

des expériences aléatoires dans
I'enseignement secondaire, et
plus précisément son role dans
I"articulation des deux domaines
mathématiques que constituent
la statistique et les probabilités
et dans la connexion des deux
ETM associés respectivement a

ces deux domaines. Pour ce faire,
nous commencons par préciser la
nature épistémologique de la si-
mulation et les outils informatiques
utilisés dans I'enseignement pour
explorer des expériences aléa-
toires. Cela permet de préciser la
maniéere dont les deux domaines,
probabilités et statistique, sont
articulés. Ensuite, nous expliquons
les enjeux didactiques de la simu-
lation dans I'enseignement. Enfin,
a partir de |'étude de quelques
manuels scolaires nous explici-
terons le travail mathématique

de simulation attendu des éleves
dans cet espace idoine potentiel?.

NATURE EPISTEMOLOGIQUE
DE LA SIMULATION D’EXPE-
RIENCE ALEATOIRE

La simulation est une maniére
de représenter une situation
de fagcon analogique en utili-
sant des outils mathématiques.
Une définition plus précise de
la simulation serait alors:

La méthode statistique perme-
ttant la reconstitution fictive de
I'évolution d'un phénomeéne. C'est
une expérimentation qui suppo-

2 eT™ idoine potentiel correspond a
ce que les auteurs ou un enseignant
prévoit a priori, qui montre un travail
mathématique attendu a priori

okl e

rreacdé Lisaation simud aticon
re prd senrarion

expéricnoe 1
(phénom éne Etudid)

validarion

- expérience 2
(expérimentation)

Figure 1. Schéma ternaire de la simulation (Parzysz, 2009).

se la construction d'un modele
théorique présentant une simi-
litude de propriétés ou de rela-
tions avec le phénomeéne faisant
I'objet de I'étude. (Dodge, 1993)

Il est donc nécessaire d’'élaborer,
préalablement a la simulation,
un modele théorique de I'ex-
périence étudiée. C'est en effet
ce modeéle qui va étre simulé, et
non pas I'expérience elle-méme.
Il en résulte qu’on se trouve ici
en présence d'un schéma ter-
naire, et non binaire (Figure 1).

Dans ce schéma, |'expérience 1
est celle qu'il s'agit de reproduire
sous une autre forme, celle de
I'expérience 2. Pour ce faire on
commence par définir un modele
mathématique de |'expérience

1, puis on recherche une autre
expérience répondant au méme
modele. Dans le cas qui nous
occupe ici, les expériences en jeu
sont des expériences aléatoires
et le modele de référence est pris
dans la théorie des probabilités.

Par conséquent, avant de simuler
une expérience aléatoire, il est
nécessaire de concevoir — ou de
choisir parmi plusieurs disponibles
— un modele théorique de cette
expérience. Comme nous |'avons
indiqué plus haut, la simulation
consiste a remplacer I'expérience
aléatoire initiale par une autre
expérience qu'on considere
comme « équivalente », ce qualifi-
catif signifiant ici que la seconde
expérience reléve du méme

modeéle probabiliste. C'est donc
la pertinence du modéle proba-
biliste déterminant la simulation
qui assure |'adéquation entre les
deux expériences. En d'autres
termes et par définition, c'est le
fait que I'expérience aléatoire
réelle (expérience 1 de la figure
1) et I'expérience aléatoire simu-
|ée (expérience 2 de la figure 1)
ressortissent au méme modéle,
qui assure leur équivalence.

Pour prendre un exemple tres
simple, supposons qu’on veuille
jouer a pile ou face. Pour étre équi-
table, le jeu suppose que chacun
des deux cotés de la piece a une
chance sur deux d'étre obtenu.
Pour s’en assurer, on peut procéder
a une série nombreuse de lancers
de la piece, selon un méme proto-
cole expérimental, et si le nombre
d'apparitions de chaque coté est
sensiblement le méme on dira que
la piece est bien équilibrée et on
acceptera le modele. Cette phase
de test du modele, toute quali-
tative qu’elle soit, est importante
avec les débutants en probabilités,
car non seulement elle valide le
modéle, mais elle met en ceuvre la
loi des grands nombres en faisant
apparaitre la convergence de la
fréquence observée vers la proba-
bilité supposée, constituant ainsi
une premiere confrontation entre
réalité et modéle, c’est-a-dire
entre le domaine de la statis-
tique et celui des probabilités.

On aborde de ce fait, méme si
c’est de facon tout a fait margi-
nale, la statistique intérentielle.




Supposons maintenant qu’on
veuille jouer a pile ou face mais
qu’on soit dépourvu de piéce

de monnaie. Si on dispose d'un
dé ordinaire a six faces, on peut
I'utiliser pour simuler le jeu, en
décidant par exemple qu’obtenir
un point pair correspondra a pile
et un point impair a face. C'est
en effet le méme modéle proba-
biliste, celui de I'équiprobabilité
de deux éventualités, qui régit
les deux expériences. Le modeéle
associé au dé — supposé non pipé
— est celui de I"équiprobabilité
d'obtenir chacune des six faces.
Ce modele implique celui dans
lequel on a la méme probabilité
d’obtenir un nombre pair ou un
nombre impair, et finalement le
méme modele correspond aux
deux expériences aléatoires.

Si on dispose d'une calculatrice,
on pourra utiliser la touche « ran-
dom » pour simuler le jeu, en
décidant par exemple qu’obtenir
un nombre inférieur a 0,5 cor-
respondra a pile et que sinon ce
sera face. Dans ce cas, on pour-
ra méme aller plus vite et plus
loin en programmant un nombre
élevé de lancers de la piece, et
ainsi obtenir immédiatement ce
qu’on n'aurait obtenu qu'au bout
d'un temps beaucoup plus long
a l'aide d'une piece ou d'un dé.
La simulation informatique appa-
rait ainsi comme un substitut de
I'expérience aléatoire étudiée.

Comme nous allons le voir, la
simulation informatique d’expé-
riences aléatoires peut jouer un
role important dans I'acquisition
de la notion de modele proba-
biliste. En effet, la comparaison
des procédures de simulation
associées a diverses expériences
aléatoires, ainsi que celle des
tableaux qu’elles produisent dans
un tableur, peuvent faire appa-
raitre des similitudes conduisant

a considérer comme légitime la
substitution d'une expérience a
une autre, et a dégager l'idée d'un
schéma d'expérience commun, sur
lequel pourra ensuite s'élaborer la
notion de modeéle (Parzysz, 2011).

OUTILS INFORMATIQUES
POUR EXPLORER DES EXPE-
RIENCES ALEATOIRES

En France, dés le début de I'en-
seignement secondaire (dés |'age
de 11 ans), les éleves sont amenés
a utiliser des outils informatiques
tels que la calculatrice et I'ordi-
nateur. Ces outils, et plus parti-
culierement le tableur-grapheur,
sont mobilisés dans un premier
temps dans |'Espace de Travail
Mathématique de la Statistique
(ETms) visant a traiter des don-
nées statistiques résultant d'en-
quétes réelles ou fictives: classe-
ment des données, regroupement
en classes, calcul d'effectifs et de
fréquences, calcul de parameétres
: moyenne, médiane, quartiles,
écart-type, etc.), représentations
graphiques (representamen) de
types variés (diagramme en ba-
tons, diagramme circulaire, etc.).
Outre les éléments de logique
élémentaire nécessaires pour la
programmation, cet espace de
travail se limite a la statistique des-
criptive: les données sont des faits
certains, observés, et il en résulte
que les paramétres associés ne
sont sujets a aucune fluctuation.

Par la suite, ordinateur ou calcu-
latrice (artefacts technologiques)
sont utilisés pour produire un
échantillon résultant de la simula-
tion (dite informatique) de répé-
titions d'une méme expérience
aléatoire. On concoit aisément
I'intérét premier, pour |'ensei-
gnant, du recours a cet outil, qui
permet d'obtenir rapidement a
I'aide d'artefacts technologiques,

et a peu de frais un tres grand
nombre de données qu’on pourra
ensuite utiliser pour étudier des
situations aléatoires. Cependant,
ces données ne sont pas obtenues
de facon "naturelle”, c’est-a-dire
comme résultats d'une expérimen-
tation physique; elles sont géné-
rées artificiellement par un artefact
technologique. Il importe donc
que I'enseignement des probabili-
tés prenne en compte les rapports
entre |'expérience aléatoire réelle
et I'expérience simulée, afin que
le recours a la technologie appa-
raisse légitime, et non comme un
tour de passe-passe. Cette situa-
tion nécessite alors de concevoir
un Espace de Travail Mathéma-
tique probabiliste (ETvp) idoine
explicitant I'intérét de |'usage
d'un artefact technologique

pour faciliter le passage entre les
deux expériences aléatoires.

Commencons par détailler la
démarche de programmation
intervenant dans le processus de
simulation. Il s'agit d'utiliser le
générateur pseudo-aléatoire de
I'artefact technologique a l'inté-
rieur d'un programme ayant pour
objet de fournir une suite de résul-
tats dont on pense qu'elle aurait
pu étre obtenue avec I'expérience
réelle. Le programme doit donc
comprendre une liste d'issues, une
instruction indiquant la probabilité
associée a chacune d’elles, ainsi
qu’une instruction d‘itération de la
procédure. Cette opération néces-
site donc la donnée d'un modeéle
probabiliste de |'expérience simu-
|ée, et |'artefact technologique

ne fera qu'appliquer ce modéle.
L'établissement de celui-ci consti-
tue par conséquent un élément
crucial de la démarche, et cette
premiéere partie du processus se
situe tout entiere dans L'eTwvp.

Comme avec I'expérience réelle,
la réponse donnée par |'artefact
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technologique est une suite d'is-
sues, autrement dit un échantillon,
qu'il s'agira ensuite d'étudier en
vue de la résolution du probleme
posé. On est donc a présent passé
dans |I'eTms. Mais, dans la pratique,
le passage entre I'eTvp et I'ETMS
est-il si apparent? De fait, en
observant une feuille de données
statistiques, réalisée par exemple
sous tableur, on ne peut pas savoir
si ces données ont été introduites
manuellement, a la suite d'une
expérimentation réelle (cf. Figure 2
a gauche), ou si elles ont été géné-
rées par |'artefact technologique
lui-méme (cf. Figure 2 a droite).

En effet, les deux procédures,
quoique distinctes, sont visualisées
de facon identique, puisqu’elles
utilisent les mémes represen-
tamens (le tableau, les données
affichées). La seule différence
entre ces deux procédures réside
dans la facon dont les données ont
été obtenues. En outre, le prestige
accordé a |'artefact technologique
par les éléves tend a renforcer
I'aspect "absolu” du résultat.

Pour contrecarrer cette ten-
dance on peut par exemple:

— soit provoquer un recalcul de la
feuille.

— soit aller rechercher la source
d’une donnée dans sa cellule.

Cette différence, si elle n'est pas
clairement explicitée aux éleves,
peut représenter un obstacle pour
I'interprétation des données. En
effet, le nombre “5" (cf. Figure 2 a
gauche), obtenu par une expéri-
mentation réelle d'une expérience
aléatoire, n'a pas la méme signifi-
cation que le nombre “5" (Figure
2 a droite) obtenu par la simula-
tion de cette méme expérience.
Un moyen de rendre explicite le
fait qu’on se trouve maintenant
dans I'eTvs et non plus dans I'eTvp
consiste a faire produire plusieurs
échantillons, et non un seul. En
outre, le travail au sein d'une
classe permet de faire comparer
les échantillons obtenus par les
éléves ou les groupes d’éléves.
Ainsi, le fait qu'ils soient différents
“relativisera” le résultat obtenu.
Cette différence portant sur la
signification des données ne se
limite donc pas au seul domaine
de la statistique, mais necessite
de facto celui des probabilités. Par
ailleurs, la recherche de straté-
gies de simulation pour résoudre
des problemes de probabilités

(et de statistique) constitue une
véritable alternative a la réso-
lution “classique” et peut offrir
une ouverture pour des éleves
peu a l'aise avec la formalisation
mathématique. On voit ainsi que
le recours a la simulation informa-

tique permet une présentation
dynamique du fonctionnement
et de l'interaction des deux

espaces de travail ETMS et ETVP.

Le recours a la simulation implique
pour les éléves des difficultés

que I'on doit prendre en compte.
L'une d’entre elles — voir ci-dessus
— porte sur le fait de distinguer
clairement ce qui est observé (qui
est sujet a variations) et ce qui
appartient a la théorie (qui est
fixe). Avec une “vraie” simulation
(i.e. manuelle), la distinction est
plus évidente car on travaille avec
du concret (lancer de pieces tirage
de boules...). De plus, par la suite
le traitement des données issues
de la simulation mettra en jeu des
parameétres statistiques qui sont
formellement tres voisins de pa-
rametres probabilistes (fréquence
? probabilité, moyenne ? espé-
rance, variance ? variance, etc.).

Un lien raisonné entre les deux
notions de fréquence et de
probabilité s'établira ainsi selon
deux modalités possibles: |'une
en constatant “matériellement”
le phénomene de stabilisation de
fréquences; I'autre en utilisant un
tableur pour simuler I'expérience
aléatoire. Ces modalités relevent
toutes deux d'une approche fré-
quentiste, et elles visent a établir

EXPERIENCE REELLE SIMULATION
[ N° [ Valeur N°_ | Valeur
1 5 1 5
2 1 2 1
3 [ 1] 3 [ 1|
4 6 5 4 6 | =ALEA.ENTRE.BORNES(L;6)
5 4 / G 4
6 Valeur 6 6 Probabilité fournie
7 (5 J | numérique 7 ( 3 ba par le générateur
3 observée 8 3
Q9 4 Q9 4
10 2 10 2

Figure 2. Série de 10 lancers d'un dé ordinaire non pipé.



un lien entre les deux paradigmes
sb et P1 (Nechache & Parzysz,
2019) au moyen de la gestion du
saut conceptuel entre |'observé
et le théorique. Mais elles sont
cependant fort différentes, car
dans |'étude de la répétition de
I'expérience réelle la probabilité
est le point d'aboutissement de
la démarche, tandis que dans la
simulation informatique elle se
situe au contraire au départ, sous
la forme du modéle mis en oeuvre.
Pour cette raison, il nous semble
préférable que la simulation infor-
matique n’intervienne que dans un
second temps, lorsque la notion
de modéle d’'expérience aléatoire
a préalablement été dégagée au
moyen d’expérimentations réelles
(ibid.). La simulation informatique
pourra ensuite permettre, par
comparaison avec les résultats de
I'expérience originale, de tester
la validité du modele introduit
dans |'artefact technologique.

Par ailleurs, lorsqu’on réalise une
simulation informatique, le mo-
dele probabiliste implémenté
peut fort bien ne pas étre percu
comme tel, particulierement dans
les débuts de I'enseignement des
probabilités, lorsqu’on travaille en
ne disposant que du paradigme P1
dans lequel I'expérience est définie
par un protocole expérimental,
une liste d'issues possibles et une

FONCTION DETERMINISTE

f(x)

=[olee | =a|onwn | u b=
n—-muu(ammmwm

=1+ENT(5*ABS(SIN(A6*PI()/10)))

valeur de probabilité affectée a
chacune d’entre elles (Henry, 1999,
Parzysz, 2009). Par exemple, pour
le lancer d'un dé ordinaire a six
faces, non pipé, le point marqué
s'obtiendra a I'aide d'une fonc-
tion pseudo-aléatoire donnant la
méme chance d'apparition a toute
valeur entiére comprise entre 1

et 6. Cette fonction est censée
correspondre a une distribution
de probabilité équiprobable, mais
formellement sa programmation
est quasi identique a celle d'une
fonction mathématique déter-
ministe, a ceci prés que la valeur
prise ne dépend pas d'une autre
valeur du tableau mais du généra-
teur pseudo-aléatoire (Figure. 3)

Méme si, dans son fonctionne-
ment réel, I'ordinateur se limite

a exhiber les effets sur les fré-
quences affichées du principe
d'équirépartition des nombres
pseudo-aléatoires qu'il génere,
I'usage qui en est fait dans la classe
en tant que (pseudo-)générateur
de hasard permet de faire com-
prendre en acte les notions de
fréquence, de fluctuation d'échan-
tillonnage et de probabilité (Hen-
ry, 2011), a condition toutefois de
prendre certaines précautions.

Ce qui précede montre qu‘on
ne saurait se satisfaire de la seule
exploitation de la puissance et de

la rapidité des moyens informa-
tiques pour exhiber des nombres
aléatoires et permettre de présen-
ter aux éleves une grande variété
d'expériences aléatoires, ce qui
n'aurait qu'un intérét limité. En
tant qu’outils de simulation, |'in-
térét didactique des outils infor-
matiques — comme nous |'avons
vu sur |'exemple étudié plus haut
— tient plus fondamentalement a
ce qu'ils contraignent a analyser la
situation aléatoire en jeu, a émettre
sur celle-ci des hypotheses de mo-
dele, notamment sur la loi de pro-
babilité adéquate pour représenter
I'intervention du hasard dans
I'expérience réelle (par exemple,
pour la simulation d'un sondage
sociologique a deux éventualités,
sur le choix de la valeur de la pro-
babilité p de la variable de Bernoul-
li a introduire dans le programme),
et a traduire ces hypotheses en
instructions informatiques pour que
I'ordinateur permette de résoudre
des problémes difficilement acces-
sibles par le calcul au niveau ou se
situent les éléves (Henry, 2011).

Comme on vient de le voir, la
mise en oeuvre de la simulation
informatique fait appel a deux
domaines mathématiques: proba-
bilités, bien sir, mais aussi celui de
la statistique, qui interviennent
tour a tour dans la démarche de
résolution de probleme. Cette

FONCTION ALEATOIRE

Valeur

2

3

5

=ALEA.ENTRE.BORNES(1;6)

5

/

Gy
B

3

2

—_— 1
Slele|wa|u|alwin—1Z

1

. TTX-
Figure 3. Programmation d'une fonction déterministe: x = f(x) = 1+ ”5'|Sm(ﬁ)| ”

et d'une fonction aléatoire équiprobable sur [1;6].
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coexistence des deux domaines
recele une ambiguité fondamen-
tale. Celle-ci est susceptible de
créer chez les éleves une confu-
sion entre ce qui reléve de I'ob-
servation et ce qui releve de la
théorie, mais une fois clairement
explicitée elle peut étre utilisée
pour l'introduction de concepts
probabilistes, en s'appuyant jus-
tement sur leur analogie avec des
concepts statistiques déja connus.

ROLE DE LA SIMULATION
D'EXPERIENCE ALEATOIRE
DANS L'ENSEIGNEMENT

Comme nous l'avons dit plus
haut, la simulation d’expérience
aléatoire fait appel a la notion
de modele probabiliste, et par
conséquent a un processus de
modélisation permettant d'y
parvenir. Ceci suppose la com-
préhension de ce processus et
aussi la disponibilité de connais-
sances théoriques relatives aux
deux domaines mathématiques
cités précédemment. Un pro-
bléme se pose ici, car |'artefact
technologique ne fait que pro-
duire un échantillon d'issues
correspondant au modele qu‘on
y a introduit au départ, et on ne
peut donc tester que la qualité
du générateur. lllustrons-le avec
un exemple simple, observé
dans des classes de lycée. Soit
a simuler le lancer de deux dés
pour étudier la distribution de
la somme des points obtenus.
Si I'éleve pense que les 11 is-
sues ont la méme chance d'ap-
paraitre, c’est ce modele qu'il
entrera dans son programme
informatique ...et bien sir la
simulation produira un résultat
compatible avec I'équiprobabilité
des issues. Le choix du modéle
est donc une étape essentielle
de la démarche de simulation,
qu’on ne saurait sous-estimer.

On pourrait alors penser que

la simultation informatique ne
présente que peu d'intérét, en
ce sens qu'elle se contente de
produire les effets du modele
qu’on lui a fourni®. Cependant,
selon Henry, elle presente un
intérét didactique majeur pour la
compréhension de la notion de
modele probabiliste, et constitue
également un outil de résolution
de problémes. Pour lui, en effet,
la pratique de la simulation d'ex-
périence aléatoire “permet aux
éleves de consolider leur appré-
hension de la nature fréquentiste
de la notion de probabilité, qu'ils
ont naivement éprouvée des le
plus jeune dge avec des jeux de
hasard” (Henry, 2011, p. 53¢). La
pratique de la simulation informa-
tique en classe rend possible un
travail sur de grandes séries sta-
tistiques, donnant véritablement
du sens aux résumés statistiques
(parameétres de position et de
dispersion, diagrammes et histo-
grammes) et montrant ainsi leur
pertinence. Ce qui n'interdit pas
de travailler ensuite sur de petits
échantillons dans le but d’étudier
et d'établir les propriétés des pa-
rametres. Elle permet aussi de ré-
péter une expérience aléatoire un
nombre de fois suffisamment élevé
pour induire une bonne com-
préhension de la loi des grands
nombres et mettre en ceuvre un
processus de modélisation (plus
ou moins explicite). Comme nous
I'avons souligné dans la section
précédente, cette pratique aide

a une présentation dynamique

de l'interaction entre les notions
de fréquence et de probabilité.
Un intérét supplémentaire non
négligeable est qu’elle offre I'oc-
casion aux éléves de résoudre des
problémes a priori trop difficiles
pour eux, ou impossibles a traiter

3 Elle ne fait que tester la qualité du
générateur implanté.

directement “a la main”. En outre,
le recours a la technologie est I'oc-
casion d'initier ou de poursuivre la
familiarisation des éléves avec I'al-
gorithmique et la programmation.

LE TRAVAIL MATHEMATIQUE
ATTENDU EN LIEN AVEC LA
SIMULATION INFORMATIQUE

Pour rendre compte du travail
mathématique attendu lorsque
les éleves sont confrontés a des
taches faisaint intervenir la simu-
lation informatique dans |'ensei-
gnement secondaire, on étudie
dans cette partie les activités*
proposées par cing manuels
francais de la classe de seconde
(grade 10), traitant le programme
de 2019 actuellement en vigueur.
Sous la rubrique “Echantillon-
nage"”, ce programme de cette
classe stipule que “I’objectif

est de faire percevoir, sous une
forme expérimentale, la loi des
grands nombres, la fluctuation
d’échantillonnage et le principe
de ['estimation d’une probabilité
par une fréquence observée sur
un échantillon” (Programme de
la classe de seconde, 2019, p.14).
Il s'agit ici, plus précisément, de
simuler une expérience aléatoire
en s'aidant de I'ordinateur (avec
le logiciel Python ou le tableur).

1- UN MODELE PROTOTYPIQUE D'EXERCICE

Une premiéere constatation est
I'existence d'un schéma emblé-
matique d'exercice sur la simu-
lation d'expérience aléatoire,
qui est réalisé plus ou moins
complétement selon les manuels
et le type d'activité considéré
(tp, exercices). Ce schéma est
organisé selon cinq parties:

4 Par ce terme nous entendons ici les
travaux dirigés, exercices et pro-
blémes.
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1 2 4 5
Description |=—= Solution Simulation Comparaison
de l'expérience théorigue —> solution des solutions
. statistique
r X 7
{{  PROBABILITES t{ STATISTIQUE
' DESCRIPTIVE INFERENTIELLE
L.l 3 |
_____ i i Programmation i
INFORMATIQUE

Figure 4. Changements de domaines dans le schéma prototypique d'exercice.

1. Description sommaire
de I'expérience aléatoire
(dans le paradigme P1) et
question sur un événe-
ment associé.

2. Résolution théorique
(dans le paradigme P2)

3. Programmation (avec le
logiciel Python ou Excel)

4. Simulation de n épreuves
et fréquence de |'événe-
ment considéré.

5. Comparaison des résul-
tats du 2° et du 4°.

(N.B. Le qualificatif « sommaire »
appliqué a la description de
I'expérience aléatoire se justifie
notamment par le fait que les
conditions de I'expérience ne
sont que rarement précisées.)

Les deux premiéres parties® cor-
respondent a un exercice-type de
probabilités. La troisieme consti-
tue souvent une aide a la prise en
main du logiciel, car la mise en
forme est détaillée et s’accom-
pagne de questions intermédiaires
destinées a guider et a contréler
le travail de |'éléve. Une fois ce

5 La deuxieme partie est parfois
repoussée apres la simulation.

travail effectué, le programme
est mis en ceuvre pour réaliser un
certain nombre de simulations de
I'expérience aléatoire et obser-
ver la fréquence obtenue pour
|"événement considéré. Enfin, une
derniére question demande de
comparer ce résultat avec la pro-
babilité théorique calculée au 2°.

Du point de vue des domaines
mathématiques abordés, les
deux premiéres parties se situent
clairement dans celui des pro-
babilités, la troisieme dans celui
de I'algorithmique-programma-
tion et la quatrieme dans celui
de la statistique descriptive. La
derniére partie, quant a elle,
esquisse un pas en direction de
la statistique inférentielle (esti-
mation). Elle doit normalement
étre I'occasion d'une prise de
conscience et d'une reflexion
sur la simulation, en montrant:

qu’une simulation produit une dis-
tribution voisine de la distribution
théorique, quoique différente ;

que des simulations répétées
fournissent des résultats di-
fférents, quoique voisins.

Ainsi, la mise en ceuvre de ce
schéma d’exercice suppose des
changements de domaines mathé-
matiques, partant d'abord de celui
des probabilités pour se diriger
vers la statistique inférentielle,

en transitant au passage par la
statistique descriptive (Figure 4).

En réalité, I'intérét des auteurs
se focalise au premier chef sur
I'activité de programmation, car
la maitrise de ce type de pro-
gramme permettra ensuite a
I'éleve de simuler d'autres expé-
riences aléatoires. Ceci est clair
dans certains intitulés d'activités:
“Comprendre un programme”
(Hyperbole, p. 316), “Comprendre
une fonction en langage Py-
thon simulant une expérience

a deux issues” (Transmath, p.
334). Qui plus est, la confronta-
tion du résultat de la simulation
avec le modele théorique n’est
méme pas toujours demandée.

Ainsi, |'objectif principal de ces
activités semble étre d'apprendre
aux éléves a programmer une ex-
périence aléatoire (avec le tableur
qu'ils connaissent déja, mais aussi
et surtout avec le logiciel Python
qui est nouveau). On pourrait
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presque dire que la simulation
n'est la que pour s'assurer que

le programme fonctionne conve-
nablement. Par rapport a un
programme classique, la seule
différence est le fait que la fonc-
tion qu’on introduit fait intervenir
le générateur pseudo-aléatoire du
logiciel et ne se référe pas a une
autre colonne du tableau; il n'y a
donc pas de raison justifiant une
étude particuliere de la construc-
tion d'un tel programme. C'est en
fait au niveau de son utilisation,
c’'est-a-dire de la mise en ceuvre
de n itérations, que se situe la spé-
cificité, et c’est plutdt sur ce point
que devrait se porter |'attention,
de fagon a engager une réflexion.
Mais on a souvent affaire a un glis-
sement (au sens de Carranza) dans
lequel le domaine des probabilités
n'a comme fonction effective que
d'introduire la situation conduisant
a la rédaction du programme,

sa mise en ceuvre servant plu-

t6t de moyen de contréle de la
correction de sa syntaxe que de
résolution du probleme posé.

2- UNE VARIANTE

Dans un certain nombre de cas, la
premiéere étape du schéma précé-
dent est précédée par une donnée
statistique servant a introduire
I'expérience aléatoire. Exemple
(Sésamath, p. 324): " D'apres

un rapport de I'onu, 16,6% de la
population mondiale vit en en
Afrique”. On considere ensuite
“le tirage au sort d’un individu
dans la population mondiale selon
qu'il vit ou non en Afrique” (ibid.)

Il s'opere ici un passage subreptice
du domaine de la statistique des-
criptive (fréquence d’un caractere)
a celui des probabilités (tirage

au hasard). Qui plus est, on peut
méme se demander si certains
auteurs ne jouent pas, de fagon
plus ou moins inconsciente, sur

Domnée | I Expérience
statistique aléatoire
Programme
q (Python, tableur)
! ﬁb._.m""o“ Probabilité
=
INFORMATIQUE L
Echantill PROBABILITES
AL on =
Fréquence «fozzozsozzcsssissessscssassssomsessanssaned)
STATISTIQUE STATISTIQUE
DESCRIPTIVE INFERENTIELLE

Figure 5. Schéma général des activités de simulation informatique.

I'ambiguité du vocabulaire et de
la notation. lls notent en effet p la
proportion des individus présen-
tant un certain caractere dans la
population considérée, proportion
qui est numériquement égale a la
probabilité p d'obtenir un individu
possédant cette propriété dans un
tirage au hasard (supposé équi-
probable); c'est en particulier le
cas pour |'exercice cité ci-dessus.
Ainsi, la méme lettre p désigne

un nombre réel qui correspond a
deux objets appartenant a deux
domaines distincts: une donnée
statistique dans |'un (une propor-
tion, c’est-a-dire une fréquence),
et une probabilité dans |'autre. Le
programme de Seconde lui-méme
contribue a cette ambiguité, en
utilisant les trois termes dans une
méme phrase: “Si p est la proba-
bilité d'une issue et f sa fréquence
observée dans un échantillon [de
taille n], calculer la proportion des
cas ou 'écart eqtre p et f est infé-
rieur ou égal al=" (Programme de
la classe de seconde, 2019, p. 14).

Le passage par le domaine de
I'informatique est bien visible, a la
fois sous la forme du programme
lui-méme et par son utilisation
pour la simulation. En revanche,
le passage initial du domaine de
la statistique a celui des proba-
bilités, ainsi que le passage en

sens inverse lors de la simulation,
peuvent faire croire qu’on reste en
permanence dans le domaine sta-
tistique. En effet, le détour par le
domaine des probabilités n'appa-
rait que sous la forme de I'utilisa-
tion d'une fonction aléatoire dans
le programme. Au final, pour cette
variante du schéma I'ensemble de
la démarche peut étre schémati-
sé sous la forme du diagramme
suivant, étant entendu que cer-
taines parties peuvent éventuel-
lement en étre omises (a I'excep-
tion de la simulation, bien sir).

3- LA CONGRUENCE SEMANTIQUE (Du-
VAL, 1995)

Le passage de I'expérience
aléatoire au programme informa-
tique nécessite le plus souvent
une adaptation de celle-ci, qui
constitue de fait un changement
de modele probabiliste. Par
exemple (Hyperbole, p. 316):

“ L'alphabet grec compte
24 lettres dont 5 voyelles.
On choisit au hasard une
lettre de cet alphabet et on
note s'il s’agit d’une voye-
lle ou d'une consonne.

a) Quel est le role de la
fonction ci-contre écrite
en langage Python?



from random import *

def Alea():
n=randint(1,24)
if n<=5:

A=1
else :

A=0
return A (...)”

W oOoNOORWN =

On s'apercoit que les lettres de
I'alphabet grec sont rempla-
cées par les entiers de 1 a 24, les
voyelles par les nombres de 1 a5
et les consonnes par les nombres
de 6 a 24. De fagon générale, I'idée
générale est de renommer les
issues de |'expérience aléatoire
de facon que leur distribution de
probabilité soit identique a celle
de I"'expérience aléatoire étu-
diée. L'important est donc ici de
construire une distribution rédi-
gée sous une forme accessible a
la machine - c’est-a-dire qu’elle
sera capable de traiter —, qui soit
sémantiquement congruente a

la distribution originale. Ce type
de transformation, rendu néces-
saire pour pouvoir étre compris
par la machine, n'est pas forcé-
ment transparent pour |'éléve,

et mériterait lui aussi d'étre
interrogé. C'est bien sir encore
la notion de modeéle probabi-
liste qui est sous-jacente a cette
opération, et il est souhaitable
que les éléves y aient été pré-
parés plus tot (voir plus haut).

4- LA CONFRONTATION

Comme nous l'avons dit, paral-
lelement a la solution statistique
fournie par 'ordinateur a la ques-
tion posée, certains des exercices
demandent une résolution proba-
biliste, soit au début, soit a la fin.
C'est loin d'étre toujours le cas, ce
qui conforte l'idée que I'objectif
de tels exercices n'est pas tant
d’exploiter la situation probabi-

liste en confrontant la réponse
statistique avec la réponse proba-
biliste, que de faire programmer
une simulation de I'expérience
aléatoire pour obtenir une esti-
mation de la réponse théorique.

On peut cependant noter qu'il
est parfois demandé, confor-
mément au programme:

— de comparer le résultat statis-
tique a la solution théorique :
"Comparer le résultat avec le
résultat théorique” (Transmath,
p. 318), “ Comparer aux proba-
bilités calculées dans le mo-
déle " (Métamaths, p. 297) ;

— d’estimer une probabilité a
partir d'une simulation : « quel
modele d’expérience aléatoire
semble convenir ? » (Hyperbo-
le, ex. 53 p. 317)

— de produire plusieurs échanti-
llons, afin d'observer la fluctua-
tion d'échantillonnage : “Si on
exécute de nouveau la fonction
N echantillons (N,n,p) on ob-
tiendra d’autres échantillons et
donc un résultat différent " (Sé-
samath, p, 33¢), “ Appuyer sur
la touche F9 (ou ctrl+maj+F?)
pour réaliser plusieurs simula-
tions et interpréter les résultats
obtenus " (Barbazo, p. 335) ;

— d’observer “ la conséquence de
I"augmentation de la taille des
échantillons " (Barbazo, p. 344).

Certains auteurs indiquent parfois
des mises en garde, comme: "Il
faut étre conscient que le résul-
tat d’une simulation dépend de
I"échantillon. Par conséquent, si
on change d’échantillon, on peut
avoir un résultat bien différent”
(Transmath, p. 337) ou "Il en faut
pas se contenter de faire une
unique simulation pour déter-
miner une probabilité” (ibid.).
Mais le fait que les deux résultats
se situent dans des domaines
différents n'est que rarement

exposé clairement. Cependant,
des procédés linguistiques tels
que I'emploi du qualificatif “sta-
tistique” pour qualifier les échan-
tillons pourraient sans doute
contribuer a réduire la confusion.

5- DES FORMULATIONS QUI INTERROGENT

Pour clore ce paragraphe, signa-
lons que certaines formulations
figurant dans les manuels posent
probléme, comme par exemple
“simuler un nombre aléatoire
entre 0 et 1" (Transmath, p. 331)

ou “on considére I'expérience
aléatoire qui consiste a lire le
nombre renvoyé par cette fonc-
tion” (Hyperbole, p. 316), ou
encore " Vérifier que I'on obtient
des nombres qui semblent pris au
hasard entre 1 et 6" (Métamaths,
p. 29¢). En effet, pour ce qui est
de la premiére phrase le nombre
n'est pas simulé, puisqu'il appa-
rait a I"écran; en revanche, ce qui
|'est, c'est le caractére aléatoire de
ce nombre. Dans le méme ordre
d'idées, pour la deuxieme formu-
lation ce n'est pas la lecture du
nombre qui est aléatoire, mais sa
génération. La troisieme phrase,
quant a elle, émet un doute sur

le caractere aléatoire de la géné-
ration des nombres fournis par
I'ordinateur. Dans les trois cas, une
interrogation apparait en filigrane,
due au fait que — contrairement
aux éleves — les auteurs sont
conscients que ce qui est présenté
comme un générateur aléatoire de
nombres réels est en réalité un gé-
nérateur déterministe de nombres
décimaux calibrés. Fournir, méme
trés sommairement, des éclaircis-
sements sur le mode de généra-
tion des nombres par les fonctions
alea et random, puis permettre
aux éleves de vérifier que “tout se
passe comme si” on avait affaire a
de |'aléatoire véritable aurait sans
doute été plus efficace. Notons
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au passage que ces formulations
particuliéres pourraient témoigner
d'un certain malaise des auteurs
vis-a-vis de la “cohabitation”, dans
un méme probléme, des deux do-
maines, probabiliste et statistique.

On peut finalement retenir de
cette incursion dans les manuels,
d'une part que les taches de
simulation informatique y sont
assez stéréotypées, et d'autre part
que leur objectif premier se réduit
souvent a |'apprentissage de la
programmation d'une expérience
aléatoire. En particulier, les chan-
gements de domaines entre les
probabilités et la statistique — qui
interviennent dans les deux sens —
ne sont pas spécialement travail-
lés, contribuant ainsi a installer
une confusion préjudiciable a

une bonne compréhension de la
nature de |'aléatoire. En outre,

les éléments théoriques justifiant
I'intérét du recours a la simula-
tion pour |'étude d’expériences
aléatoires ne sont pas souvent
explicités. On peut résumer la
situation en disant que le glisse-
ment opéré vers la programmation
s'accompagne en contrepartie
d'une perte de sens sur la simu-
lation, et au-dela sur la théorie
des probabilités elle-méme.

CONCLUSION

[l est incontestable que la simu-
lation informatique d’expérien-
ces aléatoires est aujourd’hui

un élément incontournable de
I'enseignement-apprentissage des
probabilités, son principal intérét
étant de donner tres rapidement
accés a un grand nombre de
répétitions d'une méme expé-
rience aléatoire (ou tout au moins
supposées telles), présentant ainsi
une aproche fréquentiste, dynami-
que, de la probabilité. Mais nous
avons pu constater que la riches-

se du sujet était insuffsamment
exploitée dans les manuels. On
pourrait en effet constater, bien
plus systématiquement que ne le
font les manuels, la proximité des
distributions statistiques obtenues
par simulation avec la distribu-
tion probabiliste théorique. On
pourrait observer son évolution

en fonction de la taille des échan-
tillons et, lorsque la distribution
théorique n’est pas disponible,
utiliser cette convergence pour
modéliser I'expérience en définis-
sant une distribution empirique sur
cette base. Ces points ne sont pas
totalement absents des manuels
consultés mais ils sont, a notre
avis, largement sous-exploités.

Par rapport aux activités classiques
de résolution de problemes liés
aux expériences aléatoires, une
caractéristique de la simulation

est de ne pas se cantonner au seul
domaine des probabilités mais de
faire également intervenir, dans
I'exploitation de la situation, non
seulement l'informatique mais
aussi la statistique. Comme nous
|"avons vu, cette “cohabitation”
des domaines probabiliste et
statistique intervient tout au début
de la démarche de programma-
tion, lorsqu'il s'agit d'introduire un
modeéle probabiliste a priori dans
I'artefact technologique; elle peut
aussi intervenir lors de la recherche
d'un modeéle a posteriori issu de la
simulation. Or, dans les manuels, si
la seconde occurrence est expli-
cite, la premiere est totalement
transparente. Comme en outre un
certain nombre de concepts de

la statistique descriptive pré-
sentent de fortes similitudes avec
des concepts probabilistes, il en
résulte un risque réel de confusion
entre les deux domaines, c'est-a-
dire entre les éléments observés
et les éléments théoriques. Une
telle confusion peut conduire a
des erreurs d'interprétation, et il

importe qu’elle soit travaillée de
facon spécifique. Notons tou-
tefois qu'une fois les domaines
bien distingués, on pourra au
contraire utiliser leurs similitudes
pour transposer certaines no-
tions de I'un a I'autre, comme
par exemple les paramétres de
position et de dispersion, ou les
représentations graphiques.

Dans le cadre de cet article nous
avons étudié le travail mathé-
matique attendu dans des ETm
idoines potentiel congus par

des auteurs de manuels. Nous
avons pu constater que ces ETM
ne permettent pas de mettre en
évidence les différents domaines
mathématiques en jeu et les
distinguer de fagon claire. Nous
avons vu aussi que le souci de
transparence sur les domaines
de référence était loin d'étre mis
en application dans les manuels.
Qu'en est il alors dans les classes?
Au regard de ces considérations,
il apparait nécessaire de prendre
connaissance du travail mathé-
matique réellement produit dans
les TV idoines congus et mis en
oeuvre par des enseignants.

Enfin nous restreignant au seul do-
maine des probabilités, nous avons
également vu que la program-
mation d'une expérience aléatoire
nécessitait souvent une adapta-
tion de celle-ci pour pouvoir étre
“comprise” par |'artefact techno-
logique, adaptation qui, elle non
plus, n‘est pas toujours transpa-
rente. Ce remplacement d'une
expérience aléatoire par une autre
qui lui est equivalente, qui repose
sur la notion de modele proba-
biliste relevant du paradigme P2,
nécessite lui aussi un apprentissa-
ge, au centre duquel se trouve la
notion de congruence sémantique.

En perspective, notre objectif sera
donc de concevoir et de mettre en



oeuvre des taches faisant interve-
nir la simulation informatique d'ex-
périences aléatoires. Ces taches
doivent étre congues de maniere a
articuler de facon claire et expli-
cite les deux domaines mathéma-
tiques des probabilités et de la
statistique avec celui de I'informa-
tique, sans perdre de vue |'objectif
principal qui est de donner du
sens aux concepts probabilistes et
statistiques dans |'apprentissage
de ces deux domaines. La mise en
oeuvre de ces taches dans les clas-
ses au sein des ETM idoines devrait
permettre aux éléves d'accéder a
la pensé statistique et probabiliste.
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modelo de ensefianza por

educativo y sus repercusiones
en un caso especifico: la
evaluacién de tres grupos | ABSTRACT

de célculo diferencial

RESUMEN

La reciente implementacion del
sistema educativo por competen-
cias ha replanteado las concep-
ciones de formacidn, instruccion,
docencia y evaluacién de los
aprendizajes. El rendimiento de
una competencia profesional
se evidencia en el desempeno
académico de los estudiantes en
cada asignatura: su capacidad de
explorar, comprender, analizar,
sintetizar y aplicar el conocimiento
adquirido. En consecuencia, traba-
jar por competencias requiere que
el alumno entienda el aprendizaje
como un circuito multidireccional
que debe gestionar de manera
critica, ética, creativa y sensible
para favorecer su propia formacion
integral. De ahi emerge la impor-
tancia de adecuar instrumentos
que evallen de manera confiable
las competencias adquiridas por
los estudiantes. En este trabajo
se dan a conocer los resultados
de una evaluacion con un enfo-
que por competencias en tres
grupos de nivel licenciatura en
la asignatura de Célculo Diferen-
cial. El aumento observado en el
indice de aprobacion refleja que
el enfoque por competencias
mejora la apropiacién

La implementacién del | de los conocimientos.

competencias ha mostrado | Palabras clave: eva-
un mejor desempeno en los | luacidén, competencias,
alumnos. En este articulo se | enfoque por compe-
describen los aspectos mas | tencias, instrumen-
importantes de este modelo | tos de evaluacion.

a nivel licenciatura. | Keywords: Evalua-

tion, Competences,
Approach by competences,
Evaluation instruments.

RESUME

En raison de sa mise en ceuvre
récente, le sujet des compétences
a généré des changements dans
la conception de la formation,

de l'instruction, de I'enseigne-
ment et dans |'evaluation des
apprentissages, ce qui conduit a
de nouvelles approaches dans la
conception, le développement et
I"évaluation de ces informations.
L'évaluation d'une competence
professionnelle se traduit par I'ex-
ploration, la connaissance, la com-
préhension, |'application, I'analyse,
la syntheése et |'evaluation de la
gestion du projet ou de l'activité
académique que |'étudiant tra-
vaille, individuellement ou collecti-
vement, dans chaque matiére. Par
conséquent, travailler par com-
pétences signifie que I'étudiant
doit comprendre |'apprentissage
comme un circuit multidirection-
nel ou il doit prendre I'initiative

et stimuler une capacité critique,
éthique, créative et sensible dans
la gestion de ses apprentissages a
tous les niveaux pour favoriser sa
formation complete. C'est pour-
quoi il est important de mettre en
place des instruments appropriés
qui permettent une évaluation
fiable des compétences acquises
par les étudiants. Dans ce tra-
vail, les résultats obtenus lors

de la mise en ceuvre dans divers
groupes de premier cycle en calcul
différentiel, une évaluation avec
une "approche par compétences”
sont présentés. Les résultats
obtenus a la fin du cours refletent
la facon dont |'évaluation par
compétences permet d'obtenir
chez les étudiants une meilleure
appropriation des connaissances
acquises grace a tout ce pro-
cessus, en plus d'une augmen-
tation du taux d'approbation.

Mots-clés : Compétences ;
Approche par compétences ;
Instruments d’'évaluation.



INTRODUCCION

El nuevo modelo educativo por
competencias ha cambiado la
manera de concebir el proceso
ensefnanza-aprendizaje. En los
nuevos planes de estudio este
hecho requiere partir del concep-
to competencia como generador
de conocimiento. El enfoque por
competencias pretende optimizar
la significatividad y la funciona-
lidad de los aprendizajes. Este
modelo convierte a la evalua-
cién en motor del aprendizaje

y de la innovacién educativa.

Las respuestas a algunos pro-
blemas de la ensefanza pueden
encontrarse en el anélisis de los
modos de evaluacién. Evaluar me-
diante un enfoque por competen-
cias no consiste en emitir un juicio
al final del pea, sino en monitorear
el desarrollo de las competencias
e informar al estudiante sobre la
progresion de su aprendizaje (Sca-
llon, 2004). En este sentido, se basa
en el acceso a fuentes multiples y
variadas de informacidn con el fin
de determinar si las competencias,
asi como el dominio de los recur-
sos vinculados a cada una, se han
desarrollado satisfactoriamente.

Para llevar a cabo una evaluacién
de este tipo, se debe entender
claramente la conceptualizacién
de competencias y las implicacio-
nes que este enfoque genera.

En la primera parte se mencionan
algunas definiciones de competen-
cias, cudles son las implicaciones
que trae el proceso ensefianza
aprendizaje bajo este enfoque, las
que se generan a los profesores
en la docenciaylaformaenque
deberian evaluarse. En la segunda
parte, se menciona la metodologia
que se aplico en la evaluacién con
enfoque por competencias, una

descripcion de los instrumentos
utilizados; asimismo, se presentan
algunos de los que se disenaron y
aplicaron en el proceso de eva-
luacién. Finalmente, se hace un
andlisis y conclusion de los resul-
tados obtenidos al evaluar con
este enfoque, tomando en cuenta
que se consideraron grupos de la
misma asignatura, se aplicaron las
mismas estrategias, los mismos cri-
terios de evaluacion y en general
las mismas condiciones de trabajo.

EVALUACION POR COMPE-
TENCIAS

Las competencias profesiona-
les se desarrollan a través de la
formacion y son el conjunto de
realizaciones, resultados, lineas
de actuacion y consecuciones
que se atribuyen al titular de una
profesidon u ocupacién determi-
nada; es decir, la competencia
profesional alude directamente
a las capacidades y habilidades
de una persona para cumplir
con sus tareas y funciones. Es el
resultado del proceso de cuali-
ficaciéon que permite “ser capaz
de" y “estar capacitado para”.

Tardif (2006, p. 22) define la com-
petencia como “un saber actuar
complejo que se apoya en la
movilizacién y la combinacion
eficaz de una variedad de recur-
sos internos y externos dentro
de una familia de situaciones”.
De esta forma, una evaluacion
por competencias no se limita a
los conocimientos adquiridos.

Tres elementos que caracteri-
zan a las competencias son:

Articulan conocimiento concep-
tual, procedimental y actitudinal
para seleccionar el que resulte
pertinente en cada instancia.

Vinculan rasgos de personalidad
que se aprenden; el hecho de
poseer de forma innata cier-

ta inteligencia no garantiza ser
competente. Las competencias
deben desarrollarse con forma-
cién inicial, permanente y con
experiencia. Las competencias
tienen un caracter recurrente

y de crecimiento continuo.

La reflexion; no se puede ac-
tuar de manera mecanica y sin
una reflexién de la misma.

Una competencia integra diversos
recursos de naturaleza variada.
Trabajar y evaluar por competen-
cias obliga a realizar un cambio en
la estructura de los instrumentos
de evaluacién que permita emitir
un juicio final para determinar si
los estudiantes han alcanzado el
nivel esperado del desarrollo de
competencias. Esto no puede
efectuarse desde el paradigma

de la evaluacidn tradicional por

el hecho de que el enfoque por
competencias exige un tipo de
evaluacion diferente: se trata de
una evaluacién dindmica que sitta
la accidn en el contexto, e incluye
el saber, el saber hacer, el ser y el
saber estar. Asimismo, el diseno
de la evaluacién implica pregun-
tas como ;squién evaltua?, ;cémo
evaluar?, ;cuando evaluar?, ;qué
evaluar?, con la finalidad de cen-
trar la evaluacién en las competen-
cias, darle coherencia y orientar su
enfoque y desarrollo. Evaluar por
competencias es buscar que las
personas desarrollen capacidades
amplias que les permitan movilizar
sus conocimientos y combinarlos
para responder a situaciones en
diversos contextos. El aprendizaje
por competencias busca qdesa-
rrollar capacidades amplias que
les permitan adecuarse a situa-
ciones cambiantes, y que se logre
una formacién integral; es decir,
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Conducta

Coghnicién

A

Evaluacién del rendimiento in vivo: informes de
précticas, simulacién, video.

Evaluacién del rendimiento in vivo: tests sobre
simulaciones, examen objetivo estructurante.

I
Contexto clinico basado en pruebas: preguntas de
multiple eleccién, ensayo, oral prueba procedimental,
mapa conceptual, resolucién de problemas.
I
Tests factuales: preguntas de multiple eleccién,
ensayo, oral, pruebas conceptuales, pruebas de

conocimientos, ejercicios.
___________________________________________________________________________|

Figura 1. Piramide de Millery los métodos de evaluacién. Academic Medicine (1990).

que se adquieran competen-

cias profesionales. Este proceso
debe orientarse hacia la accidn
del participante profesional en
situaciones de trabajo reales o
simuladas que sirvan para disefar
tareas auténticas de evaluacion
(Del Pozo, 2013; Ashford-Rowe,
Herrington & Brown, 2014). Son
necesarios dispositivos y estrate-
gias para recopilar informacién y
valorar los resultados de acuerdo
a la programacion y el desarrollo.

Existe una relacién muy estrecha
entre aprendizaje de competen-
cias y evaluaciéon. Con el punto

de vista puesto en la evaluacion,
Miller (1990) situa las competen-
cias en una piramide (Figura 1):
cada una de las cuatro categorias
se relaciona con un instrumen-

to utilizado para su medida. La
primera, que abarca lo que se
Sabe, puede evaluarse a través de
pruebas conceptuales, de conoci-
mientos o ejercicios. La segunda
hace referencia al Sabe cémo se
ha de aplicar, y se puede valorar a
partir de la resolucion de proble-
mas, de pruebas de procedimien-
tos o mapas conceptuales. Estas
dos categorias pueden medir la
cognicion, pero poco mas. ademas
Las siguientes dos pueden medir
la conducta. La tercera compren-
de el Muestra cémo o situaciones
similares a la realidad (rendimiento

in vivo) que pueden ser evaluadas
mediante simulaciones. La cuarta

y ultima categoria, Hace, es la que
se sitUa mas cerca de la realidad

y representa la forma mas fiable
de la evaluacion de competencias
(rendimiento in vivo), incluye infor-
mes de préacticas y simulaciones.
La evaluaciéon de las competencias
es un proceso integral, permanen-
te, sistematico y objetivo en el que
son corresponsables quien apren-
de (estudiante) y quien ensefa
(profesor). Este ultimo es quien
debe demostrar sus habilidades,
actitudes y conocimientos en el
proceso de evaluar el aprendizaje
de otra persona. Las competen-
cias facilitan el desarrollo de una
verdadera educacién integral
(Kincheloe, Steinberg y Villaverde,
2004), ya que engloban todas las
dimensiones del ser humano (sa-
ber, saber hacer, saber sery estar).
Es imprescindible que el profesor
disefie un documento en el que
debe realizar un anélisis y organi-
zacién de los contenidos educa-
tivos, determinando propésitos,
intenciones y objetivos educativos,
estableciendo y secuenciando acti-
vidades en el tiempo y el espacio,
asi como las estrategias de eva-
luacién que incluyan un conjunto
de métodos, técnicas, criterios e
instrumentos (exdmenes, rubricas,
listas de cotejo, guias de obser-
vacién, esquema de ponderacion,

etc.). Posteriormente, se apliquen
segln la determinacién de las
evidencias para las competencias
por desarrollar en cada asignatura
para emitir la valoracion final del
desempenio alcanzado por cada
aprendiz. En el desarrollo de la
conduccidn de las sesiones para
la evaluacién, deberd demostrar
que realiza actividades de encua-
dre del proceso de evaluacion con
las personas que guiard, especi-
ficando la forma de evaluacion,

su finalidad y el momento en que
se aplica, clarificando la técnica o
método, el producto o evidencia
que se espera de la persona que
aprende y el instrumento con que
sera evaluado el nivel de desem-
pefo alcanzado de la competencia
en la asignatura. Este documento
utilizado en el Tecnoldgico, en
donde se aplicé la evaluacion

por competencias, es denomina-
do Instrumentacion didactica.

METODOS DE EVALUACION,
DESCRIPCION DE LOS INS-
TRUMENTOS UTILIZADOS,
ALGUNOS INSTRUMENTOS
DISENADOS

PROCESO DE EVALUACION
La evaluacién con un enfoque por

competencias se implementé en
tres grupos que cursaban la asig-



natura de Célculo diferencial, de
aproximadamente 35 estudiantes
cada uno, de nivel licenciatura del
Instituto Tecnoldgico de Queré-
taro. Los estudiantes tomaron
previamente un curso propedéu-
tico para ingreso al tecnoldgico.
Para Lussier y Allaire (2004), la
evaluacion de las competencias
exige instrumentar un sistema
que identifique criterios e indica-
dores de desarrollo para evaluar
las evidencias recogidas en una
situacién auténtica que compro-
meta a los estudiantes con la
realizacién de una tarea completa,
compleja y significativa. El reto de
esto yace en informar de mane-
ra continua al estudiante de la
progresion de sus competencias.

Tardif (2006) propone ver la eva-
luacién por competencias como
un planteamiento videografico

y no fotogréfico. Las actividades
de evaluacién evolucionan y se
modifican de acuerdo al grado
de aprendizaje, de modo que las
estrategias tienen como objetivo
activar los conocimientos adqui-
ridos con anterioridad, elaborar
nuevos, facilitar la adquisicion

de la competencia y promover

la integracion. Las competencias
son un saber actuar complejo
que requiere de la movilizacién
de los recursos sobre los que se
apoyan; por tanto, su evaluacion
demanda una serie de actividades
que expongan el progreso en la
adquisicion de conocimientos y
habilidades en distintos momentos
del proceso de ensenanza-apren-
dizaje. De este modo se tendran
herramientas que refuercen a
tiempo las competencias segun

Por su finalidad y
momento de aplicacién

sea necesario. Por otra parte,
tradicionalmente, es el docente
titular quien evalla a sus alumnos,
pero puede suceder que, al cono-
cerlos, sus criterios estén sesga-
dos. Por ello, decidir quién debe
llevar a cabo la evaluacién es otro
aspecto importante a considerar.

En sintesis, resulta primordial
contar con los instrumentos de
evaluacién adecuados para valorar
el Saber, Saber sery Saber estar,
es decir, las competencias es-
pecificas y genéricas, documen-
tando su trayectoria a lo largo
de la formacién. Los indicadores
ayudan en esta complejidad a
determinar el desarrollo en un
contexto de formacién para dar
cuenta en uno de evaluacion.

MOMENTOS DE LA EVALUACION

A continuacion, se describe breve-
mente cada uno de ellos y cudl es
la finalidad de aplicarlos (Figura 2).

El primer momento de la evalua-
cién consiste en conocer el nivel
de dominio de las competencias
previas y se realiza al inicio de
una asignatura. Una evaluacién
diagndstica es el instrumento ideal
para este fin. Este no influira en
la calificacion de la asignatura,

ya que es solo conocer los cono-
cimientos previos que tienen los
estudiantes para el estudio de la
asignatura y esta informacién es
fundamental para el profesor, ya
que con estos es posible reali-
zar un cambio en la planeacién
establecida en la instrumentacion
con base en los requerimientos

¢Para qué
evaluar?

para abordar la asignatura en
puerta o hacer ciertos cambios
en el desarrollo del curso.

Un segundo momento es cer-
ciorarse si los estudiantes estan
desarrollando las competencias de
manera adecuada, identificando
avances, logros y carencias; para
ello se tienen las evaluaciones
formativas. estas evaluaciones
deben incluir las competencias
especificas y genéricas, mismas
que se detallan adelante y la
forma en que se sugiere evaluar.

Un tercer momento que permi-
te conocer y valorar el grado

de ejecucion alcanzado en la
aplicaciéon de las competencias
establecidas en el curso, es la
evaluacion sumativa, cuyo pro-
posito es asignar calificaciones y
tomar decisiones de acreditacion.

QUIEN EVALUA

La evaluacién tiene la posibili-
dad de ser aplicada por el mis-
mo estudiante, por companeros
estudiantes o por diferentes
profesores que impartan esta
asignatura, con la finalidad de
tener varios enfoques. Los tipos
de evaluacién pueden clasificarse
como: autoevaluacion, heteroe-
valuacién y coevaluacion (Figura
3), y se describen brevemente.

Autoevaluacién; cuando la per-
sona se evalla a si misma, donde
la persona identifica las areas de
fortaleza y las areas de mejora.
En este caso el alumno se res-
ponsabiliza de su aprendizaje.

Diagnéstica
Formativa
Sumativa

Figura 2. Momentos de la evaluacién. Fuente: Elaboracién propia.
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Por quién la realiza

¢Quién evalta?

Autoevaluacién
Coevaluacién
Heteroevaluacién

Figura 3. Tipos de evaluacién Fuente: Elaboracién propia.

Heteroevaluacion, cuando el estu-
diante es evaluado por personas
distintas o sus iguales (compa-
neros). Generalmente es el mas
comun, es cuando el docente
evalUa para estimar el rendimien-
to académico de los estudiantes.
Este tipo de evaluacion apunta

a la deteccidn de los errores y
aciertos de los estudiantes.

Coevaluacion, cuando la eva-
luacién del desempefio de un
estudiante se realiza a través de
la observacion y determinaciones
de sus propios compaferos de
estudio. Este tipo de evaluacion
es innovador, porque propone
que sean los mismos compa-
feros los que tienen la misidn

de aprender oportunamente.

La autoevaluacion (self-assess-
ment) y la coevaluacion (peer-as-
sessment) no solo agudizan el
aprendizaje de contenidos, sino
que dan ocasién a que los es-
tudiantes aprendan procesos
metacognitivos de supervision,
que se pedird que desarrollen en
la vida profesional y académica
Tal y como afirma (Biggs, 2005).

Evaluacion de competencias es-
pecificas y genéricas

Cuando se habla de competencias

especificas se refiere a la adqui-
sicidén de conocimientos basicos

Por su contenido

propios del area; en cuanto a las
competencias genéricas, se involu-
cran las competencias instrumen-
tales, interpersonales y sistémicas:
las habilidades y actitudes (Figura
4). Las competencias instrumen-
tales estan relacionadas con la
comprensién y la manipulaciéon

de ideas, metodologias, equipo

y destrezas como las lingiisticas,
de investigacion, de analisis de
informacién. En estas podemos
mencionar la capacidad de anélisis
y sintesis, organizar y planificar, co-
municacion oral y escrita, habilidad
en el manejo de la computadora,
gestion de la informacién, cono-
cimiento de una segunda lengua,
solucién de problemas y toma

de decisiones. Las competencias
interpersonales, por otra parte,
involucran capacidades individua-
les relativas a la expresion de los
propios sentimientos, habilidades,
critica y de autocritica. Facilitan
los procesos de interaccion social
y cooperacion. Podemos mencio-
nar como ejemplo el trabajo en
equipo, comunicacién con profe-
sionales de otras éreas, trabajo en
ambiente laboral y compromiso
ético. Las competencias sistémi-
cas se refieren a las destrezas y
habilidades que conciernen a los
sistemas como totalidad. Requiere
como base a las anteriores. Por
ejemplo, creatividad, liderazgo y
capacidad de aplicar los conoci-
mientos en la préctica, investigar,

¢ Qué se evalta?

adaptarse a nuevas situaciones,
trabajar en forma auténoma,
gestionar y disefar proyectos.

Para evaluar estas competencias,
se sugieren algunos instrumen-
tos de evaluacién que permiten
verificar el proceso de formacién,
para corregir si es necesario,
conduciéndolo al logro de las
competencias propuestas. Estos
instrumentos deben evaluar aspec-
tos procedimentales, actitudinales
y conceptuales, por lo que deben
ser adecuados para recoger la
informacién en funciéon de las ca-
racteristicas del aprendizaje que se
pretende evaluar, es decir, permite
medir niveles de desempefio de
las competencias. De esta forma
se pueden mencionar instrumen-
tos como el cuestionario, la lista
de cotejo, la guia de observacion
y la rdbrica. Se mencionan breve-
mente caracteristicas de los instru-
mentos de evaluacidn en seguida.

CUESTIONARIO

Conocido generalmente como
examen, permite valorar los
conceptos, teorias, principios y
hechos de acuerdo con los co-
nocimientos requeridos en la
competencia a evaluar. Debe
incluir como minimo tres tipos de
reactivos (opcién mdltiple, com-
plementacién, falso-verdadero,
relacionales o preguntas abiertas).

Conocimientos
Habilidades
Actitudes

Figura 4. Qué se evalta. Fuente: Elaboracién propia.



LisTA DE cOTEJO

Permite registrar el desempe-
fo de los alumnos, evaluado a
través de la observaciéon. Pue-
de combinar la evaluacion de
procesos y productos finales.

GUIA DE OBSERVACION

Se aplica para la observacién del
desempenio, habilidades, destre-
zas y actitudes de los estudiantes
a través del disefo de situacio-
nes de aprendizaje que permi-
tan lograr las competencias.

RUBRICA

Se trata de guias de puntuacién
cuya funcién es la de describir
las caracteristicas especificas de

INSTRUMENTOS DE EVALUACION

Los indicadores de alcance nos
muestran los criterios de valora-
ciéon por excelencia al precisar
los conocimientos y habilidades

Tabla 1. Instrumentos de evaluacién. Fuente: elaboracién propia

Aspecto

Procedimental

Instrumento sugerido

Guia de observacién
Lista de cotejo
Rubrica

Conceptual

Cuestionario
Ruibrica

Actitudinal

Guia de observacién
Rubrica

un producto, proyecto o tarea en
varios niveles de rendimiento. La
finalidad consiste en esclarecer

a detalle las cualidades que se
esperan del trabajo del alumno,
valorar su ejecucién y facilitar

la retroalimentacion. Establece
pardmetros graduales de des-

que integran competencias; cada
uno tiene su ponderacion. En

la Tabla 2 se detallan los indica-
dores establecidos en los pro-
gramas del Tecnoldgico con la

Tabla 2. Descripcién de indicadores.

empenio y favorece la autoe-
valuacién de los estudiantes.

La evaluacién por competencias
también valla productos, desem-
pefos, actitudes/valores, y cono-
cimientos. La Tabla 1 propone
instrumentos para cada valoracion.

finalidad de que la evaluacion sea
fidedigna. Debera especificarse
en cada instrumento qué valor

se le determinaré de acuerdo

a la competencia a evaluar.

ﬂ
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Indicador Descripcién de indicadores Valores

Se adapta a situaciones y contextos complejos: Puede trabajar en equipo, refle-
jar sus conocimientos en la interpretacion de la realidad. Inferir comportamientos o
consecuencias de los fendmenos o problemas de estudio. Incluir mas variables en
dichos casos de estudio.

Hace aportaciones a las actividades académicas desarrolladas: Pregunta
integrando conocimientos de otras asignaturas o de casos anteriores de la misma
B asignatura. Presenta otros puntos de vista que complementan al presentado en la
clase. Presenta fuentes de informacion adicionales (Internet, documentales), utiliza
maés bibliografia, consulta fuentes en un segundo idioma.

Propone o explica soluciones o procedimientos no vistos en clase (creativi-
dad): Ante problemas o casos de estudio propone perspectivas diferentes para
abordarlos y sustentarlos correctamente. Aplica procedimientos aprendidos en otra
asignatura o contexto para el problema que se esté resolviendo.
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Introduce recursos y experiencias que promueven un pensamiento critico:
utiliza recursos de la tecnologia de la comunicacién e informacién (7ic), como las
presentaciones electrénicas con diapositivas con transiciones, animaciones entre los
elementos y la incorporacion de audio o video.

E el desarrollo de los temas de la asignatura, incorpora conocimientos y actividades

Incorpora conocimientos y actividades interdisciplinarias en su aprendizaje: En

desarrollados en otras asignaturas para lograr la competencia.

en el curso.

Realiza su trabajo de manera auténoma y autorregulada: Es capaz de organi-
zar su tiempo y trabajar sin necesidad de una supervision estrecha y/o coercitiva.
Aprovecha la planeacién de la asignatura presentada por el (la) profesor(a) y la
instrumentacion didactica para presentar propuestas de mejora de la tematica vista
durante el curso. Realiza actividades de investigacion para participar activamente

RETROALIMENTACION

El docente plasma de forma breve
y clara observaciones pertinentes
en funcién de los resultados del
estudiante. Esta retroalimentacion
es personal para cada estudian-
te, permitiéndole claridad en los
errores que pudo haber cometido
al contestar su evaluacion. Adicio-
nal a esta retroalimentacion, es de-
seable que el profesor, al entregar
las evaluaciones a los estudiantes,
tenga una breve charla siempre
en la linea de su desempeno para
motivarlo a seguir adelante y po-
ner mayor atencion a las compe-
tencias donde necesita atencion.
Todo instrumento de evaluacion
debe contar con un espacio para
la firma de conformidad tanto del
alumno como del profesor. Para el
profesor representa un respaldo
en caso alguna insatisfaccion, y
para el estudiante es un recordato-
rio de qué aspectos debe reforzar.

INSTRUMENTOS DISENIADOS Y APLICADOS

Se presentan ahora los instru-
mentos que se disefaron y apli-

caron a los estudiantes, junto
con una breve explicacion de
las competencias evaluadas y
los indicadores utilizados.

CUESTIONARIO

El cuestionario del Anexo 1 cons-
tituye una evaluacion diagndstica
que no impactara la calificacién
de los estudiantes; Unicamente
ayudard a indagar los conocimien-
tos de los estudiantes para ajustar
la instrumentacion didactica y la
planeacion del curso. Se espera
que los estudiantes tengan los
conocimientos suficientes para un
buen desempefio a lo largo del
curso. El cuestionario menciona la
competencia a alcanzar, y registra

los datos generales del estudiante.

Aunque deben mostrarse los
indicadores de alcance para cada
instrumento, en este cuestiona-
rio, no se ve reflejada ninguna
ponderacion en ellos, ya que se
trata de una evaluacién diag-
néstica. También puntualiza qué
tipo de evidencia es y el instru-
mento de evaluacion utilizado.

GUIA DE OBSERVACION

En el Anexo 2 se presenta una
Guia de observacién para el tema
1, Ndmeros reales, aplicada como
evaluacion formativa y donde se
establece la competencia a alcan-
zar, la calificacién, y las instruccio-
nes. La evidencia planteada es un
problema de aplicacién, donde se
valoraran aspectos conceptuales,
procedimentales y actitudinales,
ademas de los indicadores A, D

y F (cada uno de ellos tiene una
ponderacion especificada al final
del documento). Cuenta ademas
con los apartados de retroalimen-
tacién y firma de conformidad.

RuBRICA

En el Anexo 3 se presenta una
Rlbrica para el tema 1, Ndmeros
reales, aplicada como evaluacion
formativa, donde se establece

la competencia a alcanzar, la
calificacidn, las instrucciones. La
evidencia planteada es una serie
de ejercicios que valoran aspectos
conceptuales y procedimentales,
ademas de los indicadores A, C
y D (cada uno de ellos tiene una




ponderacion que se especifica al
final del documento). Cuenta ade-
mas con los apartados de retroali-
mentacién y firma de conformidad.

Lista DE coTEJO Y CUESTIONARIO

Se presentan como ejemplo en el
Anexo 4 una Lista de cotejo del
tema 2, Funciones, y en el Ane-
xo 5 un Cuestionario del tema 4,
Derivadas, que fueron aplicados
en distintos momentos del curso.
En ambos se muestran los indica-
dores a evaluar, la retroalimenta-
cién y el valor del instrumento.

RESULTADOS

El curso de célculo diferencial
estd compuesto por cinco temas,
y en cada uno se evalian com-
petencias tanto especificas como
genéricas; se aplicaron al menos
dos instrumentos de evaluacion,
dependiendo de la extension de
cada tema. Se tuvieron resultados
favorables que se vieron reflejados
en los diferentes instrumentos de
evaluacion. se observd que los
conocimientos adquiridos fue-
ron utilizados de forma correcta,
ademas la vinculacion con otras
materias para solucionar los pro-
blemas planteados. El incorporar
acciones como la retroalimenta-
cién en cada evidencia realizada
en los aspectos conceptuales,
actitudinales y procedimentales
que van desarrollando, ayudé a
los estudiantes a tener un segui-
miento preciso de aquellas com-
petencias no alcanzadas y tener
la oportunidad de obtenerlas.

Los indices de aprobacién in-
crementaron en dos semestres
consecutivos tras incorporar la
evaluacion por competencias, con-
siderando una muestra equivalen-
te en cada semestre al que se hace

referencia. Estos son datos que el
portal oficial del Tecnoldgico ge-
nera al término de cada semestre.

En el periodo de agosto-diciem-
bre de 2018, la evaluacion se realizd
de manera tradicional, con un
indice de aprobacién del 20.66 %

En el lapso de enero-junio de
2019 se realizé la evaluacién con
un enfoque por competencias,
con un indice de aprobacion
del 39.16 % (un aumento de 18.5
puntos porcentuales con res-
pecto al semestre anterior).

En agosto-diciembre de 2019 se
continud con la evaluacién con un
enfoque por competencias, con un
indice de aprobacion del 40.33 %
(19.67 puntos porcentuales mas res-
pecto al semestre de referencia).

Estos resultados positivos mues-
tran una mejora notoria en los
indices de aprobacién en funcion
de los mecanismos utilizados en
los instrumentos de evaluacién.
Los indicadores integrados con-
cedieron a los estudiantes mayor
confianza en si mismos a lo largo
de su proceso de aprendizaje;
implementando, adquiriendo o
desarrollando actitudes y aptitu-
des de adaptacion a situaciones
complejas, trabajo en equipo,
creatividad, pensamiento critico,
reflexivo y analitico, uso de tec-
nologias de la comunicacién e in-
formacién; ademas, los conmind a
proponer diferentes perspectivas
para resolver problemas, trabajar
de manera autorregulada, usar
conocimientos adquiridos en otras
asignaturas, entre otras acciones.

Aunque escaso en apariencia,
este aumento deja vislumbrar
una oportunidad para expandir
este trabajo y que cada vez mas
profesores se sumen a la tarea de

implementar este modelo. Los
instrumentos evolucionaran en
beneficio de los estudiantes a me-
dida que se adquiera experiencia.

COMENTARIOS FINALES

Ante el reto que representa
mejorar el aprendizaje de las
matematicas, la formacion por
competencias y, en consecuen-
cia, su evaluacidn ofrecen una
forma préctica y real de mejorar
la calidad de nuestra labor edu-
cativa. Una educacién apoyada
en el desarrollo de las capacida-
des cognitivas, afectivas, so-
cioemocionales y fisicas de los
aprendices y los capacita para
desenvolverse adecuadamen-
te en diversos contextos, tanto
profesionales como cotidianos.

Los instrumentos de evaluaciéon
dan seguimiento a lo largo del
proceso de ensefanza-aprendiza-
je, buscan que los estudiantes se
esfuercen, protagonicen su propio
desempefio y consigan resultados
positivos en su formacién integral.
Los resultados en los semestres
evaluados con enfoque en compe-
tencias mostraron un aumento en
el indice de aprobacién; ademas,
en el transcurso de las semanas,
los alumnos presentaban una ma-
yor confianza para preguntar, de-
sarrollar y discutir posibles solucio-
nes a problemas planteados; estas
son actitudes que deben poseer
los estudiantes cuando se enfren-
tan a problemas reales de trabajo.

La evaluacién por competencias
se situa en el centro del pro-
ceso educativo, ya que es una
renovacién metodoldgica que
incorpora metodologias activas
y cercanas a las realidades pro-
fesional y cotidiana. Estas estra-
tegias influyen positivamente
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en el aprendizaje; como afirma
Biggs (2005), se trata de alinear la
evaluacién con los resultados de
aprendizaje y las actividades en
aprendizaje-ensefianza a realizar.
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ANEXOS
ANExo 1. CUESTIONARIO
Tecnoldgico Nacional de México
Célculo Diferencial
CUESTIONARIO Tema 1 — Ndmeros reales
Competencias previas: Utiliza la aritmética para realizar operaciones. Emplea el dlgebra para sim-

plificar expresiones. Resuelve ecuaciones y sistemas de ecuaciones. Utiliza la trigonometria
para resolver problemas. Describe las ecuaciones de los principales lugares geométricos.

Programa: Ingenieria Semestre:
Evidencia: Evaluacion Diagndstica Fecha de aplicacion:
Nombre del Estudiante: Tiempo de realizacién: 25 min.

Instrucciones

Parte 1. Para cada pregunta, selecciona la respuesta que consideres co-
rrecta, colocando en el paréntesis la letra seleccionada.

1. ;Cual de las siguientes expresiones es la mejor aproximacion de la operacidn ((7.21)(3.96))/1.02?
( ) a) (7)E)/10 b) (M@0 ) (MEN/11 AN/ 1

2. ;Cual de las siguientes opciones muestra al niUmero 72 como un producto de factores primos?
( ) a)9 -8 b)3-3-8 C)3-3:4-2 d)33-2-2-2

3. ¢Cuénto resulta de sumar los angulos interiores de un heptagono?

( ) a) 900° b) 720° c) 540° d) 640°

4. Six esun ndmero que se encuentra entre 10y 16, entonces ;entre qué nimeros estd x + 57

( ) a)10y 12 b) 15y 20 coys d) 15y 21

5. Si el volumen de un depésito para agua de forma cilindrica es V = mir2h y el ra-
dio r = 2.5 ft, la altura h= 4 ft, jcudl es la méaxima capacidad del depdsito?

( ) a) 25T ft3 b) 10m ft3 c) 32.5m ft3 d) 20.5m ft3
6. ;Qué expresion es equivalente a a(a2 + 3a — (6a2 — a))?

( ) a)—5a2+4a b)sa3-—2a c) 5a3 — 4a?2 d) —5a3 + 4a2
7. Al desarrollar el binomio (m — n)2 se obtiene:

( ) a)m2 —n2b) b)m2 - mn-n2 c)m2 + 2mn — nd) m2 — 2mn + n2
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12
8. Al racionalizar el numerador de la expresidn 4a—+a resulta:

e 1ot lex'-a -1 16a -

1] +a ) 4a—va ) da++m y 1
a 4a —
Va

: 9. La ecuacién que corresponde a una recta es:
omm

v () 4  y=6x2+2 b  3=F3 o) xp=1 d) —

ﬂ. 10. José se encuentra empacando latas de atin en una caja, cada caja tiene la capacidad para 14 latas. Si
José tiene 1440, ;Cuél es el menor nimero de cajas que José requiere para empacar todas las latas?

( ) a) 100 b) 140 c) 102 d) 103
Parte 1. Indica si el enunciado es verdadero colocando una V, o falso una F, en el interior de los paréntesis.
( ) Circunferencia y circulo significan los mismo.

( ) Una circunferencia es el lugar geométrico descrito por los pu-
tos P(x, y) tales que su distancia a un punto fijo llamado centro es constante.

( ) El 4rea de una esfera de radio r estd dada por A = 47r2.
( ) La suma de los angulos interiores de un tridngulo es igual a 1 radianes.
( ) Para determinar la ecuacién de una recta se requiere de conocer dos puntos.

Parte . Relaciona la expresion de la columna de la izquierda con el resulta-
do de la derecha, colocando la letra correspondiente en el paréntesis.

El drea superficial de un cubo de arista dos ( ) a) 24
El perimetro de un tridngulo equilatero de lado cuatro ( ) b) 12
El perimetro de una circunferencia de radio tres ( ) c) 6T
El volumen de un cono de radio uno y altura tres ( ) d) 3m
La magnitud del segmento que va de A(0,0) a B(3,4) ( ) e) 5

. Indicador de alcance Método de evaluacidon

Instrumento

Evidencia de aprendizaje

Evaluacién diagnéstica Cuestionario

PadiUAQ | Vol. 5 Ndm. 10 | julio-dicembre | Facultad de Ingenieria | Universidad Auténoma de Querétaro



ANEXO 2. GUIA DE OBSERVACION
Tecnoldgico Nacional de México
Caélculo Diferencial
CUESTIONARIO
GUIA DE OBSERVACION Tema 1 — NUmeros reales
Competencias: Aplica las propiedades de los nimeros reales, desigualdades de pri-

mer y segundo grado con una incégnita, asi como desigualdades con valor ab-
soluto para representar las soluciones en forma gréfica y analitica.

Calificacién: /20
Programa: Ingenieria Semestre:
Evidencia: Solucidn de un problema de aplicacién Fecha de aplicacion:
Nombre del Estudiante: Tiempo de evaluacién : 20 min

Instrucciones

1. El docente llenara la guia de observaciéon en funcién de la calidad de desempefio de los estudiantes.

2. Se marca con una “x" si cumple o no con el criterio.

3. Se llenaré el apartado “Puntos” con los puntos que conside-
re corresponden con la calidad del desempefio.

4. El puntaje maximo de la evaluaciéon es de 20 puntos.

5. Realizar la sumatoria.

Inicia con una introduccién
1 al tema para plantear la 2
solucién al problema

Explica de manera correc-
2 |tay precisa las leyes de los 2
numeros reales utilizadas

Plantea mediante un es-
quema el problema con
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Presenta la ecuacién plan-
teada para la resolucién

Desarrolla correctamente
el procedimiento

Presenta la solucién al pro-
blema de manera correcta

PadiUAQ

Manifiesta seguridad,
7 muestra contacto visual 2 A
hacia el publico.

Incluye en su desempefio

8 .0 C g 2 D
imagenes 6 gréficos
5 Respeta el tiempo de ex- 5 £
posicén establecido
Puntaje Maximo: 20 Puntos Puntaje Obtenido:

Firma de conformidad:

Indicador de alcance Método de evaluacidon

Evidencia de aprendizaje

Instrumento

Resolucion de un problema

ANEXoO 3. RUBRICA

Tecnoldgico Nacional de México
Caélculo Diferencial
RUBRICA  Tema 1 — NUmeros reales
Competencias: Aplica las propiedades de los nimeros reales, desigualdades de pri-

mer y segundo grado con una incégnita, asi como desigualdades con valor ab-
soluto para representar las soluciones en forma gréfica y analitica.

PadiUAQ | Vol. 5 Ndm. 10 | julio-dicembre | Facultad de Ingenieria | Universidad Auténoma de Querétaro

Calificacion: /20
Programa: Ingenieria Semestre:
Evidencia: Ejercicios Fecha de aplicacion:
Nombre del Estudiante: Tiempo de evaluacién: 20min

Instrucciones: El docente llenara la ribrica en funcién de desempefio del estudiante.



Indicador

Excelente

Suficiente

Insuficiente

Puntos

Comprension
del problema

Identifica e inter-
preta con claridad
los datos plantea-
dos en la parte |,
obteniendo los 10
ejercicios correctos

Identifica e inter-
preta los datos
planteados en la
parte |, obtenien-
do por lo menos 7
ejercicios correctos

Identifica datos
planteados en la
parte |, obte-
niendo por lo
menos 4 de ejer-
cicios correctos

No identifica ni
interpreta con
claridad los da-
tos planteados
en la parte I.

Estrategia de

Analiza las expre-
siones planteadas y
resuelve correcta-

Analiza las expre-
siones planteadas
y resuelve correc-

Analiza las
expresiones
planteadas y

resuelve correc-

No analiza las
expresiones

solucién mente los 10 ejerci- | tamente por lo tamente por lo planteadas.
cios de la parte I. | menos 7 ejercicios. | menos 4 ejerci-
cios.
10 puntos 7 puntos 4 puntos 0 puntos
Analiza correcta Analiza correcta- . Analiza las
mente las exoresio mente las expresio- |  expresiones No analiza
X 10-
nes Ianteagas on | NS planteadas en | planteadas en la | correctamente
Soluciénal ||, par[?ce Iy resuelve la parte 11y resuel- | parte iy resuel- | las expresiones
problema : te loss | Ve POr lo menos 3 | ve por lo menos | planteadas en la
correctamente los o L
. L ejercicios correcta- | 2 ejercicios co- parte Il
rimeros ejercicios.
P J mente. rrectamente.
8 puntos 5 puntos 3 puntos 0 puntos
Analiza los plan- . Analiza los plan-
teamientos de la teamientos de la
arte Il v contesta parte Il y contesta No responde
Analisis del czrrectar);ente los 2 correctamente uno ningun ejercicio
resultado ejercicios de los dos ejerci- correctamente.
. ’ cios.
Indicadoray c .
Indicadoray c
4 puntos 2 puntos 0 puntos

Presentacion
del resultado

Analiza los plan-
teamientos de la
parte Iv y contesta
correctamente los

Analiza los plan-

teamientos de la
parte Iv y contesta
solo uno de los dos

No responde
ningun ejercicio

S ejercicios correcta- correctamente
dos ejercicios. mente
Indicadordy ¢ . )
y Indicadordy c
8 puntos 4 puntos 0 puntos

Retroalimentacion:

Firma de conformidad:

Evidencia de aprendizaje

Ejercicios

Indicador de alcance

Método de evaluacién

Instrumento

Rubrica
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ANEXO 4 LISTA DE COTEJO
Tecnoldgico Nacional de México
Célculo Diferencial
LISTA DE COTEJO Tema 2 — Funciones

Competencias: Analiza definicién de funcién real e identifica tipos de fun-
ciones y sus representaciones graficas para plantear modelos.

Calificacion: /20
Programa: Ingenierias Semestre:
Evidencia: Proyecto fase 1 Fecha de aplicacion:
Nombre del Estudiante: Tiempo de realizacién: 25 min.

Instrucciones:

1. El profesor llenaré la lista de cotejo en correspondencia de la ca-
lidad del proyecto presentado por el equipo.

2. Marcar con una “X" en la celda que corresponda si cumple o no con el aspecto solicitado.
3. Colocar los puntos logrados en cada aspecto.

4. Realizar la suma y colocar el resultado en la celda correspondiente.

Presenta el intervalo correcto de valores que pue-
de tomar x para el largo de la caja.

Aspecto a evaluar Valor (pun- | Indicador de Puntos
El proyecto “caja de carton”: tos) alcance
1 3

Presenta el intervalo correcto de valores que pue-
de tomar x para el ancho de la caja.

Describe la expresiéon correcta para el calculo del
volumen de la caja en términos de x.

Presenta el intervalo de valores correcto para el
volumen cuando x va de 2a 6 cm.

Se presenta a través de un documento con un

5 o , 1 e
méaximo de dos faltas de ortografia.
Se presenta con una portada que incluye al menos:
6 | nombre del instituto, titulo del proyecto y nombre 1 f
de los integrantes.
7 Se elabora en equipo de tres integrantes 1 a
8 Incorpora conclusiones adecuadas con el tema. 3 a
Puntaje maximo 20 Puntaje obtenido

Retroalimentacion: Firma de conformidad
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- Indicador de alcance Método de evaluacién =
Evidencia de aprendizaje O
Instrumento S
N
N
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ANEXo 5. CUESTIONARIO
17

Tecnolégico Nacional de México
Calculo Diferencial
CUESTIONARIO Tema 4 — Derivadas

Competencias: Utiliza la definicion de derivada para el anélisis de funciones y el célculo de derivadas.

Programa: Ingenierias Semestre:
Evidencia: Ejercicios Fecha de aplicacion:
Nombre del Estudiante: Tiempo de realizacién: 50 min.

Instrucciones.
Parte | (valor 5 puntos)
Senala si la proposicién es verdadera colocando una (V) o falsa con una (F) dentro del paréntesis.
1. () Lapendiente m es una razén de cambio.

lim 2%
2. () El ax—nax se denomina razén de cambio media de la funcién.
3. () Siunafuncién es diferenciable en un punto a entonces es continua en a
4. () Siunafuncién es continua en un punto a entonces es diferenciable en a.
5. () La derivada de un producto es el producto de sus derivadas.
Instrucciones.
Parte 11 (Valor: 10 puntos)
Completa la siguiente tabla, completandola con lo que se indica:

Para que tu respuesta sea considerada como vélida, es necesario anexar el procedimiento.

—_

y_
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I T
y=( xN + x- )N /)

y=e( x+)

Instrucciones.
Parte i (Valor: 10 puntos)
Completa la siguiente tabla, completandola con lo que se indica:

Para que tu respuesta sea considerada como valida, es necesario anexar el procedimiento.

Funcién Derivada Diferencial

f(x)=xcosx

Instrucciones.

Parte v (Valor: 12 puntos)

Para que tu respuesta sea considerada como vélida, es necesario anexar el procedimiento.

Una epidemia de gripe se estd propagando en algin pais. Con base a epidemias semejantes que se han pre-
sentado con anterioridad, los epidemidlogos han formulado una funcién matematica con la que se el nimero
de personas que se contagiaran con la epidemia, y es la siguiente: n=f(t)=-.3tA3+10t"2+300t+250 donde: n re-

presenta el numero de personas afectadas t representa el tiempo ,medido en dias ,desde la deteccidn inicial.

Con dominio restringido de 0<t<30



Si se usa la funcion de estimacidn:

() ;Cuéntas personas se espera que contraigan la enferme-
dad al cabo de 10 dias? Indicador A valor 4 puntos

a) 3950 personas b) 7850 personas ) 2500 personas

() ;Cuél es la razdn instantdnea de cambio a la que se espera que la en-
fermedad se propague cuando t=11? Indicador B valor 4 puntos

a) 400 personag/dia b) 410 personas/dia c) 411 personas/dia
() ¢Y cuando t=12 ? la enfermedad: Indicador D valor 4 puntos
a) aumento b) disminuyo c) se mantuvo igual

Instrucciones.
Parte v (Valor: 3 puntos)

Encierra en un circulo la letra o letras que consideres que sean verdaderas a la siguiente pregun-
ta: ;Cuél o cuéles de las siguientes funciones es derivable para cualquier valor del dominio?

W }--
lq»
i NP, W
0 1 2
a) b) c)
Retroalimentacion: Firma de conformidad

- Indicador de alcance Método de evaluacidon
Evidencia de aprendizaje

% A B C D E F Instrumento P C A

Ejercicios Cuestionario
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RESUMEN

Existen al menos diez formas de
representar una misma molécula;
esta variedad dificulta el estudio
de la quimica organica. ;Por qué
existen tantas maneras? ;Qué
problemas conlleva a la practica
docente? La complejidad de las
moléculas orgénicas, asi como sus
reacciones, exige una variedad
de modalidades de representa-
cién para comprender mejor los
temas. La gama de representa-
ciones es parte de la didactica
de quimica organica, y la finali-
dad de este articulo es ilustrarla
utilizando moléculas comunes
en la practica didactica e indi-
cativas de las diferentes formas
de representacion semidtica.

Palabras clave: Didacti-
ca de quimica, representa-
cidén semidtica, moléculas.

ABSTRACT

One of the great difficulties when
studying organic chemistry are
the many different ways of rep-
resenting the same molecule.
There are at least 10 forms of
molecular representation. Why
are there so many ways? What
problems does it bring to the
teaching practice? The complexity
of organic molecules as well as
their reactions makes it neces-
sary to have a variety of forms of
representation to better under-
stand the subjects. The range

of representations is part of the
didactics of organic chemistry, the
purpose of this article is to show
that range using molecules that
are common in didactic practice
and indicative of the different
forms of semiotic representation

Keyword: Chemistry didactics, se-
miotic representation, molecules.

RESUME

L'une des grandes difficultés lors
de |'étude de la chimie organique
réside dans les différentes ma-
niéres de représenter une méme
molécule, au moins on peut dire
qu'il existe 10 formes de représen-
tation moléculaire. Mais pourquoi
y a-t-il tant de fagons ? Quels pro-
blemes cela pose-t-il a la pratique
de I'enseignement ? La complexité
des molécules organiques ainsi
que leurs réactions rendent néces-
saire d'avoir des formes de repré-
sentation variées pour mieux com-
prendre les enjeux. L'éventail des
représentations fait partie de la
didactique de la chimie organique,
le but de cet article est de mon-
trer I'éventail des représentations
utilisant des molécules courantes
dans la pratique didactique et
indicative des différentes formes
de représentation sémiotique

Mots-clés : Didactique de
la chimie; représentation sé-
miotique; molécules.

INTRODUCCION
MARCO TEGRICO

REPRESENTACION SEMIOTICA EN LA
ENSENANZA DE LA QUIMICA. LEN-
GUAJE EN QUIMICA.

La semidtica se ocupa del estudio
de los signos (Eco, 2000). Signo es
todo sustituto significante de cual-
quier cosa. Es resultado provisio-
nal de reglas de codificacion que
establecen correlaciones transito-
rias entre los elementos. Una fun-
cién semidtica puede definirse en
si misma y en relacién con las pro-
pias posibilidades combinatorias
dentro de contextos diferentes. La
produccion de signos es posible
gracias a las reglas previstas por
el cédigo y con frecuencia este se



entiende no solo como regla de
correlacién, sino también como
conjunto de reglas combinatorias.
Asi, al entrecruzamiento de las
circunstancias y las presuposicio-
nes se anuda el de los codigos y
los subcddigos para convertir cada
mensaje en una forma vacia a la
que pueden atribuirse varios sen-
tidos posibles; en otras palabras,
la multiplicidad de los cédigos y la
indefinida variedad de los contex-
tos hace que un mismo mensaje
sea descifrable desde puntos de
vista diferentes y por referencia a
sistemas convencionales distintos.

Por su parte, Flamini (2012) men-
ciona que el concepto de estruc-
tura molecular es central para la
quimica, especialmente en los
desarrollos de geometria molecu-
lar o estereoquimica. Las repre-
sentaciones asociadas a describirla
cobran un rol protagénico en

la producciéon de aprendizajes
significativos. Entre los obstaculos
del aprendizaje de la quimica se
encuentra el manejo del lenguaje
altamente simbdlico y formalizado;
este incluye representaciones que
ayudan a la comprension de lo no
observable, por ejemplo, la co-
nectividad y distribuciéon espacial
de los &tomos en una molécula.

La quimica resulta multimo-
dal, ya que recurre de ma-
nera simultdnea a diferentes
lenguajes (Flamini, 2012):

e Verbal: descripcion e interpre-
tacién de fendmenos.

e Visual: hechos macroscopicos
observados y realizados en
laboratorio.

e Gréafico: uso de modelos tridi-
mensionales.

e Formal: uso de simbolos, for-
mulas y reacciones.

A menudo se muestra una mo-
lécula a través de un dibujo o un

modelo (a veces més de uno).
Los nlcleos atdmicos se indican
con letras o esferas de plasti-

co; los electrones que los unen,
con lineas, puntos o varillas. Sin
embargo, estas aproximaciones
son Utiles solo si entendemos a
qué corresponden (Flamini, 2012).
Por anadidura, la combinacién
de la semidtica con la teoria
estructural y la hibridacién del
carbono ocasiona las diferentes
formas de representacion de
moléculas organicas. Pero no
solo nos atafien estos conceptos,
sino también su relacién con la
didactica de la quimica organica.

Para Villasenor (2013), la iden-
tidad y la comunicacién son
esenciales en los procesos de
ensefanza-aprendizaje. La quimi-
ca organica utiliza representacio-
nes quimicas llamadas férmulas
para identificar las moléculas

en un lenguaje escrito. Estas
contemplan tres niveles basicos
de la estructura molecular:

Composicién: Se refiere a los
elementos presentes en la molé-
culay el nimero de atomos de
cada uno. La férmula se constituye
por los simbolos de los elemen-
tos en el compuesto ordenados
alfabéticamente (con excepcidn
del carbono e hidrégeno, que se
colocan al principio también por
alfabeto) y con un subindice en
cada simbolo que indica el nimero
de dtomos de cada elemento.

1. Constitucién: El tipo 'y
nimero de enlaces. Se re-
presenta por las férmulas
semidesarrolladas, desa-
rrolladas o de enlace-linea.
En los tres casos, ademas
de la informacién que
expresa la férmula mole-
cular (punto anterior), se
explicita cuales dtomos
estan unidos entre si.

2. Configuracién: Expone
la disposicion espacial
de los atomos o de los
grupos unidos a un ato-
mo estereogénico. Para
expresarla, se utilizan las
representaciones este-
reoquimicas como las de
Newman, de Fischer, de
caballete o de sillay bote.

3. Conformacién: Exhibe
los distintos arreglos de
una molécula obtenidos
por el giro en torno a los
enlaces sencillos. El impe-
dimento estérico restrin-
ge estos giros segun el
volumen que ocupan los
grupos unidos al carbono.

NIVELES DE APRENDIZAJE EN LA QUIMICA

En apariencia, la quimica es la
ciencia de los sentidos (Loren-

20, 2010). Méas vinculados con

la técnica que con lo cientifico,
desde sus origenes los quimicos
se han valido de la percepcién a
través de la experiencia directa.
No obstante, para comprender
los fenémenos a su alrededor, se
vieron obligados a trascender esa
informacién sensorial y desarrollar
complejos sistemas de simbolos.
En la quimica, tal como la cono-
cemos hoy, existen tres niveles de
visualizaciéon: macroscépico, sub-
microscopico y simbdlico. Naka-
matxu (2012) explica que parte de
la dificultad del aprendizaje de

la quimica radica en que requie-
re multiples niveles (Figura 1).

* El nivel macroscépico es la
quimica recibida a través de los
sentidos, la realidad observable,
aspectos, olores, texturas, etc.

* El nivel submicroscépico se
basa en modelos tedricos y
comprende la estructura de la
materia, las particulas basicas,
los &tomos, las moléculas y los
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T

Simbalico

Figura 1. Niveles de aprendizaje de la quimica.

cristales. Es necesaria una gran
capacidad de abstraccién e
imaginacion.

e El nivel simbdlico involucra la
expresion de las sustancias,
simbolos, férmulas y ecuacio-
nes mediante una nomenclatu-
ra que permita manifestar de
forma clara los otros niveles.

GEOMETRIA TRIDIMENSIONAL DE MO-
LECULAS ORGANICAS

La teoria estructural, base de la
quimica organica, se ha formado
por la reunién de millones de
datos sobre los compuestos orga-
nicos para explicar y comprender
sus propiedades. Describe cémo y
en qué orden se unen los atomos
para formar moléculas y el modo
de distribucion de los electrones

a su alrededor; también clasifica

las formas y tamafios molecula-
res. Desde este punto de vista,
los simbolos de los compuestos
nos permiten comprender las
propiedades fisicas y el compor-
tamiento quimico de un com-
puesto aun cuando no lo conoz-
camos (Morrison y Boyd 1998).

TETRAVALENCIA DEL CARBONO

El carbono se localiza en el gru-
po 14 (IV A) de la tabla periddica
y tiene una peculiaridad: la po-
sibilidad de formar cadenas de
longitudes variadas con otros
adtomos de carbono. Esto explica

la multitud de compuestos organi-

cos existentes (Hernandez, 2017).

El 4tomo de C tiene 6 electrones
distribuidos en dos niveles de

energia; su configuracién elec-
trénica es: 1s,, 2s?, 2px’, 2py'. El
primer nivel estd completo con
dos electrones y el segundo tiene
exactamente la mitad de los elec-
trones necesarios para completar
su octeto, por lo tanto, es capaz
de formar cuatro enlaces covalen-
tes con los d&tomos vecinos para
completar su octeto (Chang, 2021).

HIBRIDACIONES DEL CARBONO

De acuerdo con evidencias ex-
perimentales, el carbono tiene
una geometria espacial no plana
(Chang, 2021), segun el tipo de
enlace con carbonos vecinos.
Este hecho solo puede expli-
carse a través del concepto de
hibridacion (ver la Tabla 1).



Tabla 1. La hibridacién y la geometria molecular

Orbitales atémicos que se
hibridan

Hibridacion Orbitales obtenidos | Geometria y angulo Enlace y ejemplo

! or‘bltal s 4 orbitales hibridos
sp’ 3 orbitales 2p: .
2pX, 2py, 2pz P
120"
1 orbital 2s 3 orbitales 3 *\‘
- . sp
. 2 orbitales 2p: hibridos sp?
P 2pX, 2py 1 orbital atébmico AT
2p: 2pz o
1Ba”
. 2 orbitales e g
1 orbital 2s oW ,// \
sp 1 orbital 2p h|‘br|dos P =9
2 orbitales atomi- 5 5
2px Lingar
cos 2p: 2py 2pz

GEOMETRIA TRIDIMENSIONAL

Como se puede ver en la tabla 1,
los enlaces dobles y triples del
carbono pueden plasmarse en un
plano, sin embargo, la geometria
tridimensional del enlace sencillo
C-C con hibridacion sp® es tetraé-
drica y su representacién plana es
complicada. El carbono se encuen-
tra en el centro del tetraedro, y los
4 4tomos vecinos en sus vértices.

Esta geometria tridimensional

dificulta dibujar los compuestos Modelo molecular del carbono sp3 Tetraedro
organicos en un plano y obliga a . o . S
9 ‘p y 9 Figura 2. Geometria tridimensional del carbono con hibridacién sp?
desarrollar las diferentes estrate-
gias semidticas para graficar las

moléculas organicas (Figura 2).
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se les llama isdémeros (del griego quimica organica. Su importancia
IsomERIA oo = igual y yepoo = parte). Los radica en la diversidad de las mo-

isbmeros contienen igual nimero léculas de este tipo en la naturale-
Una molécula es un agregado de de las mismas clases de 4tomos, za y cuan desiguales pueden llegar
por lo menos dos dtomos en una pero sus enlaces son distintos. a ser para el metabolismo de los
configuracién definida, manteni- Son compuestos diferentes por- seres vivos o las desemejanzas
dos juntos por fuerzas interaté- que sus estructuras moleculares que comparten en cuestion de
micas llamadas enlaces quimicos divergen (Morrison y Boyd 1998). propiedades fisicoquimicas de los
(Recio 2012). Cada compuesto se materiales de uso comin. Segun
identifica por una férmula, pero La isomeria constituye uno de lo anterior, los tipos de isomeria se

algunos la comparten; a estos los temas mas significativos en la dividen en estructural y espacial:
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ISOMERIA ESTRUCTURAL

¢ Isomeria de cadena / esque-
leto. Los isdmeros de este tipo
difieren entre si en la longitud
de la cadena. Uno de ellos es
lineal y los demas tienen cade-
nas mas cortas con sustituyen-
tes en ellas; es decir, presentan

Padi

diversos esqueletos o estructu-
ras. Por ejemplo, el butano y el
metilpropano, ambos C4H10, se
distinguen por la longitud de la
cadena principal (Figura 3).

¢ Isomeria de posicion. La
presentan aquellos compuestos
en los que alguna ramificacién
o grupo funcional esta unido a
la cadena principal en diferente
posicion. El 2-metilhexano y el
3-metilhexano, ambos C7H1s,
difieren solo en el nimero que
indica la posicion de la ramifica-
cion (Figura 4).

¢ Isomeria funcional. La de
aquellos compuestos que, al
tener conectividades de ato-
mos alternativas, generan sus
propios grupos funcionales en
la cadena. El butanal y la buta-
nona son aldehido y cetona res-
pectivamente, ambos C4HgO.
El nombre de estos isdmeros
varia en la terminacidn; esta
indica el grupo funcional de la
molécula (Figura 5).

CH»
HaC” py 3

Butano

i
CH
-
HiC™  “CH,

Metilpropano
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Figura 3. Isomeria de cadena.

CH _CH, _CH
“TeH,  tH,

2-metilhexano

CH, CH, _CH
iz el 3
HiC "‘(I;H CHy

CHy

3-metilhexano

Figura 4. Isomeria de posicién

_CH
HiC “cHj

Butanal

]

C.._ _CH
HiC™ cHy -

Butanona

Figura 5. Isomeria funcional.

ESTEREOISOMERIA O ISOMERIA ESPACIAL

Isomeria geométrica o cis-
trans. Se presenta cuando

hay rotacién impedida entre
dos 4tomos de carbono, como
en los dobles enlaces y los
compuestos ciclicos. Se ejem-
plifica en el cis-2-buteno y el
trans-2-buteno (C4H8), asi como
en el cis-1,2-dimetilciclohexano
y el trans-1,2-dimetilciclohexa-
no (CsH1¢). El prefijo que se
agrega al nombre define estos
compuestos (Figura 6).
Isémeros conformacionales.
Como los enlaces sencillos
C—C tienen la libertad de ro-
tar, dos isdmeros conformacio-
nales pueden interconvertirse
sin ruptura de enlaces, solo por
rotacion. La energia de estos
isdbmeros depende de si los
sustituyentes estan eclipsados
o alternados. El nombre no
cambia, es el mismo compues-
to en dos estados energéticos

ocasionados por la interaccion
de los grupos vecinos (Figura 7).
Enantiémeros o isomeros es-
peculares. Cuando la molécula
contiene un carbono quiral, en
el que los cuatro sustituyentes
no son iguales. Los isébmeros
solo se distinguen por ser uno
imagen especular del otro. A
uno de ellos se le denomina

R (rectus) y al otro S (sinister)
siguiendo la jerarquia de los
grupos unidos al carbono
quiral. Las propiedades fisicas
y quimicas son iguales para
ambos, a excepcién de aque-
llas que dependen de dicha
geometria. Los enantiomeros
no se pueden interconvertir sin
romper enlaces. Un ejemplo de
enantidmeros es el 2-butanol,
que existe en sus formas Ry S
(Figura 8).

Hfr,, @H H, CH3
ﬁ'\ v, >
HsC CHy < %

cisy trans-2-buteno

H___ H H}i CH.

HiC  CHy  H,d H

cisy trans 1,2-dimetilciclohexano

Figura 6. Isomeria geométrica.

H
cH,EHs CH,
H H H
H
Hiy H CH,
Forma eclipsada / Forma alternada

Figura 7. Conférmeros del butano

OH HClJ
C

|
G

C., w
HyC™™ \" H{ CH,
CH2'CH3 H3C'C 2

R-2-butanol / S-2-butanol

Figura 8. Enantiémeros.



METODOLOGIA DIDACTICA

Para ilustrar la diversidad de
formas de representacién de una
molécula, la composicién y estruc-
tura de una sustancia, asi como el
transito de una forma a otra, se eli-
gieron dos moléculas: la de serina
y la de ciclohexano. La representa-
cién mas favorable para el apren-
dizaje depende del tema a estu-
diar dentro de la quimica organica.

La serina es un aminoéacido esen-
cial en las cadenas de proteina
de los organismos. El cuerpo
humano debe sintetizarla porque
mantiene en orden el sistema
nervioso (Carey 2008). A pesar

de su sencillez, esta molécula

se selecciond porque se adapta
a casi todas las representacio-
nes simbdlicas. A continuacién,
se enlistan sus caracteristicas.

e Cadena hidrocarbonada de
solo tres carbonos;

e cuatro elementos: C, H, Oy N;

e tres grupos funcionales: acido
carboxilico, amino y alcohol,

e un carbono quiral o asimétrico:
cuatro grupos diferentes unidos
al carbono.

El ciclohexano es una molécu-

la ciclica. Sirve para explicar las
diferentes conformaciones y la
configuracién geométrica cis-trans
de un anillo de 6 &tomos; este
conocimiento es aprovechable
cuando se estudian los carbohi-
dratos que tienden a cerrarse en
ciclos de 6 dtomos, aunque uno de
ellos no sea carbono sino oxigeno.

DIVERSIDAD DE FORMULAS Y REPRESEN-
TACION DE MOLECULAS ORGANICAS

FORMULAS MOLECULARES
FORMULA CONDENSADA O COMPACTA

En esta representacion se coloca
el simbolo del elemento y la can-
tidad de atomos presentes en la
molécula. En quimica orgénica se
inicia con el &tomo de carbono se-
guido del &tomo de H, posterior-
mente O, N, y demas elementos
en orden alfabético. Por ejemplo,
la férmula molecular de la serina
es C3H703N; dicho en lenguaje
natural, la molécula de serina
estad formada por tres atomos de
carbono, siete de hidrégeno, tres
de oxigeno y uno de nitrégeno.
Esta informacion es suficiente
solo cuando se desea realizar
célculos de composicién, masa
molecular y estequiométricos.

FORMULAS MINIMA Y MOLECULAR

Para determinar la férmula mole-
cular de una sustancia, se realizan
operaciones analiticas que primero
determinan cualitativamente los
elementos presentes y posterior-
mente analizan cuantitativamen-
te la proporcién de cada uno.

Se obtiene entonces la férmula
empirica o minima de la molécula;
es decir, indica qué elementos hay
y la relaciéon minima de ndmeros
enteros entre sus atomos, pero no
necesariamente el nimero real de
atomos presentes en la molécula.
Una férmula molecular si precisa
el nUmero de dtomos de cada ele-

mento. La férmula minima del ci-
clohexano es CH2, pero esta infor-
macién solo indica que por cada
atomo de carbono hay dos dtomos
de hidrégeno; hasta no determinar
la masa molecular, es imposible
saber que la formula molecular co-
rresponde a seis veces el nimero
de atomos de cada uno CsH12.

FORMULAS ESTRUCTURALES

FORMULAS DESARROLLADAS O ESTRUC-
TURALES PLANAS

Indican en un plano la estructura
de la molécula, se muestran todos
los &tomos y la forma de enlazarse
mediante guiones sencillos, dobles
o triples. Este tipo de férmula no
considera importantes los enla-
ces entre los dtomos (Figura 9).

H
H H H 0*’
H, | | I
S
H N._
H” H

Figura 9. Férmula desarrollada de la
serina.

FORMULA SEMIDESARROLLADA

Como su nombre lo indica, es

en parte desarrollada y en parte
compacta. Evita mostrar enlaces
que no son de interés para resaltar
los que si, por ejemplo, cuando se
estudian los grupos funcionales o
mecanismos de reaccién. Puede
mostrar los pares electronicos

o cargas en los elementos que

los tienen. A falta de un editor

de moléculas, puede escribirse
de manera lineal (Figura 10).
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OHCH:-CH(NH:)-COOH

C|JH
CH,
o)
+ ‘ Y/,
H, N—C—C/
| N
H (@)

i
HO-CH,-CH—-C—OH

|
NH,

Figura 10. Férmulas semidesarro-
lladas de la serina.

ESQUELETO CARBONADO

El esqueleto carbonado de un
compuesto se muestra en zigzag,
se omiten los 4tomos de carbo-
no e hidrégeno y se ilustran los
enlaces. Cada pico de la cadena es
un &tomo de carbono y se sobren-
tiende que la molécula contiene
los hidrégenos necesarios para
cumplir con la tetravalencia del
carbono. Cuando las moléculas
contienen heterodtomos (dtomos
diferentes de carbono e hidrége-
no), los vértices o los extremos

de linea se reemplazan por el
simbolo del heteroatomo, agre-
géndole los hidrégenos que le
corresponden. La rapidez de este
modelo es Gtil cuando se requiere
escribir la formula repetidas veces,
aungue su uso exige una mayor
abstraccion (ver la Figura 11).

OH

OH
NH;

Figura 11. Férmula de esqueleto
carbonado de la serina.

Por otra parte, las féormulas poli-
gonales zigzagueantes destacan
los segmentos que las constituyen;
es decir, indican los carbonos que
forman el compuesto. Esa herra-
mienta pedagdgica corresponde
en cierta medida a la conforma-
cién mas estable de algunos com-
puestos, pero se contrapone a la
geometria de otros (Cerdn, 2013).

REPRESENTACION TRIDIMENSIONAL UTI-
LIZANDO CUNAS Y LINEAS PUNTEADAS

En este método, la orienta-
cién espacial de un dtomo en
el espacio se muestra usando
tres tipos de lineas para de-
notar las uniones: simples, en
forma de cufas y punteadas.

Una linea simple re-
presenta una union que esta

sobre el plano del papel.

Una cufa sélida repre-

senta una unioén que sale hacia
el frente del plano del papel.

-------- wmin Una cuna puntea-
da o intermitente represen-
ta una unién que va hacia
atras del plano del papel.

Esta representacion se utiliza
en el estudio de temas como la
hibridacién, la geometria mole-
cular, los centros asimétricos, la
estereoisomeria, y la actividad
Optica, entre otros (Figura 12).

0O

HO OH

HoN H
Serina

Figura 12. Representacién tridi-
mensional utilizando cufas y lineas
punteadas.

Vista del tetraedro

Figura 12. (Continuacion) Repre-
sentacién tridimensional utilizando
cufas y lineas punteadas.

PROYECCION EN CABALLETE

La proyeccién de caballete consis-
te en observar un par de dtomos
de carbono en perspectiva desde
un angulo de 45°. El carbono mas
préoximo al observador se encuen-
tra abajo y a la derecha, mientras
que el mas alejado esta arriba a

la izquierda. Este modelo permite
dibujar las moléculas en un plano
bidimensional y comprender su
disposicion espacial tridimensio-
nal; es eficaz para el estudio de

la estereoquimica y las diferentes
conformaciones al girar libremente
el enlace sencillo C—C, siempre

y cuando se comprenda el impe-
dimento estérico y la energia que
tendran las conformaciones eclip-
sada y alternada (ver la Figura 13).

OH

COOH

H
NH,

Forma eclipsada

HOOC

H

H

NH.,

Forma alternada

Figura 13. Proyeccién de caballete
de la L-serina.



ProyeccioNEs DE FiScHER

Fischer aplicé esta forma de repre-
sentacion para estudiar los multi-
ples ismeros de los carbohidra-
tos; la proyeccion coloca la cadena
hidrocarbonada verticalmente y
toma la vista superior o de planta.
La molécula se proyecta sobre el
plano horizontal y los enlaces se
muestran con lineas verticales y
horizontales en forma de cruz: las
horizontales representan los angu-
los que se acercan al observador, o
sea los que se levantan del papel;
y las verticales representan los
enlaces que se dirigen hacia atras
del papel; las letras D y L denotan
la posicién del grupo funcional

del pendltimo carbono que se
encuentra a la derecha o izquierda
respectivamente (ver la Figura 14).

CO0H
D
H NH,
CH E{JI |
D-serina
COOH
hH,, H
L
CH,,OH

Proyeccién de Fisher

L-serina

Tetraedro

Figura 14. Proyeccién de Fischer de
la serina.

ProyeccioNEs DE NEWMAN

Se trata de una forma de repre-
sentacion bidimensional util para
visualizar conformaciones en un
enlace simple carbono-carbono.
Consiste en observar la molécula
de frente, a lo largo del enlace
que une a dos dtomos de carbono,
y proyectarla sobre el plano de
forma que los grupos unidos al
dtomo de carbono mas préximo
al observador se dibujan enlaza-
dos al punto central de un circulo
que representa al atomo; los del
mas alejado se esquematizan
como si partieran desde atras del
circulo y, por tanto, sus enlaces
solo son visibles parcialmente.

La proyeccion de Newman, al
igual que la de caballete, sirve en
el estudio de la estereoquimica

y las diversas conformaciones

de una molécula (Figura 15).

HO COCH

H
NH 7

Forma eclipsada
COCH

OH H

NH H

H
Forma alternada

Figura 15. Proyecciéon de Newman de
la L-serina

Cuando la molécula contiene un
carbono quiral, su vista se hace
directamente hacia dicho carbono.
Se muestran Gnicamente los tres
grupos de mayor jerarquia unidos
al carbono quiral sobre una de

las caras del tetraedro; el cuarto

grupo (que va hacia atrés) que-
da oculto, y la asignacion de los
isdmeros R o S se da de acuerdo
a la jerarquia de los grupos unidos
a dicho carbono. Es importante
recalcar que la configuracién Ry S
pertenece al centro quiral mas no
a la molécula, ya que, si una mo-
lécula contiene mas de un centro
quiral, cada uno de ellos tendra su
propia configuracion (Figura 16).

R

CO0H

HH, CH,OH

Isémero R

/TN

o

CH,0H

Procepéss 10 A5 Novwron

Isébmero S

Tetraedro

Figura 16. Proyeccién de Newman
de la serina mostrando las configura-
ciones Sy R.

CONFORMACIONES SILLA Y BOTE DE
COMPUESTOS CicLICOS

Las conformaciones de silla y bote
se presentan en moléculas con
estructuras ciclicas. Los enlaces
C—C que forman el anillo tienen
rotacion total impedida, pero
pueden rotar ligeramente sin
romper la estructura ciclica. Estas
conformaciones se obtienen para
evitar tensiones angulares o torsio-
nales entre los dtomos del anillo.
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Los isdbmeros conformacionales

se conocen como sillay bote por
su similitud con estos objetos.

La silla tiene todos los enlaces
que forman el anillo distribuidos
en zigzag de arriba a abajo. Si la
colocamos en un plano horizon-
tal, veremos que 4 dtomos del
anillo se encuentran en él y dos
no; de estos dos Ultimos, uno esta
arriba del plano y el otro debajo.
Por otra parte, si se dobla hacia
arriba el extremo izquierdo de la
silla, se obtiene la conformacién
bote. En esta, los 4 4tomos que se
encontraban en el plano conser-
van su posicion, pero los otros dos
ahora se encuentran del mismo
lado, es decir, arriba del plano.

Cuando el ciclohexano adquiere
la forma de silla, se encuentra en
un minimo energético: se trata
de la conformacion mas estable del
ciclohexano y practicamente todo
derivado de él. Algo contrario
ocurre con la forma de bote, ya
que los enlaces eclipsados y la
tensién torsional considerable
(que aumenta la energia de la mo-
|écula) perjudican la estabilidad.

Los hidrégenos perpendiculares
al plano de la molécula se deno-
minan axiales, mientras que los
orientados préximos al plano de
la molécula reciben el nombre
de ecuatoriales. Los hidrégenos
axiales de dos carbonos adya-
centes se orientan en sentidos
contrarios, y lo mismo ocurre con
los ecuatoriales. En cada carbono
hay dos hidrégenos, uno axial

y otro ecuatorial: si el axial se
orienta hacia arriba, el ecuatorial
lo hace hacia abajo y viceversa.
En la figura 17, los hidrégenos
axiales son de color azul y los
ecuatoriales de color rojo.

gy

SILLA

BOTE

Figura 17. Conformaciones del ciclohexano. Silla y bote.

MODELOS MOLECULARES MANIPULATI-
VOS FISICOS Y UTILIZANDO SOFTWARE

MODELO DE BOLAS Y VARILLAS

Muestra la posicion tridimensio-
nal de los 4tomos y los enlaces
entre ellos mediante esferas y
barras. Son equivalentes a una
férmula desarrollada, pero con
“bolitas y palitos”. Los dtomos
son tipicamente sustituidos por
esferas conectadas por barras o
varillas que hacen las veces de
enlaces (Figura 18). Hay variantes
de estos modelos que tienen solo
varillas y disminuyen el tamafo
de las bolas a simples conecto-
res (Figura 19); otras aumentan
el tamafo de las esferas hasta
desaparecer las varillas (Figura
20), en estos Ultimos modelos se
percibe el volumen que ocupa

el &tomo, no solo el nucleo sino
junto con la nube electrénica.

Los modelos moleculares pueden
ser fisicos, ya sea que se constru-
yan con un kit especializado o bien
utilizando materiales como esferas
de unicel o plastilina unidos con
varas de madera o plastico. Para
este articulo se utilizaron modelos
fisicos de Molecular Model Kit,

MMmK, de Linktory Framework of
Molecular Model, Fmm, de Pren-
tice Hall. Actualmente existen ya
aplicaciones informaticas para
este fin. El software utilizado en
este articulo para mostrar las
moléculas es aco/ChemSketch,
en el cual se pueden dibujar
todas las representaciones an-
teriormente descritas y ademas
generar las moléculas en 3p.

Los colores de las esferas siguen
un codigo establecido: el color
negro corresponde al carbono;

el blanco al hidrogeno; el rojo al
oxigeno, y el azul al nitrégeno.
Los demaés dtomos tienen colo-
res especificos. En el modelo de
varillas, el color de cada una debe
ser igual que el de los dtomos que
une: si el enlace es C—C, la varilla
sera negra, pero si es C—O la va-
rilla seréd mitad negra y mitad roja.

El uso de estos artefactos contri-
buye a la comprensién de los is6-
meros y las interacciones entre los
atomos, asi como del volumeny la
geometria molecular. Sus inconve-
nientes son el tiempo de construc-
cion, el nimero limitado de esferas
y enlaces de cada color y que las
estructuras a menudo son fragiles.



Modelo fisico, MMK Modelo con software ACD/ChemSketch

Figura 18. Modelos de bolas y varillas.

Modelo fisico, MMK Modelo con software ChemSketch

Figura 19. Modelos de varillas.

Figura 20. Modelo de bolas con ACD/ChemSketch
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EJERCICIOS PROPUESTOS PARA LA TRANSFORMACION DE UN TIPO DE FORMULA EN

OTRO

EJercicio 1.

a) Dibuja las formulas molecular, desarrollada y sem
quiera de las formas de representacion.

idesarrollada del cloroeteno. Puedes utilizar cual-

b) Construye su estructura tridimensional con modelos de bolas y varillas.

c) Menciona si hay isdmeros estructurales.

RESPUESTA:
Formula desarrollada Férmulas semidesarrolladas
i CH2=CH-CI
Férmula molecular H cl
C2H3ClI e/ .
H ) H o=
H
Modelo de bolas y varillas Modelo de varillas

EJerciciO 2.

Traza las representaciones tridimensionales utilizando cufas, proyeccion de Fischer,

proyecciéon de Newman y caballete del isémero R del 2-butanol.

RESPUESTA:
Cuna Fischer
CH
HO !
)\/CHB HO—3—H
H
H =—t—H
H,C
CHy
EJercicio 3.

Traza las representaciones tridimensionales utilizando cu

proyecciéon de Newman y caballete del propanol. No tiene carbono asimétrico.

RESPUESTA:
Cuna Fischer
OH CH,
) h
CH
HyC 3 CH

Newman Caballete
HH H CH
; aH 3
H CHy
H CH H
il
H H I:H3
fas, proyeccién de Fischer,
Newman Caballete
OH H
H H OH
H
H CH3 .
CH




CONCLUSIONES

Las moléculas no son planas ni
rigidas, tienen modos particulares
de acomodarse en el espacio y
permiten ciertos movimientos, gi-
ros alrededor de los ejes sencillos.
Ademas, existen tantos temas por
aprender de ellas que es imposi-
ble entenderlos si no usamos las
diferentes representaciones. La
semidtica de moléculas en quimi-
ca orgénica no se limita a simples
dibujos, cada sistema represen-
tacional esté sustentado en la
teoria molecular y su aprendizaje
va més alléd de solo saber trazar.
Reconocer las representaciones
para elegir la méas adecuada en

el tema que se desea estudiar, al
igual que transformarlas entre ellas
son las habilidades fundamentales
en esta disciplina y se perfeccio-
nan con la préactica frecuente.

El docente de quimica conoce los
esquemas de representacion y
usualmente se vale de ellos indis-
tintamente: salta de una forma de
representacion a otra sin ponderar
los conflictos que esto ocasiona
en los alumnos. No obstante, es
importante que, cuando cambie
de un sistema a otro, explique y
aclare el significado de la susti-
tucion, pues es habitual que los
estudiantes encuentren dificulta-
des al hacer comparaciones entre
estructuras, y mas aun bajo siste-
mas representacionales disimiles.

Para alcanzar la comprensién de
las féormulas quimicas es indispen-
sable la posibilidad de manipular-
las y operar con y sobre ellas. Esto
se relaciona con la habilidad de
crear una imagen mental, y con el
procesamiento de un cédigo de
imagenes. Los modelos tridimen-
sionales, los dibujos, las perspec-
tivas, etc. facilitan el aprendizaje,
sobre todo cuando el estudiante
no esta familiarizado con el tema.

El ser humano, desde edades tem-
pranas, utiliza simbolos, figuras,
geometrias y, por tal motivo, la
inclusion de mas de un solo tipo
de representacion posibilita que el
docente transmita el conocimiento
a sus alumnos de manera enten-
dible, y que los estudiantes de qui-
mica puedan comprender el mun-
do microscopio de las moléculas.
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