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A IMPORTANCIA D
MATEMATICAS



Es indtil [-dijo el maestro vidriero de la abadia—],
ya no tenemos la sabiduria de los antiguos, jse
acabd la época de los gigantes!

— Somos enanos —admitié Guillermo-, pero ena-
nos subidos sobre los hombros de aquellos gi-
gantes, y, aunque pequerios, a veces logramos
ver mas allé de su horizonte.

Didlogo entre Nicola da Mormondo (maestro vi-
driero) y Guillermo de Baskerville en la novela El
nombre de la rosa, de Umberto Eco.

RESUMEN

En este texto se presenta una reflexion sobre
la importancia de la Didactica de las Matemati-
cas como una disciplina cuyos estudios sobre el
aprendizaje permiten acrecentar el conocimiento
sobre la ensehanza de las Matematicas. Se plan-
tea que parte de esa importancia reside en el he-
cho de que las acciones por mejorar la ensefan-
za y el aprendizaje de las Matematicas (y de las
Ciencias) pueden impactar positivamente en el
desarrollo de los alumnos como miembros de la
sociedad, para la toma de decisiones que tienen
consecuencias directas en sus vidas en ambitos
como su salud, su economia, su participacion so-
cial, etcétera.

Palabras clave: Didactica de las Mateméticas, co-
nocimiento cientifico, desarrollo individual, inclusién.

ABSTRACT

This text presents a reflection on the importance
of Didactics of Mathematics as a discipline whose
studies on learning allow to increase the knowled-
ge on the practice of teaching Mathematics. Part
of this importance lies in the fact that every ac-
tion taken to improve the teaching and learning
of Mathematics (and Science) can have a positive
impact on the development of students, as mem-
bers of society, to make decisions that have direct
consequences in their lives in areas such as their
health, economy, social participation, and so on.

Keywords: Didactics of mathematics, scienti-
fic knowledge, individual development, inclusion.

El afo 2020 transcurrié con un cambio en la dina-
mica social debido al evento epidémico provoca-
do por la propagacion del virus SARS-CoV-2, el
cual fue facilitado por la tecnologia de movilidad
y comunicacién que el mismo ser humano ha de-

sarrollado. Y algo que resulta interesante es que,
en el mismo ambiente donde esa tecnologia nos
permite comunicarnos por medios electronicos
en cuestidon de segundos o trasladarnos por me-
dios mecéanicos de un extremo del planeta al otro
en cuestion de horas, se han emitido todo tipo
de noticias sobre el origen, diseminacién, trata-
mientos y cuidados preventivos para la Covid-19,
enfermedad producida por el virus.

Cuando un individuo aprende algo nuevo, lo
incorpora —idealmente— al bagaje de conoci-
mientos y habilidades que desarrolla a lo largo de
su vida; por desgracia, individuo y conocimiento
perecen uno con otro, y la preservacion del sa-
ber es posible sélo por medio de herramientas
que se puedan constituir en “memorias duras”,
tales como la escritura. Es por ello que las fuen-
tes documentales resguardadas resultan muy va-
liosas para el saber colectivo de la humanidad: la
muerte de un individuo ya no supone comenzar
desde el principio, sino retomar desde lo que nos
ha dejado. De aqui viene el epigrafe de este tex-
to: Somos como enanos subidos en hombros de
gigantes, esta idea fue atribuida a Bernardo de
Chartres (s. Xll) por su discipulo Juan de Salisbury.

Figura 1. Vitrales bajo el rosetén sur de la Ca-
tedral de Chartres, Francia, donde se aprecian
los evangelistas sentados en los hombros de
los profetas del Antiguo Testamento.

Asi ha sido que, gracias a un esfuerzo colectivo,
se ha logrado desarrollar —en menos de un ano—
no una, sino varias vacunas que le permitan al
cuerpo humano defenderse contra el virus SARS-
CoV-2. No se trata de un fendmeno milagroso,
sino de la consecuencia del aprendizaje colecti-
vo llevado a cabo durante decenas de genera-
ciones. Oleadas de estudiosos que se dedicaron
a observar las enfermedades y el modo en que
nuestro cuerpo las combate, a entender como se
diseminaban los causantes de las enfermedades;
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y aprendieron a prevenirlas, siempre subidos en
los hombros de sus antecesores.

No obstante, no todo el conocimiento y las
habilidades que los humanos hemos guardado,
acumulado y ampliado nos han sido utiles. Por
un lado, esta el caso de lo mucho que se ha per-
dido por razones muy diversas, que van desde el
olvido (ya sea que no hubo ocasién de registrar
los hallazgos, o los registros simplemente se ex-
traviaron), hasta la destruccién premeditada. Por
otro lado, existe un gran cimulo de conocimien-
to que la comunidad humana ha determinado in-
atil o hasta perjudicial.

Una parte de ese conocimiento acumulado, lo
que hemos aprendido como comunidad humana
para comprender el funcionamiento de lo que nos
rodea y a nosotros mismos, es a lo que denomi-
namos “Ciencia”. La Ciencia, como tal, es un es-
fuerzo comunitario de aprendizaje y construccidn
del saber que no se queda en el mero cimulo de
conocimientos, sino que incluye habilidades para
seguirlo desarrollando. Como dice el divulgador
Pere Estupinya [3], “la ciencia podria ser nuestro
sexto sentido” porque va mas alld de nuestros
limitados sentidos fisicos y expande nuestros al-
cances, al tiempo que desarrolla mecanismos que
le permiten corregirse con la colaboracion de la
comunidad humana. Esta capacidad que tiene
de aportar y realizar ajustes nos proporciona una
herramienta poderosa para buscar mejoras y re-
solver problemas (a veces muy grandes) de una
manera mas fiable que otros medios”.

Ahora bien, en nuestras sociedades hemos
designado instituciones donde se les ensefha y se
les muestra este cumulo de conocimientos y ha-
bilidades (entre otras cosas) a los miembros de la
sociedad que estan en desarrollo para que parti-
cipen en la comunidad como miembros conoce-
dores. Estas son las instituciones educativas y se
trata de las principales en las que hemos delega-
do la tarea de difundir conocimientos cientificos,
culturales, etcétera. En México, por ejemplo, se
establece en el marco legal que desde la educa-
cién Primaria y hasta el Bachillerato —es decir, de
los 6 a los 18 ahos— la educacion tiene como una
de sus bases el progreso cientifico, el desarrollo
integral del individuo y la transformacién de la
sociedad. Este tipo de ideas se repiten en mu-
chos paises americanos y europeos.

De esta manera queda patente que las institu-
ciones educativas han de convertirse en uno de
los mecanismos principales para mostrarle a los

nifnos y jévenes la Ciencia, para que aprendan a
considerarla parte del bagaje de conocimientos
que han heredado como miembros de las socie-
dades, y como miembros de la humanidad.

Es paraddjico que ese bagaje permita desarro-
llar tecnologia y conocimiento que puede, a su vez,
ampliar las diferencias entre las personas. Skovsmo-
se y Valero [6] lo plantean como la paradoja de la
inclusién de las sociedades de la informacion:

La paradoja de la inclusion se refiere al hecho
de que el modelo actual de globalizacién,
que incluye el acceso universal y la inclusién
como principio establecido, conduce
también a una honda exclusiéon de ciertos
sectores sociales [6].

Con esto se refiere a que las personas que tienen
menos acceso a la tecnologia y menos conoci-
mientos en Ciencia (Matematicas incluidas) pue-
den caer en una especie de circulo vicioso que
los excluya a su vez de la posibilidad de incorpo-
rarse a la misma sociedad del conocimiento. En
efecto, mientras que algunos tenemos la posibili-
dad de acceder a la tecnologia desarrolladay a la
educacion que nos permite utilizarla, aplicarla o
ampliarla, otros miembros de las sociedades hu-
manas se van alejando de dicha tecnologia y del
desarrollo cientifico. Esta situacién puede condu-
cir a toda clase de serias desigualdades.

Banerjee y Duflo [1], quienes recibieron el pre-
mio Nobel de Economia en 2019 por sus estudios
de la economia de la pobreza, exponen cinco lec-
ciones al respecto, la primera de las cuales esta
vinculada directamente con el conocimiento de
las personas:

Los pobres muchas veces carecen de informa-
cién fundamental y se creen cosas que no son
ciertas. No estdn muy seguros de las ventajas
de vacunar a los nifos; piensan que lo que se
aprende durante los primeros afios de estudios
no vale para nada; no saben cuanto fertilizan-
te necesitan usar; desconocen cudl es la forma
mas facil de contagiarse de VIH; no saben lo
que hacen sus politicos una vez que gobier-
nan. (...) Incluso cuando saben que no saben,
la incertidumbre resultante puede ser danina.
(Pags. 268-269)

Asi, el grado de conocimiento cientifico y la cons-
ciencia sobre su utilizacién pueden estar vincula-
dos al grado de pobreza de las personas. Esto no



es una situacion simple y, como tal, requiere un
estudio mas complejo que va mas alla de los alcan-
ces de este escrito.

Por su parte Giménez, Diez-Palomar y Civil [5]
consideran que en la sociedad actual el analfabe-
tismo matematico, aunque sea mas “aceptable”
que el analfabetismo en la lectura y la escritura, es
un factor de exclusién, puesto que esa falta de co-
nocimiento no permite a la personas formar par-
te de un porcentaje privilegiado de la poblacion.
Sostienen que entonces se requiere romper con
un gran mito excluyente:

Las matematicas no estan fuera del alcance de
nadie. Lo que ocurre es que a veces el conoci-
miento no se valora en calidad de «matematicas».
Niss dijo hace afos que en torno a las matema-
ticas habia una situacion paraddjica que él llamé
«paradoja de la relevancia»: aunque invisibles, las
matematicas existen, y las personas sabemos —y
necesitamos— matematicas. En un momento en
que los avances tecnoldgicos estan colonizando
nuestras vidas dia tras dia y transformando nues-
tro «universo de actuacién» (es decir, el tipo de
trabajo al que podemos aspirar, el tipo de relacio-
nes que podemos tener, nuestras tareas cotidia-
nas y un sinfin de cosas mas), las matematicas (o
mas bien, el razonamiento matematico) son una
puerta a la participacién y a la inclusion en este
mundo. Superar todos los mitos que giran en
torno a las matematicas significa también luchar
por un mundo mas justo, con mas oportunidades
para todos [5] .

Dejemos, por el momento, el comentario aven-
turado de que los proyectos orientados a estudiar
procesos educativos para ampliarlos y mejorarlos
podrian contribuir con el desarrollo de la socie-
dad, asi como evitar la exclusion y la pobreza. Al
plantearlo de esta manera, entonces resulta nece-
saria la ensenanza de las Ciencias y las Matemati-
cas a los futuros ciudadanos de una sociedad para
que tengan acceso a conocimientos y habilidades
que les permitan un mejor desarrollo como miem-
bros activos. Este proceso de ensefianza recae en
buena medida en las instituciones escolares, aun-
que, como mencionan Skovsmose y Valero [6], no
esta exento de tropiezos.

Cuando se destaca la preocupacion por la
equidad y la justicia social, cobra importancia la
pregunta sobre como las practicas de enseianza
y aprendizaje abren o cierran oportunidades
para que los estudiantes tengan acceso a los
recursos de poder que estan conectados con el
conocimiento matematico y las competencias
matematicas [6].

Con esta observacidon en mente regresamos al
titulo que habla sobre la importancia de la Di-
dactica de las Matematicas (y de las Ciencias) en
épocas de pandemia. Si la intencidn es lograr que
los alumnos de cualquier nivel educativo cuenten
con los recursos que les permitan tomar decisio-
nes mas apropiadas a lo largo de su vida (perso-
nal, familiar, social y laboral), entonces se requie-
re determinar el modo de promover esto desde
la institucion educativa.

Y asi es como los estudios sobre la Didactica
de las Matematicas (y de las Ciencias) adquieren
una pertinencia y una mayor relevancia. Ademas,
esto no es sélo en la concepcidn de hace varios
siglos centrada en la ensefanza, sino en la con-
cepciéon que plantea D’Amore [2] vinculada al
estudio del aprendizaje de los alumnos, para ver
cémo modificar la ensenanza; es decir, como una
epistemologia del aprendizaje matematico.

Al final de cuentas, no somos mas que enanos
subidos en los hombros de otros enanos.
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RESUMEN

En este articulo se presentan los resultados de una
propuesta para desarrollar el sentido estructural
algebraico, referido en adelante como “sentido
estructural”, en estudiantes de preparatoria en el
manejo de diferencias de cuadrados y binomios
al cuadrado. Los alumnos que presentan sentido
estructural realizan actividades algebraicas de
formas mas eficientes y presentan menos ten-
dencia a cometer errores; por tanto, fortalecer y
promover el desarrollo de esta capacidad es una
cuestion relevante en la didactica del algebra. La
metodologia de investigacion fue la ingenieria di-
dactica, tomando como referente tedrico la Teo-
ria de Situaciones Didacticas y el sentido estruc-
tural algebraico. Las actividades fueron realizadas
por 5 estudiantes. El estudio preliminar indica la
pertinencia del contenido para el desarrollo del
sentido estructural.

Palabras clave: Sentido estructural algebrai-
co, errores algebraicos, bachillerato.

ABSTRACT

This paper presents the results of a proposal to
develop algebraic structural sense, abbreviated
as structural sense, in high school students in the
handling of difference of squares and square of
a binomial. Students who have a structural sense
perform algebraic tasks in more efficient ways and
with fewer errors, therefore, strengthening and
promoting the development of structural sense
is a relevant issue in the didactics of algebra. The
methodology was based on didactic engineering
with the Theory of Didactical Situations as a theo-
retical reference. The activities were carried out
by 5 students. The preliminary study suggests the
pertinence of this content for the development of

the structural sense.
Keywords: Algebraic structural sense, alge-
braic errors, high school.

INTRODUCCION

La informacién y resultados mostrados en este ar-
ticulo fueron obtenidos de una prueba piloto, y
forman parte de una investigaciéon mas amplia que
busca proponer una alternativa para generar un
desarrollo de sentido estructural algebraico. Uno
que sea aplicable en el aula, al concebir situacio-

nes que favorezcan y fortalezcan el aprendizaje de
los productos notables y factorizacion.

Se dice que un estudiante presenta sentido es-
tructural si aborda tareas algebraicas de las formas
mas eficientes gracias a un manejo conceptual pro-
fundo, lo que permite una disminucién de errores.
Las dificultades que presentan los alumnos con el
sentido estructural matematico en el dlgebra han
sido estudiadas desde antes que existiera el térmi-
no; entre éstas, se encuentran los problemas para
reconocer y generar expresiones algebraicas equi-
valentes y comprender su significado [13].

El sentido estructural en los alumnos es con-
siderado importante por los profesores [12], sin
embargo, son pocos los estudios centrados en
su desarrollo. En la investigacion “Desarrollo del
sentido estructural de Katy”, de Hoch y Dreyfus
[9] se da seguimiento a una estudiante por una
secuencia de tareas y entrevistas desarrolladas
para mejorar el sentido estructural en la estudian-
te; aunque los resultados fueron positivos y se
concluyé que existia evidencia de que el apren-
dizaje habia tomado lugar, la investigacion tiene
como limitante que no es posible realizar entre-
vistas personalizadas en un salén de clases. En
otro estudio realizado por las profesoras Ascen-
cio y Eccius-Wellmann [1], se buscé el desarrollo
del sentido estructural en alumnos universitarios
y se comprobd que es posible fomentarlo al in-
cluir contrastes en las actividades que realizan.

Visto que en los Gltimos afos la ensefanza tra-
dicional y los textos de estudio favorecen el re-
gistro de nociones algebraicas estudiadas como
reglas, sin generar un aprendizaje significativo
[16], queda claro que se debe seguir buscando
alternativas para el desarrollo de sentido estruc-
tural en los estudiantes.

En lo que respecta a los temas de productos
notables y factorizacién, es conveniente tener en
cuenta la relacién que existe entre ambos al traba-
jar en un aula de clases [7]. Los productos notables
son multiplicaciones con expresiones algebraicas
que cumplen ciertas reglas fijas y cuyo resultado
se puede obtener por inspeccién. Por otro lado, la
factorizacion es la trasformacién de una expresién
en productos de factores. A cada producto nota-
ble corresponde un caso de factorizacion.

La investigacion de Martos [15] habla sobre la
importancia del conocimiento adecuado de los
productos notables para utilizarlos como técnica
para la resolucién de distintos tipos de tareas ma-
tematicas, ademas de detectar dos valores epis-
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temoldgicos: el primero es que ayudan a los estu-
diantes a entender la factorizacién, y el segundo
es un valor motivacional, ya que un buen manejo
de productos notables da confianza al alumno y
favorece su aprendizaje.

En diversos estudios [19][2] [6][17] se ha traba-
jado en la busqueda de nuevas estrategias di-
dacticas para la ensefanza de la factorizacion y
productos notables, y se ha indicado la existencia
de una tendencia de ensefanza tradicional don-
de estos temas se trabajan de forma operacional.
Entre las estrategias mas utilizadas, se encuentra
el uso de tecnologia, adaptacién de juegos y el
empleo de la geometria como referencia visual.

Queda clara la importancia de la busqueda de
alternativas que contribuyan a la ensefanza de
los productos notables y factorizacion, ya que un
dominio deficiente en estos temas afecta el des-
empeno del estudiante en diversos toépicos ma-
tematicos. Es asi que el objetivo de este trabajo
es propiciar y analizar el desarrollo del sentido
estructural de los productos notables y la facto-
rizacion en los estudiantes, especificamente en
diferencia de cuadrados y binomios al cuadrado,
los cuales se describen en la Tabla 1.

Tabla.1 Relacién entre productos notables y
factorizacién.

PRODUCTO NOTABLE FACTORIZACION

Cuadrado de la suma o diferencia (a+b)? a®+2ab +b® | Trinomio cuadrado perfecto

de un binomio

(a—b)? a®—2ab + b?

Producto de la suma por la (a+Db)(a a® — b Diferencia de cuadrados

diferencia de dos cantidades perfectos

—-b)

Un binomio al cuadrado es una suma o diferencia
algebraica que se multiplica por si misma, al ser
operada se obtiene un trinomio cuadrado perfec-
to, mientras que un producto de la suma por la
diferencia de dos términos es igual a la diferencia
de los cuadrados de los términos.

Para la prueba descrita en el articulo se deci-
di6 utilizar el binomio al cuadrado porque es uno
de los productos notables mas importantes por
su aplicacién comun en distintas ramas de las ma-
tematicas. Por su parte, el producto de la suma
por la diferencia de dos cantidades fue seleccio-
nada debido a que Cantoral [5] sugiere la diferen-
cia de cuadrados como un articulador de saberes
matematicos; es decir, proponen esta expresion
algebraica como mecanismo para propiciar un
acercamiento coherente del saber matematico
que sea atractivo para el estudiante.

Fundamentaciéon tedrica

Esta investigacion tiene su fundamento en dos
marcos tedricos: el Sentido Estructural Algebraico
y la Teoria de Situaciones Didacticas de Guy Brous-
seau [4] los cuales se describen a continuacion:

Sentido estructural

La introduccidn del término sentido estructural fue
dada en 1999 por Linchevski y Livneh [14], quie-
nes hacen alusién al conocimiento estructural de
las expresiones y la capacidad de elegir entre las
formas pertinentes de realizar una tarea.

Mas adelante Hoch y Dreyfus [10] puntualiza-
ron que las formas mas eficientes de abordar una
tarea implican un manejo conceptual mas profun-
do y significativo, lo que se ve reflejado en proce-
dimientos mas cortos y menos propensos al error.

El sentido estructural es una forma de enfati-
zar la posesion del conocimiento, que se puede
manifestar con el reconocimiento de expresio-
nes equivalentes sin necesidad de operar [18].
Es por eso que el razonamiento estructural pue-
de tener diferentes manifestaciones en la practi-
ca matematica [8].

Vega-Castro [18] define sentido estructural
como “una competencia cognitiva o un conjunto
de capacidades necesarias para el trabajo flexi-
ble con las expresiones algebraicas, mas alla de la
aplicacidon mecénica de procedimientos de trans-
formacién de las mismas” (p.83). Simplificando, el
sentido estructural permite que los alumnos hagan
un mejor uso de las técnicas algebraicas.

En los dltimos anos, diversos autores han con-
tribuido al estudio del sentido estructural y su ca-
racterizacion, formulando sus propios descriptores
para el sentido de estructura [18], [11].

Los descriptores del sentido estructural y la
ponderacién utilizados en este estudio se to-
maron de lo sugerido por [1], seleccionando
los primeros tres descriptores que ponderan
el sentido estructural, segun la complejidad de
las estructuras y subestructuras, por ser ade-
cuados a esta investigacion.

A continuacion, se enlistan y explican los
descriptores acompanados de la ponderacién
asignada, expresada en puntos:

¢ SE1 Identifica una estructura familiar.
SE1a en su forma mas simple (1 punto).



e SE2 Trata con un término compuesto como una
entidad Unica y reconoce una estructura familiar
en una forma mas compleja.

SE2a donde el término compuesto contiene un
producto, pero no una suma o resta (2 puntos).
SE2b donde el término compuesto contiene
una suma o resta y posiblemente también un
producto (3 puntos).

e SE3 Elige manipulaciones adecuadas para hacer
mejor uso de una estructura.

SE3a en su forma mas simple (4 puntos).

SE3b donde el término compuesto contiene un
producto, pero no una suma o resta (5 puntos).
SE3c donde el término compuesto contiene
una suma o resta y posiblemente también un
producto (6 puntos).

Teoria de situaciones didacticas

La Teoria de Situaciones Didacticas tuvo sus
origenes en Francia y fue establecida por Guy
Brousseau [4] aproximadamente a fines de la dé-
cada de mil novecientos sesenta. Esta teoria pro-
pone un modelo para abordar la ensefanza de
las matematicas centrandose en los procesos de
produccién de los conocimientos.

En la actualidad, la Teoria de Situaciones Di-
dacticas se considera un instrumento cientifico
que integra los aportes de distintas disciplinas,
lo cual propicia una mejor comprensién de las
posibilidades de mejoramiento en la ensenanza
de las matematicas [4].

La idea en la que se basa la Teoria de Situacio-
nes Didacticas consiste en que el estudiante se
encuentre en una situacidon que evolucione hacia
la construccion del saber dependiendo de la inte-
raccion con el medio, donde intervienen tres ele-
mentos fundamentales: alumno, profesor y saber.

Estos tres elementos componen el sistema di-
dactico y dejan de lado modelos de ensenanza
donde el profesor se encuentra en una posicién
privilegiada de ensenanza con respecto al alum-
no; ya que al final del proceso, el estudiante debe
ser capaz de mantener una relaciéon adecuada
con el saber, prescindiendo del profesor.

En la Fig. 1 se muestra el esquema del triangu-
lo del sistema didactico entre profesor, alumno y
saber, propuesto por Brousseau [4], contemplan-
do la intervencién del profesor al crear otro “me-
dio” donde el alumno actda de forma auténoma.

Rordrddisen

.-"
Profesor Blumng Hol Mo

Saber

Figura 1. Tridngulo del sistema didactico.

Segun Brousseau [4], una situacién es una interac-
cién de un sujeto con cierto medio que determi-
na un conocimiento dado.

Asi, podemos decir que una situacion didac-
tica es aquella que se desarrolla habitualmente
dentro del contexto escolar, donde se produce la
interaccién entre el profesor y uno o varios estu-
diantes, en torno a un saber que se pretende que
el alumno adquiera.

Entonces, se trata de situaciones que se dise-
fian y desarrollan con la clara intencién de que el
estudiante construya y adquiera, al mismo tiem-
po, un determinado conocimiento de manera
significativa a través de la aparicién del concepto
como solucién éptima del problema al que se en-
frenta.

Para Brousseau, no todas las situaciones di-
dacticas son iguales y por ello establece la si-
guiente clasificacion:

e Situacion a-didactica: Designa a una situacion
que no puede ser denominada de forma conve-
niente sin la puesta en practica de los conocimien-
tos, se da interaccion entre un sujeto y un medio
para resolver un problema de forma auténoma.

e Situacion de accién: El alumno actda sobre el medio.
e Situaciones de formulacién: Ocurre cuando el
alumno se comunica con uno o varios interlocu-
tores para intercambiar informacién sobre lo que
ha descubierto o encontrado.

e Situaciones de validacién: En esta situacion el
alumno debe someter a juicio a su interlocutor o
a la formulacién y los resultados obtenidos.

e Situacion de institucionalizacién: Una vez finali-
zada la situacion a-didactica, cuando el estudian-
te aplica una estrategia éptima que le permita en-
contrar la solucién al problema, el profesor debe
continuar con el proceso de institucionalizacidn,
explicando las relaciones entre el conocimiento
construido por el propio estudiante.
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Brousseau [3] establece unas pautas para disefar
situaciones didacticas:

1. Plantear un problema cuya solucién requiera al
alumno ese Unico conocimiento.

2. Propiciar la aparicion de variables de esta si-
tuacidén cuyo cambio provoque modificaciones
cualitativas de las estrategias empleadas por los
alumnos para resolver el problema.

3. Asegurarse que la situacién disehada abarca
todos los problemas conocidos en los que inter-
viene el conocimiento que se desea generar en
el alumno.

En la Teoria de Situaciones Didacticas, el disefio
de las situaciones para ensenar conceptos a estu-
diantes recibe el nombre de ingenieria didactica.
La ingenieria didactica permite que los alumnos
construyan un determinado concepto matemati-
co de acuerdo a una serie de pautas didacticas.

El término ingenieria didactica se usa con una
doble funcién: como metodologia de investiga-
cién, y como produccién de situaciones de en-
sefanza y aprendizaje. Este término designa un
conjunto de secuencias de clase para efectuar un
proyecto de aprendizaje de un contenido mate-
matico que evoluciona con las interacciones en-
tre el profesor y los alumnos. Es por eso que la
ingenieria didactica es el producto resultante de
un andlisis a priori y un proceso de la aplicacion
de un producto o secuencia didactica acorde a
las condiciones de una clase.

Metodologia

Para el disefio y seleccion de la estructura de las
actividades de ensefanza-aprendizaje que se apli-
caron a los alumnos se utilizo la ingenieria didactica
como metodologia en el aula. Esta se caracteriza
por un esquema experimental basado en las “rea-
lizaciones didacticas”; es decir, sobre la concep-
cion, realizacion, observacion y analisis de secuen-
cias de ensefanza, por el registro de los estudios
de caso y la validacion basada en la confrontacion
entre el andlisis a priori y a posteriori.

Se siguieron las cuatro fases de la ingenieria di-
dactica para la estructuracién de actividades que
se describen a continuacion:

Analisis preliminares

Se realizé un andlisis epistemoldgico, didactico y
cognitivo del tema a tratar. Tanto los antecedentes
de sentido estructural como la importancia y difi-

cultades de los productos notables y factorizacion
ya han sido descritos en la introduccién.

Para la formulacidn de actividades se tuvo en cuen-
ta la Teoria de Situaciones Didacticas, ademas de
considerar que la poblacién a la que fue dirigida la
ensenanza eran alumnos de preparatoria. Por ello
fueron consideradas las competencias matemati-
cas que, segun el programa de la Direccion Ge-
neral del Bachillerato (DGB) vigente, deben tener
los alumnos de preparatoria: interpretar modelos
matematicos algebraicos, asi como formular y re-
solver problemas aplicando diferentes enfoques.
En el programa de la DGB, también se especifica
como aprendizaje esperado que el alumno sea ca-
paz de proponer un proceso de solucion éptimo
e identificar errores posibles a cometer; dicho de
otra manera, se espera que el alumno presente
un sentido estructural. A pesar de encontrar es-
tos aprendizajes esperados en el programa de
estudios, como ya se ha mencionado, diversas
investigaciones apuntan a que el proceso de en-
sefanza-aprendizaje de estos temas tiende a ser
puramente operacional.

Analisis a priori

En esta fase se realizd el diseno de la secuencia,
y se decidié como actuar sobre las variables en el
proceso de ensehanza-aprendizaje.

En lineas generales, la experiencia consistié en
tres sesiones, donde se buscé que los alumnos re-
conocieran estructuras familiares, para subsecuen-
temente ser capaces de reconocer términos como
una entidad singular y seleccionar manipulaciones
apropiadas para hacer uso de esa estructura.

En la primera sesion se aplicd un pre-test, con
el fin de identificar el nivel de sentido estructural
que presentaban los estudiantes. Esta primera ac-
tividad se dividioé en dos secciones, en la primera
parte se solicitd simplificar una expresion algebrai-
ca compuesta por una diferencia de cuadrados y
binomios al cuadrado, ver Ec. (1). En la segunda
parte se pedia encontrar un método de solucion
alternativo a la misma expresion. La forma alter-
nativa de solucién se solicité considerando la po-
sibilidad de que los estudiantes mostraran mayor
atencion a la estructura algebraica, ya que en la
primera estrategia de solucion se suelen utilizar
estrategias estandar [12].

(x-3)(x-3)-(x+3)(x+3) (1



En la segunda sesion se diseid una secuencia
con ayuda de hojas de trabajo para generar los
distintos tipos de situaciones segun Brousseau y
se consideraron las caracteristicas de los descrip-
tores de sentido estructural propuestas por As-
cencio y Eccius-Wellmann [1]. Como el objetivo
central de esta investigacion era que el alumno
desarrollara un sentido estructural, la secuencia
se planed con la intencién de que el alumno al-
canzara a reconocer una misma estructura en dis-
tintas expresiones y tratara un término compues-
to como entidad singular.

Se empezd con una situaciéon de accion pi-
diendo a los alumnos que trabajaran de forma
individual, identificando en un par de listas de
expresiones algebraicas, aquellas que tuvieran
caracteristicas en comun y describieran las parti-
cularidades observadas para identificarlas como
un mismo tipo de expresion algebraica. En la si-
guiente fase, la situacion de formulacion, se pidié
que los alumnos se reunieran y discutieran sobre
sus descubrimientos, dando paso a una elabora-
cién en conjunto de las listas y descripciones de
expresiones algebraicas finales en la fase de vali-
dacion. Se pidié que dieran sus conclusiones fina-
les y, para terminar, se dio la fase de instituciona-
lizacion a partir de las conclusiones obtenidas por
los alumnos. En la Tabla 2 se muestra las listas de
expresiones algebraicas utilizadas:

Tabla 2. Relacién entre productos notables y
factorizacién.

EXPRESIONES ALGEBRAICAS SELECCIONADAS PARA IDENTF-

EXPRESIONES ALGEBRAICAS SELECCIONADAS PARA IDENTFICAR
AR UNA DIRERENCIA DE CUADRADOS UN RADO

BINOMIO AL CUADI

x*—16 (x+2)?

w? — 100
y2—-25
x2+16

(x—4)(x +4)
a*-9
+3 -1
(a+5)(a—>5)
49 —y?
(x+2)(x+2)
(a+2)°—»?
x—9
(x—3)2—(x+3)*
x?-30
(n+4)>—(m-3)?

(x +2)(x +2)
(x+a)(x—a)
(x - 5)
X2 +dx+ 4
(x —4)(x — 4)
x?—y?
x2—10x+25
x%—2x—30
(x+a)?

x? 4+ 2ax + a?

Las listas propuestas para la actividad 2 fueron
elaboradas con expresiones que permitieran a los
alumnos identificar la estructura de un binomio al
cuadrado y una diferencia de cuadrados.

Por dltimo, en la tercera sesidn se aplicd un test
final que emulaba la primera prueba.

En esta ocasidn se pidié simplificar una
expresion algebraica distinta, Ec. (2), solicitando
nuevamente una resolucidn alternativa.

(a+2)(a+2) - (a-2)(a-2) (2)

Las expresiones algebraicas seleccionadas en el
test inicial y final fueron seleccionadas por ser
sencillas de operar y Utiles para medir diferentes
niveles de sentido estructural.

Metodologia

En esta fase se dio el contacto investigador/pro-
fesor/observador con la poblacién de estudiantes
objeto de la investigacion. Se aplicé la ingenieria
en los estudiantes durante las tres sesiones con la
ayuda de hojas de trabajo y presentaciones elec-
trénicas, los alumnos mostraron una buena dispo-
sicion de trabajo y cooperacién en las actividades.

Analisis a posteriori

Los andlisis a posteriori se basaron en el
conjunto de datos recolectados a lo largo de la
experimentacion. A continuacidén, se presentan
las observaciones realizadas de las actividades de
ensefanza y las producciones de los estudiantes.

Los resultados obtenidos en la primera sesién
fueron los esperados, se contemplaba como posi-
ble resultado que los estudiantes operaran la ex-
presidn sin mostrar sentido estructural.

Cabe resaltar que, aunque tres de los cinco
alumnos mostraran indicios de un sentido estruc-
tural en el reconocimiento de expresiones, ningu-
no logré una manipulacién apropiada.
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Figura 2. Ejemplo de solucién de la actividad 1.

Los resultados en la primera parte de la actividad,
a pesar de no llegar a una respuesta adecuada,
se expresaron légicos; sin embargo, en la segun-
da parte las operaciones mostraron menor senti-
do matematico, manifestando incluso operaciones
carentes de nocién estructural.
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Durante la segunda actividad los participantes em-
pezaron buscando de forma individual caracteristi-
cas compartidas entre las expresiones algebraicas
dadas en las hojas de trabajo para relacionarlas en
una sola categoria. Las caracteristicas encontradas
por los alumnos en las expresiones donde se pre-
tendia que identificaran una diferencia de cuadra-
dos incluyen:

*”“Me basé en que las incognitas estan elevadas al
cuadrado y se suma o resta algin ndmero”.
*”Que son restas entre nimeros al cuadrado”.
*"”Son operaciones de multiplicaciones”.

*"“Una de sus variantes esta al cuadrado”.

Por otra parte, las caracteristicas encontradas por
los alumnos en la lista pensada para la identifica-
cién de binomios al cuadrado incluyen:

*”Suma o resta de unidades al cuadrado”.

*”En algunas expresiones se les da el mismo valor
a las incégnitas (positivo o negativo), ademas es-
tén elevados al cuadrado”.

*”Que las variantes estan al cuadrado”.

*"“Son operaciones de trinomio cuadrado”.

Se puede identificar que desde la fase individual
los alumnos reflexoinaron en la estructura de la ex-
presion algebraica.

En la reflexion grupal se solicitdé que compar-
tieran su seleccion individual y sus opiniones de
clasificacion, después se les pidid que realizaran
una lista final con consenso grupal. Asi los parti-
cipantes anotaron las ideas o acuerdos a los que
iban llegando; se pudieron observar opiniones
que se complementaban entre si y participantes
que trataban de convencer a los demas de que
sus conclusiones eran las correctas. Sus anotacio-
nes se muestran en la Fig. 3
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Figura 3. Anotaciones del intercambio de

informacién grupal.

Como primer paso de la institucionalizacion, se
solicité a los alumnos que mencionaran las expre-
siones agrupadas, las caracteristicas en comdn
encontradas y se pregunté por el nombre de los
tipos de expresion, incluso exhortando a conje-
turar alguno. Se prosiguidé con una presentacion
electrdnica, donde se daba la informacion de los
temas tratados en la prueba a partir de las conje-
turas a las que llegaron los estudiantes para com-
plementar sus descubrimientos.

Para la tercera actividad, los estudiantes mos-
traron una mayor labor matematica en las hojas
de trabajo, reflejando una mejora en las respues-
tas de la segunda parte de la actividad en compa-
racion con la aplicacién de la actividad 1.
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Figura 4. Ejemplo de solucién de la actividad 3.

Al finalizar la intervencidon se preguntd a los estu-
diantes acerca de su experiencia en la secuencia
de actividades, buscando areas de oportunidad
para futuras pruebas. Entre las opiniones resalta
la falta de habilidad de manipulaciéon adecuada
de la expresion algebraica propuesta; por ejem-
plo, se encontraron comentarios como: “al prin-
cipio de este test desconocia la manera en que
se debia resolver las actividades” y “no compren-
dia mucho al principio”. En segunda instancia,
mencionaron que no tuvieron dudas respecto al
procedimiento a seguir una vez explicadas las ins-
trucciones y, por ultimo, hubo alumnos que sena-
laron haber obtenido un aumento de confianza y
reconocieron su falta de practica con estructuras
algebraicas de este tipo, con comentarios como
“me siento capaz de seguir mejorando entre mas
practique, ahora puedo comprender de qué ma-
nera puedo resolver un problema”, y “al final me
di cuenta que eran problemas matematicos que
podia resolver facilmente”.

Resultados y discusion

El trabajo de los alumnos en la primera sesion
apunta a confusion entre expresion y ecuacion, di-
ficultades para reconocer una misma expresion en
distintas estructuras y reconocer un término com-
puesto como entidad. La Tabla 3 muestra los des-
criptores de estructura obtenidos por los partici-



pantes en la primera actividad, segun lo propuesto
por Ascencio y Eccius-Wellmann [1].

Tabla 3. Descriptores del sentido estructural
obtenidos en la actividad 1.

ESTUDIANTE

DESCRIPTOR PARA EL SENTIDO DE ESTRUCTURA

1 SEla
2 -
3 -
4 SEla
3 SEla

En la segunda sesién se pudo observar cémo los
estudiantes iban desarrollando un sentido estruc-
tural desde la fase individual, por el trabajo de
reflexion y bisqueda de caracteristicas en co-
mun, que les permitié mejorar su reconocimiento
de estructuras. Los registros de las expresiones
seleccionadas de forma individual indican que
los participantes mostraron caracteristicas dis-
tintas de sentido estructural, algunos no tenian
problema en identificar un término compuesto
como entidad, pero se les dificultaba reconocer
diferentes estructuras para una sola expresion,
mientras que otros participantes presentaban la
situacién contraria.

Durante la intervencion grupal los participantes
sugirieron las expresiones algebraicas correctas
como alternativas para la seleccién final, sin em-
bargo, no todas llegaron a las listas finales.

La lista final correspondiente a la diferencia de
cuadrados carecié de una identificacion de térmi-
nos compuestos como una sola identidad; ya que
aunque se selecciond la Ec. (3), las expresiones al-
gebraicas correspondientes a las Ecs. (4) y (5) no
fueron incluidas a pesar de que dos de los partici-
pantes si las habian considerado.

(a+2) - b? @)
(x—3)2—(x+3)° (4)

(n+4)>—(m—3)? (5)

Probablemente los estudiantes presentaron un
conflicto al seleccionar expresiones con dos tér-
minos compuestos; en su lugar, las expresiones

seleccionadas fueron las Ecs. (6) y (7), lo que su-
giere que los participantes contaban con nocién
de qué tipo de estructura debian buscar.

X230 ©

x2+16 (7

Para la identificacion de la segunda lista, los
alumnos operaron las expresiones, asi se perca-
taron que varios incisos eran la misma expresién
en una estructura distinta, permitiéndoles identi-
ficar las caracteristicas que debian buscar para la
clasificacién de binomios al cuadrado.

Al término de la actividad 2 se vio reflejada
una mejoria en el reconocimiento de estructuras
en distintas formas, y se alcanzé un mejor des-
empefno en ese nivel de caracterizacion estruc-
tural. El tratar un término compuesto como una
entidad singular casi se dejé de lado al momento
del consenso grupal, esto podria deberse a las
concepciones de los estudiantes por el tipo de
ensefanza que se les ha brindado. Otra dificultad
que se encontré fue la de verbalizar sus conje-
turas: a pesar de encontrar un patrén entre las
estructuras, expresarlo con palabras les supuso
una dificultad.

La Tabla 4 muestra los descriptores de estruc-
tura obtenidos por los participantes en la tercera
actividad, segun lo propuesto en [1].

Tabla 4. Descriptores del sentido estructural
obtenidos en la actividad 3.

ESTUDIANTE

DESCRIPTOR PARA EL SENTIDO DE ESTRUCTURA

1 SE1a, SE2a, SE3b
2 SEla

3 SEla, SE2a

4 SEla, SE2a, SE3a
5 SE1a, SE2a, SE3b

Los resultados de la actividad 3 mostraron un in-
cremento en el manejo operacional y estructural
de las expresiones en comparacién con los resul-
tados de la prueba inicial. En la Tabla 5 se puede
apreciar la diferencia entre los resultados de la ac-
tividad 1y 3 de cada estudiante.
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CONCLUSIONES

Con respecto a la caracterizaciéon de sentido es-
tructural y ponderacion propuesta por Ascencio y
Eccius-Wellmann [1], la secuencia cumplié satisfac-
toriamente con el desarrollo del primer descriptor
de estructura, pues todos los alumnos mostraron
tener el descriptor SE1a al término de la interven-
cion. En lo que respecta al segundo y al tercer des-
criptor, se observd mejoria, pues se presentaron
mejores usos de la estructura y mejor ponderacion
en la actividad final, lo que demuestra la pertinen-
cia de la ingenieria didactica como metodologia
para una secuencia que busque desarrollar el sen-
tido estructural algebraico.

La intervencion da indicios de una mejoria en
el sentido estructural presentado por los estudian-
tes, especialmente en el reconocimiento de es-
tructuras familiares en distintas formas. En lo que
se refiere a tratar un término compuesto como
una entidad Unica, se pudo observar una mejoria
significativa en el reconocimiento de un término
compuesto por un producto (SE2a), y aunque la
expectativa inicial era que los estudiantes llegaran
al descriptor SE2b, presentaron dificultades para
manejar un término compuesto que contuviera
una suma o resta, probablemente por sus concep-
ciones previas y la falta de familiaridad con el tipo
de actividad propuesta. Respecto al tercer des-
criptor, se obtuvo mejoria en tres estudiantes, uno
de los cuales alcanzoé el nivel SE3a, que es la mani-
pulacién apropiada de una estructura en su forma
mas simple. Los otros dos llegaron al nivel SE3b,
que hace referencia a la manipulacién apropiada
de estructuras compuestas de productos.

Aunque el sentido estructural como tal se ha
estudiado desde fines del siglo pasado, e incluso
investigaciones que hacian alusién a él ya se ha-
bian realizado con mayor anterioridad, en el con-
texto actual aln queda mucho camino por recorrer
en lo que respecta a su desarrollo en los alumnos,
cuestion que deberia tomar mayor importancia a
nivel practico escolar.

Con los resultados obtenidos, se evidencia que
es posible y necesaria la creacién de una secuencia
que pueda aplicarse en un aula de clases para ge-
nerar el desarrollo de sentido estructural en alum-
nos de forma grupal.

Como se menciond en un inicio, este articulo
abarca los resultados de una prueba piloto, se
continuara la investigacion teniendo en claro la im-
portancia de trabajar con una muestra mas grande
para un posterior analisis.
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RESUMEN

Las dificultades de aprendizaje del calculo diferen-
cial se agravan cuando los libros de texto usados
como material de apoyo en la asignatura carecen
de sustento tedrico; se enuncian las definiciones
o teoremas, pero no se demuestran, lo que ge-
nera un conflicto entre las ideas intuitivas de los
estudiantes y las definiciones formales de los con-
ceptos matematicos. El objetivo del presente ar-
ticulo es mostrar un analisis comparativo de tres
libros de texto que actualmente forman parte de
los programas de ensefianza media superior, res-
pecto a la manera en la que se aborda la razén de
cambio de la derivada. Se considera como susten-
to tedrico la Teoria Antropoldgica de lo Didactico
de Yves Chevallard [1], cuyo principio fundamental
radica en que toda actividad humana puede des-
cribirse como un modelo Unico llamado praxeolo-
gia, basandose en el “saber hacer” y el “saber”,
analizando el tipo de problemas y técnicas que se
construyen para resolverlos, asi como las justifica-
ciones utilizadas.

Palabras clave: Praxeologias, Célculo, libros de
texto, Teoria Antropoldgica de lo Didactico.

ABSTRACT

Most difficulties of calculus learning arise when
textbooks used as reference in the course lack
of theoretical support, insomuch as definitions or
theorems are enunciated without being demons-
trated, which generates a conflict between the
students’ intuitive ideas and the formal definitions
of mathematical concepts. The objective of this
paper is to show a comparative analysis of three
textbooks, which are consulted at high school pro-
grams, regarding the way derivative rate of chan-
ge is approached. We consider as theoretical su-
pport the Anthropological Theory of Didactics by
Yves Chevallard [1], whose fundamental principle
is that every human activity could be described
as a unique model, called praxeology, based on
"know-how" and “knowledge”, analyzing the type
of problems and techniques that are used to solve
them as well as the used justifications.

Keywords: Praxeologies, Calculus, textbooks,
Anthropological Theory of Didactics.

INTRODUCCION

Histéricamente el concepto de la derivada ha estado
ligado al estudio de problemas de variacién, lo cual
implica cuantificarla en un intervalo y en un instante,
establecer diferencias en intervalos y conjeturar so-
bre las variaciones. Como menciona Ramirez [2]:

“Desde los griegos, se plantearon cuatro proble-
mas fundamentales que al ser resueltos en el si-
glo XVI — XVII, dieron vida a la funcién derivada,
fueron ellos: El de la velocidad, el de la recta tan-
gente, el de area bajo una curva y el de méximos
y minimos.”

Por otro lado, Boyer [3] menciona: “La funcién de-
rivada como objeto del célculo infinitesimal logra
su reconocimiento social, cientifico y matematico
en el siglo XX, cristalizando el trabajo de mu-
chas personas durante 20 siglos”. Actualmente,
estos métodos y procedimientos estan presentes
en los programas de estudio a nivel medio supe-
rior, donde se ha observado que los estudiantes
presentan dificultades en la apropiacién y mani-
pulacién del concepto de la derivada, tal como lo
muestran diversas investigaciones realizadas en
didactica de la matematica [4], [5], [6], las cuales
aportan diferentes formas de mirar el desarrollo
de la comprensién de la razén de cambio de la
derivada por parte de los estudiantes.

Caballero y Cantoral [7] consideran impor-
tante entender qué es, en qué consiste y cdmo
se desarrolla el pensamiento variacional, ya que
éste se caracteriza por estudiar fendmenos pro-
pios de la matematica y de las ciencias naturales,
sociales y humanas que involucren cambios que
sea necesario cuantificar y analizar para predecir
estados futuros. Esta situacién ubica los conoci-
mientos matematicos propios del calculo mas alla
de la sola manipulacién algebraica.

Estas investigaciones realizadas en didactica de
la matematica, sobre la ensenanza y el aprendiza-
je de la derivada, ponen de manifiesto las dificul-
tades a las que se enfrentan los estudiantes para
comprender de la nocién de razén de cambio. Di-
ficultades que se hacen mas notorias cuando los
libros de texto abordan la actividad matematica a
través de tareas que carecen de sustento tecnolé-
gico y tedrico; es decir, no incluyen descripciones
y explicaciones que permitan entender la técnica
utilizada y tienden a centrarse en los aspectos al-
goritmicos y algebraicos, sin que esto signifique
que los estudiantes han alcanzado una compren-
sion satisfactoria de los conceptos y métodos de
pensamiento matematicos.

Dichas tareas, técnicas, tecnologias y teorias
que encontramos en los libros de texto sittan a
la actividad matemaética en un conjunto de acti-
vidades humanas y de instituciones sociales que
puede describirse con un modelo Unico llamado
“praxeologia”. Esta nocion constituye una herra-
mienta fundamental para la ensefanza-aprendi-
zaje de las matematicas en las instituciones.

El andlisis comparativo de los libros de texto en
cuanto a cobmo abordan el tema de razén de cam-
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bio de la derivada pretende darle herramientas al
docente que le permitan elegir el libro de texto
mas adecuado segun el enfoque que cada institu-
cion quiera darle a la ensenanza-aprendizaje.

El proceso de analisis del contenido de los li-
bros de texto de la razéon de cambio de la deri-
vada esta escrito de la siguiente manera: en la
siguiente seccidén se muestra evidencia de las de-
finiciones y ejemplos de cada uno de los libros
mencionados y se hace el analisis con la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico, por Ultimo, se es-
tablecen algunas conclusiones.

METODOLOGIA

En este trabajo se revisaron y analizaron los libros
de texto Célculo Diferencial e Integral de William
A. Granville [10], Célculo de Schaum (57 edicién)
[11]y Matematicas 1 Célculo Diferencial de Dennis
Zill [12], respecto a la manera en la que se aborda
el tema de razén de cambio de la derivada.

El enfoque metodoldgico utilizado en el
analisis comparativo de los libros de texto es
cualitativo de tipo documental, ya que se realizd
una revision e interpretacion de la manera en la
que se aborda la razén de cambio de la derivada
bajo el marco tedrico de la TAD.

Seguin Morales [8], la Teoria Antropoldgica de la
Didactica (TAD) admite que “toda actividad huma-
na regularmente realizada puede describirse con un
modelo Unico, que se denomina con la palabra de
praxeologia” (praxis + logos), en la cual se distin-
guen dos niveles [9]:

El nivel de la praxis o del “saber hacer”, que abar-
ca los tipos de problemas o tareas que se estudian, y
las técnicas que se construyen para resolverlos.

Dado un tipo de tarea, se requiere una manera
de realizarlas, a la que se conoce como técnica
(1); por lo tanto, una praxeologia relativa al tipo
de tareas T contiene una técnica 1, la cual no ne-
cesariamente es algoritmica y la eleccidn de ésta
depende en ocasiones de las técnicas institucio-
nalmente reconocidas [1].

El segundo nivel, del logos o del “saber”, inclu-
ye las descripciones y explicaciones que permiten
entender las técnicas que se utilizan, las cuales re-
ciben el nombre de tecnologia; dentro del saber
existe un segundo subnivel de descripcidn y expli-
cacion que se denomina teoria.

Por lo tanto, alrededor de un tipo de tareas T,
se encuentra una tripleta formada por (al menos)
una técnica T, una tecnologia 6 y una teoria 0; di-
cho conjunto [T, T, 6, ©] constituye una praxeolo-

|ll

gia formada por un bloque practico-técnico y por
un bloque tecnoldgico-tedrico [1].

El primer texto considerado, Granville [10],
aborda el tema de la derivada a partir del anali-
sis del cambio del valor de una funcién al modi-
ficarse la variable independiente. La medida de
esta variacion, llamada razén del incremento de la
funcién y = f{x), se denota por Ay; el incremento
de la variable independiente x, estd dado por 4x.
Cuando el limite de esta razén existe, se dice que
la funcién es derivable o que tiene derivada en
x=x,, utilizando para ello la siguiente simbologia:

y ==Ly oL @) = Df () = F () o)

fxo+ax)—f(x0)
Ax

@

i) = lim

Una vez definidas las Ecs. (1) y (2), el texto esta-
blece cuatro pasos a seguir como procedimiento
para derivar una funcion:

Paso 1: Se sustituye en la funcién x por x + Ax, para cal-
cular el nuevo valor de la funcién y + Ay

Paso 2: Se resta el valor dado de la funcién del
nuevo valor y y se obtiene Ay (incremento de la
funcién)

Paso 3: Se divide Ay (incremento de la funcién)
por Ax (incremento de la variable dependiente)
Paso 4: Se calcula el limite de este cociente cuan-
do Ax (incremento de la variable dependiente)
tiende a cero.

El limite asi hallado es la derivada buscada.
Después se realiza una interpretacion geométrica
de la derivada, que en cualquier punto de una
curva es igual a la pendiente de la tangente a la
curva en ese punto.Ec. (3)

Z—z: pendiente de la recta tangente en el punto P(x,y) 3)

Si bien es cierto que el estudiante puede fami-
liarizarse con este método, también lo es que el
aprendizaje de la derivada se convierte en una
mecanizacién, generando con esto una compren-
sion parcial del concepto de derivada.

Posteriormente, introduce la derivada como
rapidez de variacion, llamada también razén de
cambio, retomando la razén de los incrementos
Ax, Ay. Ademas define la rapidez media de varia-
cién de y con respecto a x como la pendiente de
la recta tangente 2, y la rapidez instantanea de
la variacion de y con respecto a x para un valor
definido en x como%.

Cuando la variable independiente es el tiem-
po, a la rapidez de variacién con respecto a esa
variable se le llama velocidad media,%, donde s
representa la distancia y t el tiempo. Asimismo,
se define la velocidad instantanea, Ec. (4), como



el limite de la velocidad media cuando At—0; es
decir, la velocidad en un instante cualquiera es la
derivada del espacio con respecto al tiempo:

ds _ pn s @

v=EuT Aéi’é At
En muchos de los problemas de aplicacion existen
variables que son funciones del tiempo, por lo que
el libro de texto establece una guia de cinco pasos
para la resolucién de este tipo de problemas. Si las
condiciones del problema lo permiten, se pueden
establecer relaciones entre las variables, y hallar
mediante la derivaciéon una relacién entre la rapi-
dez de cambio de las variables.

Los cinco pasos para la resolucidon de
problemas que establece son:

Paso 1: Construir una figura que sea una in-
terpretacién del enunciado del problema, y
representar por medio de variables necesa-
rias las cantidades que cambian con el tiem-
po.

Paso 2: Obtener una relacion entre las varia-
bles implicadas que se verifique en un instan-
te cualquiera.

Paso 3: Derivar con respecto al tiempo.
Paso 4: Hacer una lista de las cantidades da-
das y de las buscadas.

Paso 5: Sustituir en el resultado de la deriva-
cién (paso 3) las cantidades dadas, y resolver
con respecto a las que se buscan.

EJEMPLO 2. Hallar la derivadade x¥ =2 x+7
Resolucidén., Hagamos y =x*-2x+47.
Primer paso. ytAy=(x+Ax)*—2(x+Ax)+7
= x34+3 x? Ax+3x. (Ax) ¥4 (Ax) =2 x—2.Ax+7.
Sequndo paso. y+ Ay = x+3 x?. Ax+3 x. (Ax)*+ (Ax)?=2 x=2. Ax47
y = x? —-1x +7
Ay = 3 x% Ax43 x. (Ax) 24 (Ax) 2 =2.Ax
Tercer paso AY w3 2343 2.0 +(Ax)21—2
Ax
Cuarlc ] En ¢l segunde miembro hagamos Ax—>0, Segun (A) ten-
dremos
4y _ 3 y2
dx
. o 9 ‘7 T
Q bien, y (x*=2x+47) I x2—12

dx

Figura 1: Praxeologia 1. Derivada de una funcién
(Granville, 2009, pagina 31).

La primera tarea planteada (Fig. 1), en el libro de
texto Granville [10], se centra en la parte algorit-
mica y algebraica, y consiste en calcular la deri-
vada de una funcién cibica. La técnica utilizada
para resolverla es el método de los cuatro pasos
que define previamente el libro. La tecnologia se
sustenta en la definicion de derivada de una fun-
cidén como el limite de la razén del incremento de
la funcién al incremento de la variable indepen-
diente cuando éste tiende a cero. Por Ultimo, los
elementos tedricos que sustentan la tecnologia

son aquellos de la razén de cambio; asi como los
que definen a la derivada de una funcién en el
marco del analisis matematico.

1. Un hombre camina 7% Km por hora hacia la base de una torre que tiene
15 m de alto. ;Con qué rapidez se acerca 2 la cima de la rorre cuando su distan-
ciade la basees 24 m?

Solucion. Aplicando la regla, tendremos:

Primer paso. Construyamos la figura 33, Sea x la distancia entre €l hombre
y la base de la torre, ¥ y su distancia de
la cima, ¢n un instante cualguiera.

f Segundo paso. En el triangulo rectin-
H gulo de la figura se verifica:
i
! a
@ y* = x¥4 324.
|
' Teccer paso. Derivando. obtenemaos
I
1 2 y'i—l-" =1 ¥ 9% 5sca.
dt dt
(n By o e,
dr y di
Esto significa que én un instante cualquiera se verifica la igualdad:
x . :
rapides e varigeron de y = (7) veces (repidez de vorincion de %)
v
- 24 dx 1 ;
Cuarta paso. x =24 s = — 7L, Km por hora
ar

= — 7500 m por bora.
y=vV x2+324 dy _,
= 30. dt
Quinto paso. Sustituyendoen (1),
dy . _ 24 ¥ 7500 m por hora
dit 30

= — 6 Km por hora.

Figura 2: Praxeologia 2. Rapidez de variacién
(Granville, 2009, paginas 82 y 83).

La segunda tarea planteada (Fig. 2) en el libro de
texto Granville [10] consiste en interpretar y resol-
ver un problema de la vida cotidiana, el cual im-
plica calcular la razén de cambio de una variable
respecto a otra. La técnica utilizada para resolverla
es el método de los cinco pasos para la resolucién
de problemas que sugiere el libro. La tecnologia
se sustenta en las reglas para derivar funciones al-
gebraicas, y los elementos tedricos que sustentan
la tecnologia son aquellos de la derivacidn de fun-
ciones algebraicas.

El segundo libro de texto considerado, Schaum
(5% edicidn) [11], aborda el tema de derivada de-
finiendo la notacidn delta, para lo cual considera
un ndmero cualquiera x, en el dominio de la fun-
cién f. Define Ax como un pequeno cambio de x
ax, y Ay como el cambio correspondiente en el
valor de y = f{x), obteniendo de esta manera la
razén de cambio promedio de la funcién f en el
intervalo que va de x, a x,+ Ax, Ec. (5)

By _ fGro+hn)—f(xo) )
Ax Ax

Y define la tasa de cambio instantdnea de f en
X, como el limite de la tasa promedio de cambio
entre x, y x,+Ax cuando Ax se aproxima a cero,
siempre que el limite exista. A éste le llama deri-

vada de fen x,, denotada como Ec. é:

lim Ay _ lim fGxo+ Ax)—f (x0) ©)
AX—0Ax  Ax—0 Ax
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El libro introduce el movimiento rectilineo de un
objeto cuya coordenada en cualquier instante t
esta dada por la funcién posicion s = f{t), y define:
Velocidad media, Ec. (7)

IGIDRIO)
At U]

Velocidad instantanea, Ec. (8)

g FEHAD-F®) _
v = lim K200 - ey ®

Si una cantidad y es una funcién del tiempo ¢, la
razon de cambio de y respecto al tiempo esta
dada por %. Cuando dos o mas cantidades,
todas funciones del tiempo ¢, estan relacionadas
por una ecuacion, la relaciéon de sus razones de
cambio puede hallarse derivando ambos lados de
la ecuacion.

Figura 3. Praxeologia 1. Derivada de una funcién
(Schaum, 5? edicién, pagina 73).

Lo ot 1] ] a ke T s rppeoesi sk @ rd s 1 L R R TN

T Aldemru e pandh

Figura 4. Praxeologia 2. Rapidez de cambio
(Schaum, 5% edicidn, pagina 166).modelos
ajustados.

La primera tarea planteada, (Fig. 3) en el libro de
texto Schaum (57 edicién) se centra en la parte
algoritmica y algebraica y consiste en calcular la
derivada de una funcién dada en términos de la
distancia y tiempo de un cuerpo que cae libre-
mente. La técnica utilizada para resolverla es a
través de la razén de cambio promedio de la fun-
cién definida, y a partir del resultado obtenido
evalla diferentes valores de t cuando cambia de
t,a t,+At. En cuanto a la tecnologia y teoria, se
considera que carece de sustento debido a que
Unicamente se enuncian las definiciones y teore-
mas sin que éstos sean demostrados, lo que de-
viene en un procedimiento meramente algebrai-
co, sin que el estudiante logre alcanzar un nivel
de comprension del significado de la razén de
cambio de la derivada.

La segunda tarea planteada (Fig. 4) en el libro
de texto Schaum (5% edicién) consiste en inter-
pretar y resolver un problema de la vida cotidiana
que implica calcular la rapidez de cambio de una
variable con respecto a otra. La técnica utilizada
para resolverla es realizar primero un dibujo que
permita interpretar el enunciado del problema,
representar con variables las cantidades dadas,
establecer la relacion entre ellas a través de una
expresion algebraica y finalmente derivar la ex-
presion para llegar al resultado. Se considera que
carece de sustento tecnoldgico-tedrico ya que, si
bien es cierto que utiliza reglas para derivar fun-
ciones y el Teorema de Pitdgoras para estable-
cer la relacién entre las variables, no se evidencia
una descripcidén que permita entender la técnica
utilizada; lo que genera un procedimiento me-
ramente algebraico; una vez mas, el estudiante
no puede alcanzar un nivel de comprension del
significado de la razén de cambio de la derivada.

El tercer libro de texto considerado, Zill [12],
aborda el tema de la derivada a partir de la defi-
nicidon de recta tangente, recta secante, cociente
diferencial y pendiente de la recta tangente, y es-
tablece un proceso de cuatro pasos para obte-
nerla, tres de los cuales implican sélo pre-célculo
matematico: algebra y trigonometria, y el cuarto
paso, llamado paso de calculo.

Paso 1. Evaluar f{a) y fla+h).

Paso 2. Evaluar la diferencia entre f{a+h) - f{a). Sim-
plificar.

Paso 3. Simplificar el cociente diferencial w

Paso 4. Calcular el limite del cociente diferencial
i L@t~/ (@)
h—0 h *



Posteriormente resuelve una serie de problemas
que van dosificados respecto a su dificultad y per-
miten la préactica de los cuatro pasos mencionados.
Introduce la definicién de razén de cambio media y
razén de cambio instantanea utilizando el diferen-
cial de x (Ax) y el diferencial de y (Ay). Ecs. (9) y (10)

razén de cambio media = Camb?o ey _ flartoj@ _ [l j@ _ by ©)
cambio enx (a+Ax)-a Ax Ax

. - . S
razoén de cambio instantinea = lim - (10
Ax—0 Ax

Define la velocidad media o rapidez media de un
objeto en movimiento como la razén a la cual se
cubre una distancia en cierto tiempo. Ec. (11).

cambio en distancia

vpro = cambio en tiempo (11>
Dada una funcién s(t) que proporciona la posicion
de un objeto que se mueve en linea recta, define
la velocidad instantanea en el instante t = ¢, siem-
pre que el limite exista, como:

_ ga S(to+A)=s(ty) _ . As
v(to) = Alél'% At - Alﬂ% At (12)

Cuando una funcién s(t) describe la posicién de
un objeto que se mueve sobre una recta horizon-
tal o vertical, la razén de cambio con el tiempo £
se interpreta como la velocidad del objeto.

En general, una razén de cambio con el tiem-
po es una respuesta a la pregunta, ";cuan rapido
cambia la cantidad?"

Para resolver los ejercicios de aplicacién pro-
puestos, Zill [12] presenta algunas sugerencias:

e Leer varias veces con cuidado el problema. Si
le es posible, trazar un esquema.

e Identificar con simbolos todas las cantidades
que cambian con el tiempo.

e Escribir todas las razones que se proporcio-
nan. Usar notacién de derivadas para escribir
la razén que desea encontrar.

e Escribir una ecuacién o una funcién que rela-
cione todas las variables introducidas.

e Diferenciar con respecto al tiempo t la ecua-
cién o la funcién encontrada en el paso an-
terior. Este paso puede requerir el uso de di-
ferenciacion implicita. La ecuacion resultante
después de la diferenciacion relaciona las ra-
zones de cambio con el tiempo de la variable.

La primera tarea planteada (Fig. 5) en el libro de
texto Zill [12] se centra en la parte algoritmica y
algebraica y consiste en calcular la pendiente de
recta tangente de una funcién de segundo grado.
La técnica utilizada para resolverla es el método
de los cuatro pasos, tres de los cuales implican el
uso de herramientas de pre-calculo matematico,
principalmente algebra, y el cuarto paso implica
el célculo del limite de la expresidén obtenida en
el paso 3. La tecnologia se sustenta en la de-
finicion de recta tangente, recta secante y recta
tangente con pendiente previamente definidas
en el libro y los elementos tedricos que sustentan
la tecnologia son aquellos de la recta tangente y
recta secante en el marco del analisis matematico.

I! EE :!:'I El proceso de cuatro pasos

Encuentre la pendiente de la recta tangente a la gréifica de y = x* + 2enx = 1.

El procedimiento de cuatro pasos presentado antes se usa con el nimero 1 en lugar
del simbolo a.
i) El paso inicial es el cdlculo de f(1) y f(1 + h). Se tiene f(1) = 1°+2=3.y
A+n=Qq+n
= +2h+h)+2
=342+ k.

ii) Luego, por el resultado en el paso precedente, la diferencia es:
A+M=fA)=3+2h+r =3
2+ K
= (2 + h). « observe el factor de

]fll +h) —f()
De nuevo, se usan los resultados del paso prctcd\:l:uc:

fA+R) -1 h2+h
h h

iif) Ahora, el célculo del cociente diferencial es directo.

=2 + h. «+ las h se cancelan

v

Ahora el dltimo paso es ficil. Se observa que el limite en (2) es
por el paso precedente
1+ h)=f(1 v
KL S Y

La pendiente de la recta tangente a la grifica de y = x* + 2 en (1, 3) es 2.
Figura 5. Praxeologia 1. Pendiente de la recta
tangente (Zill, 2011, pagina 135).

I!]EE :m Uso del teorema de Pitagoras

Una mujer que come a razén constante de 10 kmvh cruza un punto P en direccion al norte
Dicz minutos después, un hombre que corre a razén constante de 9 km/h cruza por ¢l mismo
punto P en direccién al este. ;Cudn ripido cambia la distancia entre los corredores 20 minu-
tos después de que ¢l hombre cruza por ¢l punto P?

Sea el tiempo 1 medido en horas desde ¢l instante en que el hombre cruza ¢l punto
P. Como se muestra en la FIGURASE3, a ¢ > 0 sean ¢l hombre H y la mujer M que estdn en x
¥y v km, respectivamente, a partir del punto P. Sea ¢ la distancia correspondiente entre los dos
corredores. Asi, dos razones son

d , @ \
Dado E*Qk.mh Y ur 10 km'h 3)

FIGURA 563 Cosredores en el
ejemplo 3

y se busca
dz
Encontrar: —
dfe1s —20mn=1in

En la figura 5.6.3 vemos que el tridngulo HPM es un tridngulo rectingulo, asi que por el
teorema de Pitdgoras, las variables x, y y z estin relacionadas por

Z=xt 4y 4)
Al diferenciar (4) con respecto a I,
d, d,,d, . dz dx dy
—zl= 2y =yt 2r— = xr— + 2y — 5
P @ Ty proporciona e + 2y ar (&)}

Cuando t =th usamos distancia = razén * tiempo para obtener la distancia que ha
corrido el hombre: x = 9- (1) = 3 km. Debido a que la mujer ha corrido L h (10 min) més, la
distancia_que ella ha recorrido es y = 10 l‘—% =5km. En r= %h. se concluye que
z= V3 + 5 = V34 km. Por tltimo,

‘f'| 7T 1321 kw/h
I 3

V34

e dz . [z
a . .5 a“
\fitld: s 9-3+410:5 o bien, @

Figura 6. Praxeologia 2. Razén de cambio (Zill,
2011, pagina 241)
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La segunda tarea planteada (Fig. 6) en el libro de
texto Zill [12] consiste interpretar y resolver un
problema de la vida cotidiana que implica calcular
la razén de cambio de una variable con respec-
to a otra. La técnica utilizada para resolverla es
el método de los cinco pasos para la resolucién
de problemas que sugiere el libro. Respecto a la
tecnologia, ésta se sustenta a través de las reglas
para derivar funciones algebraicas y el Teorema de
Pitagoras; finalmente, los elementos tedricos que
sustentan la tecnologia son aquellos de la deriva-
cion de funciones algebraicas y del Teorema de Pi-
tadgoras en el marco del analisis matematico.

DISCUSION Y RESULTADOS

Sabemos que alrededor de un tipo de tareas T,
se encuentra una tripleta formada por una técnica
T,una tecnologia 0 y una teoria 0; dicho conjunto
constituye una praxeologia formada por un bloque
practico-técnico y un bloque tecnoldgico-tedrico.

La eleccién de los tipos de tareas en cada libro
se hizo de manera que en la tarea 1 se evidencia-
ran actividades centradas en la parte algoritmica y
algebraica, y que en la tarea 2 se realizaran una in-
terpretacion y resolucion de un problema de la vida
cotidiana enfocado a calcular la razén de cambio de
la derivada, para posteriormente analizar las técni-
cas y tecnologias sobre las que se sustentan.

Los tipos de tareas propuestos en el libro de
texto Granville [10] estan enfocados principalmen-
te en determinar un valor de acuerdo al problema
planteado, esto implica llevar a cabo ciertos pro-
cedimientos basados en reglas que son considera-
das verdaderas para obtener un resultado.

Conforme se va avanzando en el contenido
temaético, se proporcionan algunas definiciones,
proposiciones y teoremas que forman el sustento
tedrico, sin embargo, en ocasiones éstos carecen
del entorno tecnoldgico, lo que hace que se con-
vierta en un procedimiento meramente algebrai-
co, sin que el estudiante logre alcanzar un nivel
de comprension del significado de la razén de
cambio de la derivada

Los tipos de tareas propuestos en el libro de
texto Schaum (5% edicidén) obedecen méas a una
practica de reglas y definiciones dadas, lo que
genera que los estudiantes trabajen mas la parte
algebraica y mecanica sin que ello implique una
comprensién del significado de razén de cambio
de la derivada.

Si bien es cierto que el manejo y dominio alge-
braico es importante en la asignatura de Calculo,

la ensenanza-aprendizaje bajo esta dinamica pue-
de llegar a generar ciertas dificultades a los estu-
diantes que no tienen un dominio algebraico ple-
no, afectando con ello su desempefo académico.

En general, el libro proporciona una breve ex-
plicacion del tema, resuelve un ejemplo y propor-
ciona al estudiante una serie de problemas resuel-
tos y de problemas complementarios enfocados
mas a una mecanizacioén de las expresiones alge-
braicas anteriores que a la comprension misma de
su significado.

La serie de ejercicios propuestos por el libro
de texto Zill [12] permite al estudiante consolidar
poco a poco las propiedades y caracteristicas de
las definiciones proporcionadas, debido a que és-
tos van dosificados en cuanto a dificultad se refie-
re, permitiendo al estudiante una mejor compren-
sion del tema.

Ademas de los ejercicios que implican el uso de
algoritmos, al abordar el tema de razén de cambio
se enfoca en la resolucién de problemas de la vida
cotidiana y sugiere ciertas directrices para tradu-
cir del lenguaje coloquial al lenguaje matematico
cada problema que le ayuden al estudiante a re-
solver la situacion planteada. En caso de que se
requiera algin conocimiento previo, lo menciona
dentro de la solucion del ejercicio como recorda-

torio para el estudiante.

Derivado del anélisis de los libros de texto en
torno a los tipos de tareas especificos, se obser-
varon ciertas similitudes y diferencias; por ejem-
plo, el libro de texto Granville [10] y el libro de
texto Zill [12] estdn enfocados principalmente
en determinar o calcular un valor de acuerdo al
problema planteado a través de ciertos procedi-
mientos que implican el uso de algoritmos. Aun-
que en ambos libros se evidencia sustento tecno-
|6gico-tedrico, solamente en el libro de texto Zill
[12] se detallan explicaciones de conocimientos
previos requeridos que sirven de apoyo para el
estudiante en la resolucidn de la tarea planteada.
Respecto al libro de texto Schaum (5% edicion),
las tareas propuestas obedecen a una practica de
reglas y definiciones dadas, enfocadas mas a una
mecanizacién que a la comprensién misma de los
significados.

El presente trabajo es meramente un analisis
bajo la Teoria Antropoldgica de lo Didactico a
las praxeologias de los libros ya mencionados, la
eleccion de cada uno de ellos dependera del en-
foque que cada institucidn quiera darle a la ense-



Ranza-aprendizaje de la actividad matemética; sin
embargo, es importante mencionar que la ausen-
cia de sustento tecnoldgico en los libros de texto
genera que el aprendizaje de la razon de cambio
de la derivada se traduzca en la aplicacion de cier-
tas reglas consideradas como verdaderas, sin que
ello implique que el estudiante ha alcanzado una
comprension del significado.

CONCLUSIONES

La Teoria Antropoldgica de lo Didactico ha per-
mitido analizar las praxeologias propuestas en los
libros de texto de Calculo Diferencial de Granville
[10], Schaum (5% edicién) [11] y Zill [12], al hacer
una revision sobre las tareas, técnicas, tecnolo-
gias y teorias utilizadas. Se observé que la mayo-
ria de las tareas planteadas estan enfocadas en
calcular algin valor a través de un procedimiento
algebraico mediante la aplicacion directa de las
definiciones planteadas, sin que esto garantice
que los estudiantes logren comprender el signifi-
cado de la razén de cambio de la derivada.

Es verdad que los libros de texto Granville [10]
y Zill [12] proporcionan ciertos pasos a seguir en
la resolucién de problemas de aplicacidn, los cua-
les pueden servir de apoyo al estudiante; sin em-
bargo, también es cierto que en la resolucién de
problemas existe una gran area de oportunidad
para trabajar con los estudiantes en el aula. Se
trata de una actividad que implica practica cons-
tante a fin de desarrollar ciertas habilidades que
les permitan enfrentar y resolver cualquier situa-
cién planteada.

Los resultados muestran que las praxeolo-
gias propuestas por los libros de texto, las cua-
les constituyen una herramienta fundamental en
la ensenanza-aprendizaje, carecen de simetria
entre los bloques practico-técnico y el tecnold-
gico-tedrico, ya que en su mayoria enuncian las
definiciones o teoremas pero no las demuestran,
por lo que recomendamos anadir por lo menos
una idea de la demostracion para presentar un
marco general acorde a la teoria utilizada en el
analisis de este trabajo.
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RESUMEN

En este articulo se muestra una recopilacion de
errores identificados en la resolucién de una activi-
dad piloto llevada a cabo con una adaptacién de la
metodologia ACODESA, sobre el algoritmo de la
divisiéon de polinomios de grado tres con una sola
variable. Ademas se muestra el respectivo anali-
sis, con apoyo del marco tedrico “Enfoque Logi-
co Semiodtico” para determinar un posible origen.
Los resultados muestran de manera prominente
la presencia de errores durante el manejo de las
operaciones basicas con polinomios por parte de
estudiantes que ya han concluido las materias de
algebra de preparatoria, éstos se deben proba-
blemente a la didactica con la que recibieron el
contenido algebraico y a una deficiencia en el con-
tenido aritmético.

Palabras clave: ACODESA, divisién, poli-no-
mios, enfoque loégico semidtico, algebra.

ABSTRACT

This paper presents a compilation of errors iden-
tified in the resolution of a test activity, executed
with an adaptation of the ACODESA methodo-
logy, on the division algorithm of third degree
polynomials with one variable. The analysis was
performed under the theorical framework of “Se-
miotic Logical Approach”, in order to determine a
possible origin of the errors. The results show pro-
minently the presence of errors during the basic
operations with polynomials by students who have
already completed high school algebra subjects,
these are probably due to the didactics with which
they received the algebraic content and to a defi-
ciency in arithmetic content.

Keywords: ACODESA, division, polynomials,
semiotic logical approach, algebra.

INTRODUCCION

En este trabajo de investigacidn se parte de la
probleméatica en el aula referente al manejo de
la division de polinomios, cuyo algoritmo sigue
mostrandose dificil de ejecutar para los alumnos,
incluso en niveles educativos pre-universitarios y
universitarios. Dado que dicho algoritmo requie-
re so6lidas bases de algebra y un buen manejo de
conocimientos aritméticos, es sencillo apreciar
una secuencia en la que los errores cometidos en
etapas tempranas contintan siendo arrastrados e
impiden una compresiéon adecuada del tema en
cuestion. Se vuelve relevante entonces identificar
los errores y determinar su origen con el fin de
aspirar a una correccion.

Para comenzar, los polinomios son parte de un
contenido convencional en instituciones de nivel
medio-superior y superior. Las operaciones con
ellos se encuentran dentro de una rama que se
desarrolla en una amplia y rica seccion del alge-
bra; sin embargo, éstas han sido consideradas
por los estudiantes como uno de los tépicos me-
nos aplicables a otros campos del conocimiento,
de escasa utilidad y excesiva abstraccion. Es por
estas razones que se dificulta apropiarse de ese
conocimiento a pesar de que se les plantea cua-
les fueron las ideas y problemas que le dieron ori-
gen y significado [4] y Santiesteban, 2015).

Aunado a esto se observan, de acuerdo a [7],
dificultades en cuestiones algebraicas como el
manejo de fracciones, célculos aritméticos y, por
supuesto, manejo de los signos, las cuales per-
sisten en los estudiantes pese a que el tema de
polinomios se considera tradicional en la educa-
cién basica. Esta situacion termina por afectar de
forma negativa el acercamiento a la divisién entre
dos polinomios.

Aguiriano [1] concluye que, en lo que respecta
al algoritmo de la divisién en los enteros, su gru-
po de estudio, estudiantes de ingreso a ingenie-
ria agronémica, tuvo un desempeno no satisfac-
torio, mostrando lo que él llama “errores de nivel
secundaria”, como no agregar ceros al cociente,
no identificar residuos mayores que el divisor,
leve empleo analitico de la igualdad

a=bq+r (1

(El dividendo es igual al producto del divisor por
el cociente, mas el residuo) para comprobar el re-
sultado, olvidar el planteamiento de restas como
paso intermedio y no cambiar el signo de algunos
términos.

Segun Socas [11], es posible que un estudian-
te muestre errores operacionales, estructurales
y procesuales, aunque no tenga dificultad apa-
rente con las matematicas. Estos errores de los
objetos matematicos dificultaran el aprendizaje
de un contenido posterior, por lo que hacer un
diagnéstico y tratamiento puede permitir a los
profesores idear dindmicas y procedimientos que
ayuden en su correccidén. Lo anterior queda rea-
firmado en la investigacion de [5], donde se en-
contraron errores con un origen en la formaciéon
matematica previa al nivel educativo actual de los
estudiantes universitarios. En tal trabajo se plan-
tea la obtencion de logros en el aprendizaje si
los errores pueden ser reconocidos y superados.
Es interesante mencionar, en este mismo tema,
la aportacién de Rico [9], sobre las caracteristicas
generales de los errores presentados en su grupo
de estudio y su conclusién de la contribucién po-
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sitiva a la ensefianza proveniente de los errores.
“El andlisis de los errores cometidos por los alum-
nos en su proceso de aprendizaje provee una rica
informacién acerca de como se construye el co-
nocimiento matematico, y es una excelente he-
rramienta para relevar el estado de conocimiento
de los alumnos” [2].

En resumen, existe evidencia que los alumnos
siguen mostrando problemas con el algoritmo de
la division de polinomios, mientras que las inves-
tigaciones de Socas [11], Rico [9] y [2] muestran
que tratar adecuadamente las propiedades alge-
braicas permite acceder a un nuevo contenido
matematico; de ahi la importancia de identificar
los errores y trabajar en una correccion posterior.

Se pretende entonces dar respuesta a la pre-
gunta: ;Qué errores emergen durante el algorit-
mo de la divisién de polinomios? con el objetivo
de identificar y clasificar errores cometidos por
los alumnos. Para esto se aplicé una serie de acti-
vidades a dos estudiantes voluntarios de manera
individual y por equipo a lo largo de varias eta-
pas, cada una de las actividades consistia en un
ejercicio de division de polinomios con una sola
variable. El procedimiento utilizado por los alum-
nos y los resultados obtenidos fueron analizados
con un marco tedrico para clasificar los errores
identificados y determinar su origen. Finalmente,
se establecen conclusiones a partir de las eviden-
cias recabadas y analizadas.

El presente trabajo esta estructurado de la si-
guiente manera: En la préxima seccién se des-
cribe la metodologia que fue adaptada para la
aplicacion de las actividades: el Enfoque Légico
Semidtico como teoria utilizada para analizar los
resultados y la forma en que permite clasificar y
estudiar los errores identificados. Mas adelante
se detalla la intervencion realizada a los estudian-
tes voluntarios desde un repaso del contenido
necesario para abordar las actividades hasta su
aplicacion. Y por dltimo se presenta el andlisis y
discusidn de los resultados y las conclusiones de
esta investigacion.

Metodologia ACODESA

Para este trabajo de investigacién de caracter
cualitativo se utilizé la metodologia de apren-
dizaje colaborativo, debate cientifico y auto-re-
flexién, ACODESA [6] por su acréonimo en fran-
cés, la cual surge de un sistema semidtico expan-
dido que considera representaciones funcionales
e institucionales y su evolucidén en un escenario
cultural al que se refiere como “Sistema Cultural
Semidtico”. La microsociedad de un salén de cla-
ses puede favorecer la evolucién de este sistema
partiendo de las dos representaciones mencio-

nadas: la institucional es generada por la ense-
fianza convencional, usualmente el docente y los
medios de los que dispone para impartir la clase,
y la funcional es una representaciéon que emerge
espontaneamente del alumno para entender y
resolver tareas matematicas no rutinarias previo
a la representacion institucional.

Durante la resoluciéon de las tareas, el profesor
no debe proveer una solucién o pistas que per-
mitan llegar a una; su papel es mas bien el de ob-
servar el trabajo individual de los estudiantes, dar
apoyo para un buen intercambio de ideas dentro
del proceso sociocultural de comunicacién y ani-
mar la auto-reflexién antes de la institucionaliza-
cion, integrando los entornos individual y sociocul-
tural. La metodologia permite introducir un cono-
cimiento matematico a lo largo de cinco etapas.

- Trabajo individual: cada estudiante resuelve la
tarea por cuenta propia, desarrollando represen-
taciones funcionales.

- Trabajo en equipo: se trabaja la misma tarea en
equipo y, gracias a la argumentacion y validacion
de los integrantes, se puede mejorar lo desarro-
llado en la fase anterior.

- Debate: se mejora nuevamente lo obtenido en
la fase anterior con toda la clase participando y
ofreciendo su forma de resolver la tarea.

- Auto-reflexion: el estudiante trabaja la tarea por
su cuenta, reconstruyendo el conocimiento.

- Proceso de institucionalizacién: las repre-
sen-taciones institucionales son presentadas por
el profesor, basandose en los resultados de las
fases anteriores.

La metodologia ACODESA permitira aplicar una
serie de tareas en cada una de sus etapas y, al re-
colectar los resultados, se procedera a un analisis
para identificar los errores cometidos por los estu-
diantes del grupo de estudio y cuéles de ellos per-
sisten. Estos errores podran ser clasificados segun
su origen con el Enfoque Légico Semiético.

Enfoque Légico Semiético

El Enfoque Légico Semidtico (ELOS) es un marco
tedrico en construccion desarrollado por el Gru-
po de Pensamiento Algebraico de la Universidad
de la Laguna, en Espafa, y centra su atenciéon en
las investigaciones relacionadas con el aprendizaje
del lenguaje algebraico.

Este marco “pretende aportar instrumentos
para el andlisis, la descripcidn y la gestion de las
situaciones problematicas o fenémenos de na-
turaleza didactica matematica que ocurren en el
Microsistema Educativo desde una perspectiva
centrada en la Semiética, en la Légica y en los Mo-



delos de Competencias” [12]. “Se caracteriza por
orientar la investigacion hacia la elaboracién de
dos modelos de competencias para el estudio de
errores: el formal y el cognitivo” [3].

El microsistema educativo puede ser descri-
to como el lugar o ambiente donde se ensena
el conocimiento matematico, estd compuesto de
tres elementos basicos: estudiante, docentes y la
disciplina en cuestion (en este caso matematicas);
y de tres componentes que determinan el con-
texto: el Social, el Cultural y la Institucién Escolar.

En esencia, toma los elementos del triangulo
didactico y establece relaciones entre ellos, como
se muestra en la Fig. 1 obtenida del trabajo de
Socas, "“El andlisis del contenido matematico en
el Enfoque Légico Semidtico (ELOS). Aplicacio-
nes a la investigacion y al desarrollo curricular en
didactica de la mateméatica” [12].

Profesor

Matemiticas Alumno

Semiosis Microsistema Educativo

Figura 1. Relaciones del tridangulo didactico en el
ELOS [12].

Sobre los modelos por competencias, el de com-
petencia formal parte de la organizacién funcio-
nal, fenomenoldgica y conceptual de los objetos
algebraicos.

En palabras de Delgado [3]: "explica la relacion
que hay entre los objetos matematicos y el lengua-
je algebraico".

Por su parte, el modelo de competencia cog-
nitivo se organiza segun:

- Las representaciones semidticas
- Los estadios de desarrollo cognitivo de los siste-
mas de representacion en algebra
- Dificultades y errores en el aprendizaje del dlgebra

Es importante profundizar en cada una de ellas
para dar paso a la clasificacién y estudio del error.
La representacion semidtica en este enfoque parte
de entender la semiosis como el triple proceso de
generar signos, de acciones del signo y de infe-

rencia. El proceso de ésta Ultima corresponde a
la designacion de un objeto matematico mediante
un signo, esta representacién genera una interpre-
tacion mental en el receptor, de modo que el sig-
nificado de un objeto matemético puede ser ob-
servado a través del signo y estad de cierta forma
ligado a un interpretante.

La segunda componente se refiere a los esta-
dios de desarrollo cognitivo de los sistemas de
representacion en algebra. Para hablar de ellos
primero es necesario mencionar los sistemas de
representacion semidtica; estos consisten en un
sistema de signos a través de los cuales pueden
comunicarse los objetos matematicos.

Socas [11] menciona que los sistemas de repre-
sentacion semidtica mas formales permiten que
los alumnos no confundan los objetos matemati-
cos con sus representaciones, contrario a los sis-
temas mas visuales o mas intuitivos, y es en el do-
minio de estos sistemas formales donde aparece
una sucesion de estadios de desarrollo cognitivos
que permiten generar una competencia. Se tienen
entonces tres estadios de desarrollo: el semidtico,
el estructural y el auténomo.

En el estadio semidtico el objeto y los signos
nuevos emergen y son caracterizados por objetos
y signos antiguos ya conocidos; es decir, el indivi-
duo aprende y emplea signos nuevos con los sig-
nificados de los signos pertenecientes al sistema
antiguo que ya sabe manipular.

En el estadio estructural se recurre a compor-
tamientos y patrones del sistema antiguo para
dotar de significado a los simbolos y objetos que
aparecen en el nuevo sistema. Mediante estruc-
turas ya conocidas se puede asignar un significa-
do a la aparicién de simbolos que no se habian
visto antes.

Finalmente, en el estadio autébnomo se tiene
a los signos y objetos cuyo significado no puede
ser obtenido con el manejo de un sistema anti-
guo —ya sea de signos, procedimientos o estruc-
turas—, sino que es propio del nuevo sistema.

La tercera y uUltima componente del modelo
de competencia cognitivo engloba a las dificul-
tades y errores en el aprendizaje del dlgebra. Las
dificultades, de acuerdo a Socas [10] tienen su
origen en el ya mencionado microsistema edu-
cativo, conectadas en complejas redes que ter-
minan por concretarse en forma de obstaculos,
que a su vez generan errores en los estudiantes, y
estan asociadas a la disciplina de las matematicas
y complejidad de los objetos, a los procesos de
ensenanza, a los procesos de desarrollo cogniti-
vo de los estudiantes y a las actitudes afectivas
y emocionales que tienen hacia las matematicas.
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En resumen, las dificultades pueden abordarse
desde tres elementos: el desarrollo cognitivo de
los estudiantes, el curriculo de matematicas y los
procesos de ensefanza.

Clasificacion y estudio del error

Para Socas [11], los errores aparecen cuando los
estudiantes abordan un conocimiento nuevo que
los lleva a reestructurar lo visto anteriormente, y
es esta adaptacion del conocimiento lo que dara
al error distintas procedencias. Con este marco
tedrico se sitdan los errores cometidos por los
alumnos en tres ejes que se organizan en semio-
sis distintas: el error puede tener origen en un
obstaculo epistemoldgico, didactico o cogniti-
vo. Otro origen posible es la ausencia de senti-
do semidtico, estructural o auténomo, y también
puede tener origen en la afectividad, emociones,
actitudes y creencias de los alumnos hacia el con-
tenido matematico. Los errores con origen en un
obstaculo y en las actitudes hacia las matemati-
cas proceden directamente de las dificultades en
el aprendizaje del dlgebra, mientras que los erro-
res con origen en una ausencia de sentido par-
ten de los estadios de desarrollo cognitivo de los
sistemas de representacién vistos anteriormente.

Cuando hablamos de un obstaculo epistemo-
l6gico nos referimos a un contenido matematico
que experimenté de forma natural una gran resis-
tencia a ser adquirido a lo largo de la historia de la
humanidad, por lo que no deberia sorprender que
los estudiantes tengan dificultades para abordarlo.
El obstaculo didactico es, junto con el cognitivo,
referente al curriculo de matematicas, el primero
genera errores debido a la forma en que las clases
y el material son presentados por el docente a sus
alumnos; mientras que los errores generados por
el segundo estéan relacionados con la manera en
que el alumno construye por si mismo el conoci-
miento. Los errores con origen en actitudes afec-
tivas y emocionales parten de los sentimientos,
generalmente negativos, hacia el contenido ma-
tematico, tales como la incertidumbre, ansiedad o
estrés, por mencionar algunos. Kieran y Filloy [8]
mencionan que la sociedad considera el algebra
como una parte compleja de las matematicas, a
tal grado de que simplemente escuchar la palabra
“algebra” es suficiente para provocar miedo e in-
disposicidn en los estudiantes.

Y los errores con origen en una ausencia de
sentido pueden diferenciarse en tres etapas:
errores con origen en la aritmética, errores de
procedimiento y errores debidos a las caracteris-
ticas propias del lenguaje algebraico. Los errores
con origen en la aritmética parten de una ausen-
cia de sentido semiético; se refieren a objetos y

simbolos que fueron presentados en el lenguaje
aritmético y cuya comprension y asimilaciéon per-
mite emplearlos en algebra con un significado di-
ferente, o dotar de significado a nuevos simbolos
y objetos. Los errores de procedimiento yacen en
una ausencia de sentido estructural; se manifies-
tan cuando los alumnos usan inadecuadamente
férmulas o reglas de procedimiento. Por ultimo,
los errores debidos a las caracteristicas propias
del lenguaje algebraico surgen en el manejo de
signos cuyo significado no puede atribuirse al de
un signo del lenguaje antiguo, en otras palabras,
son auténomos.

A continuacién, la Fig. 2 describe los compo-
nentes anteriores del modelo de competencia
cognitivo.
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Figura 2. Componentes del modelo de competen-
cia cognitivo [11].

La investigacion de Socas [11] entrega un listado
y descripcion de los errores encontrados durante
el andlisis de las actividades aplicadas a sus estu-
diantes participantes. A continuacién se descri-

ben dichos errores.

Errores relativos al uso del paréntesis: Se refie-
ren al mal uso del paréntesis, o al hecho de no uti-
lizarlos aunque se identifique en el contexto. Por la
forma en que se ensefa este contenido matemati-
co puede tener origen en un obstaculo didactico,
o bien puede deberse a una ausencia de sentido
semidtico; para este Ultimo en particular nos re-

montamos a origenes aritméticos.

Errores debidos a la concatenacién: Ya los men-
cionan Kieran y Filloy [8] como una fuente de con-
fusién para el alumno, puesto que en aritmética la
yuxtaposicion de dos simbolos indica una adicién,
y en algebra indica una multiplicacién. Por ejem-
plo, en aritmética los simbolos 3y 7 colocados jun-
tos forman el niUmero 37 es decir 30 + 7, mientras
que en algebra los simbolos 4y b colocados juntos
forman 4b, que significa 4 por b.

Necesidad de particularizaciéon: Es un error con
origen en una ausencia de sentido, pues depen-
diendo el contexto el alumno no puede hallar
sentido al uso del lenguaje algebraico y retro-



cede entonces al lenguaje numérico que si sabe
utilizar.

Necesidad de clausura: Error con origen en un
obstaculo didactico que se presenta cuando el
alumno desea “concluir” una operacién que él
considera incompleta, por ejemplo, 5x+3 resulta
en 8x.

Tabla 1. Origen de los errores descritos anterior-
mente [11].

ERROR IDENTIFICADO ORIGEN DEL ERROR

Obstaculo didactico

Mal uso del paréntesis . - L .
P Ausencia de sentido semidtico (origen en la

aritmética)

Concatenacion Obstéculo cognitivo

Obstaculo didactico

Necesidad de clausura . .
Ausencia de sentido estructural (errores de

procedimiento)

Necesidad de particularizacion Ausencia de sentido

Ya que el algoritmo de la division de polinomios
involucra todas las operaciones basicas (suma, res-
ta y multiplicacién) es en estas operaciones donde
se espera identificar errores cuyo origen pueda ser
determinado con el ELOS. Previo a la intervencién,
el disefo de la actividad permitié predecir ciertos
tipos de errores que podrian aparecer, el listado
de ellos se presenta a continuacion.

Error con origen en la ausencia de sentido se-
midtico: Llega a presentarse durante la division de
monomios que permite determinar los elementos
del cociente, pues se requiere usar leyes de los ex-
ponentes —tema visto en aritmética—. También
puede presentarse en la resta de polinomios cuan-
do sélo un término del sustraendo cambia de sig-
no, pues esto indica que el paréntesis fue omitido
debido a una mala aplicacién de las propiedades
aritméticas.

Error con origen en la ausencia de sentido es-
tructural: Se manifiesta un error de procedimiento
cuando el manejo de una estructura conocida es
inapropiado; por ejemplo, si bien la omisién deli-
berada del paréntesis tiene origen en la ausencia
de sentido semidtico, este mismo error puede ma-
nifestarse con un origen distinto cuando se consi-
dera la suma de monomios dentro de un parénte-
sis como un solo término, y al multiplicarlo por un
término exterior la estructura es confundida.

2x - (4x + 3) = 8x* + 6x (2

La estructura puede ser trasladada de manera
errénea a:
2x - (4x - 3) =8x*- 6x 3)

Lo mismo podria aparecer en esta investigacion
de manera inversa, es decir
2x-(4x-3)=2x-4x-3 (4)

La estructura puede ser mal trasladada a:
2x-(4x+3)=2x-4x+3 (5)

Error con origen en un obstaculo didactico: Pue-
de presentarse en la “simplificaciéon” de dos tér-
minos, cuando uno de ellos es un nimero y el
otro una letra, mostrando que la expresion se
percibe como una operaciéon incompleta que
debe ser concluida antes de proceder (necesidad
de clausura).

Pueden también presentarse errores que no
son analizados con el ELOS para determinar su
origen, pero que si han sido identificados en
otros estudios enfocados al algoritmo de la divi-
sion [1] por ejemplo:

- Una mala eleccion de los elementos del cociente
- No comprobar el resultado

- Olvidar plantear una resta

- No ubicar residuos mayores que el divisor

En la actividad realizada para este articulo no se
espera ver errores con origen en la ausencia de
sentido auténomo, puesto que lo que se trabajara
en el algoritmo de la division de polinomios esta
fuertemente ligado a operaciones previas y a co-
nocimiento aritmético. No se veran signos cuyo
significado sea exclusivo del lenguaje algebraico;
por ejemplo, el uso del signo “=" en el estudio
en el manejo de ecuaciones, a menos claro que
los estudiantes utilicen la propiedad Ec. (1) (el
dividendo es igual al producto del divisor por el
cociente, mas el residuo) para comprobar el resul-
tado. Si bien, se hara las observaciones puntuales
de la experiencia de los estudiantes en distintas
etapas del estudio, no se buscara analizar los erro-
res con posible origen en actitudes emocionales y
afectivas hacia el contenido matematico.

Intervenciéon
Repaso de contenido pertinente

Las actividades aplicadas consistieron cada una
en un ejercicio disefado por el investigador, el
ejercicio en cuestion consiste en una division de
polinomios en la que el dividendo es un polino-
mio de grado tres y el divisor es un binomio de
grado 1. Se disein6 asi para que los participantes
pudieran plantearlo desde un enunciado y con-
cluirlo en no mas de 20 minutos, pero que en ese
tiempo y en los pasos que implica su resolucién
se trabajara con nimeros negativos, leyes de los
exponentes, leyes de los signos, divisién de mo-
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nomios y operaciones basicas con polinomios.
Todo con el propdsito de predecir algunos de los
errores que podrian aparecer, tener en claro don-
de se utilizaria el Enfoque Logico Semidtico para
determinar el origen y asegurar que la actividad
estuviera al nivel de los participantes.

La actividad piloto se aplicé de manera presencial
a dos estudiantes identificados como “Estudiante1”
y “Estudiante2”, siendo el primero de nivel licen-
ciatura perteneciente a la Universidad Auténoma
de Querétaro y el segundo un estudiante de nivel
preparatoria perteneciente al Colegio de Bachilleres
del Estado de Querétaro. La metodologia ACODE-
SA, descrita en la seccién 2, fue adaptada para este
singular escenario en el que los estudiantes ya han
llevado el tema de divisién de polinomios con an-
terioridad, pero aun asi se muestran incapaces de
abordarlo y de realizar la etapa de debate. Se conto
con el espacio adecuado para desarrollar la activi-
dad, un escritorio para los estudiantes y un pizarrén
como apoyo.

Ademas, ambos estudiantes permitieron que
se grabara toda la intervencion, la cual duré apro-
ximadamente 80 minutos, de los cuales 30 minutos
fueron destinados a describir las caracteristicas de la
investigacion, la dindmica y el repaso de contenido.

Lo primero, una vez procurado lo anterior y te-
niendo listo el material para la actividad, fue pre-
sentar ante los estudiantes el titulo de esta inves-
tigacion, su objetivo, sus caracteristicas, las etapas
arealizar, y después se les preguntd sobre qué tan
preparados se sentian para realizar un ejercicio de
divisién de polinomios.

Dado que para ambos ha pasado un tiempo con-
siderable desde su Ultimo contacto con el algebra,
fue necesario comenzar con un repaso de operacio-
nes con polinomios, donde se vio lo siguiente:

- Término algebraico

- Clasificacién en monomios, binomios, trinomios y
polinomios

- Suma, resta y multiplicacion de polinomios

- Division de monomios y algoritmo de la division
aritmética

Durante el repaso los estudiantes mencionan carac-
teristicas que hacen ver que recuerdan la ley de los
exponentes aplicada al producto de dos términos
con la misma base y a la division de monomios

(xm-x"=x(m™) ) (6)
(x"/x" =x("" ) (7)
pero no recordaban la manera de realizar el algoritmo

de la divisién de polinomios, por lo que se presenta-
ron ejemplos previos a la aplicacién de la actividad.

Antes de aplicar la actividad, se desarrolld
en el pizarrén un ejemplo “sencillo” de division
de polinomios en el que se utilizé todo lo visto
anteriormente. El ejemplo fue borrado una vez
concluido para que no pudiera ser utilizado como
una guia para resolver la actividad.

Aplicaciéon de la actividad

La actividad 1 consistié en plantear una division de
polinomios desde un enunciado y, de acuerdo a la
metodologia ACODESA, cada estudiante recibié
una hoja con dicha actividad para trabajarla de ma-
nera individual. El estudiante debia identificar los
componentes de la division (dividendo y divisor),
colocarlos en su respectivo lugar en la casilla de di-
vision y realizar el algoritmo hasta obtener un resi-
duo de grado menor al grado del divisor. Durante
la aplicacion de la actividad no obtuvieron ningin
tipo de ayuda por parte del investigador y se les
dio 15 minutos para resolver el ejercicio. Aunque
el "Estudiante1” lo finaliz6 en menor tiempo, los
estudiantes al entregar la actividad desconocen si
su resultado es correcto o no.

Siguiendo la metodologia, para la actividad 2
cada estudiante recibié una hoja con la misma ac-
tividad que en la etapa anterior, sélo que ahora
las instrucciones cambiaron a trabajar en equipo,
haciéndoles énfasis en la importancia de discutir,
aportar su punto de vista y corregir al otro en caso
de creerlo necesario. El procedimiento se muestra
en las hojas de trabajo de ambos estudiantes y tuvo
una duracién de 11 minutos.

Dado el nimero de estudiantes y el hecho de
que se trataba de una prueba piloto, no se consi-
derd necesario realizar la etapa de debate, puesto
que en ella el investigador adn no debe intervenir ni
darles pistas para resolver la actividad; ademas, am-
bos estudiantes ya han intercambiado argumentos
y llegado a una conclusién.

La actividad 3 fue entonces para la etapa de
auto-reflexion. A cada estudiante se le dio nueva-
mente la misma hoja de trabajo inicial para que
fuera resuelta de manera individual, pues se es-
pera que, si en alguna etapa anterior se presen-
taron errores, en esta sean resueltos. La duracién
de esta etapa fue de 5 minutos.

La actividad 4 consistié en aplicar una segunda
hoja de trabajo para la misma etapa de auto-re-
flexion. Ahora el ejercicio seria distinto al inicial
para ver si se familiarizaron con el tema o si aun
se presentan errores. Con la actividad 4, la cual
les tomo 10 minutos, concluye la intervenciony la
recoleccién de evidencias.

Finalmente, a peticidn de los participantes y des-
pués de que ambos entregaron su actividad, se
procedié a una etapa de institucionalizacidon en



la que el ejercicio de la actividad 4 fue explica-
do con maés detalle, tanto en los elementos de
la division como en los pasos del algoritmo para
llegar al resultado correcto, con una duracion de
aproximadamente 10 minutos.

RESULTADOS Y DISCUSION

En la actividad 1, ambos participantes manejaron
el algoritmo haciendo cada paso fuera de la ca-
silla de division para después colocar los polino-
mios pertinentes en su lugar. Sin embargo, el “Es-
tudiante2” cambid esto a partir de la actividad 2,
y en ninguna de las actividades los participantes
intentaron comprobar su resultado.

Figura 3. El procedimiento a la derecha hecho fue-
ra de la casilla de divisién por el “Estudiante1”.

En esta etapa aparece sélo un tipo de error que
se esperaba en un inicio: el "Estudiante1” se equi-
vocd en una suma de polinomios; en un término
cambid de signo en un paso anterior y, a pesar de
ejecutar correctamente ese cambio de signo y de-
jar evidencia de ello, hizo la reduccién de términos
semejantes en la suma de polinomios conservan-
do el signo del paso anterior.

Figura 4. Suma de polinomios incorrecta

El error se acarre6 en el resto del algoritmo vy,
naturalmente, no se obtuvo el resultado correcto.
Cabe resaltar que en un paso posterior similar, la
reduccion de términos semejantes si se hizo co-
rrectamente, por lo que el error tal vez se debi6 a
un descuido, ya que el mismo “Estudiante1” du-
rante la actividad pidié que “no lo presionasen”
cuando el investigador sugirié un tiempo limite.

Ademas, no identificé un residuo de grado
igual al del divisor, por lo que dio por finalizada
la actividad, aunque el algoritmo aun continuaba
hasta obtener un residuo de grado menor.

Si bien dicho error podria tener origen en una
ausencia de sentido o en un obstaculo didactico,
lo cierto es que el “Estudiante1” expresé que “ya
no sabia qué hacer” porque “ya no podia divi-
dir”, refiriéndose a dividir 5x por 2x para determi-
nar el siguiente término del cociente.

De lo anterior se puede concluir que ese error,
por la forma en que ocurrid, tiene origen en la
aritmética (ausencia de sentido) debido a la inca-
pacidad de manejar fracciones o decimales.

Figura 5. Residuo del mismo grado que el divisor.

En cambio, el”Estudiante2” comete un error al
hacer la operacién (2x - 3)(3x?) y obtener 6x3- 6x°.
Dado que el error se presenta por un contenido
aritmético deficiente al manejar las tablas de mul-
tiplicar se puede determinar su origen en una au-
sencia de sentido.

Analizando el resto de su procedimiento no
se encontraron mas errores, claro que debido al
error inicial no se lleg6 al resultado correcto.

Es importante mencionar que el “Estudian-
te2" si decidié trabajar con nimeros decimales y
continuar el algoritmo, pero no se planted la po-
sibilidad de estar equivocado y usar la compro-
bacién aritmética que conoce para verificar esto.

Figura 6. Manejo de decimales.
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La actividad 2 corresponde a la etapa de tra-
bajo en equipo, a los 3 minutos de haberla ini-
ciado ambos expresaron haberse dado cuenta de
que se equivocaron en la primera parte del algo-
ritmo en la actividad 1.

Aunque entregaron sus hojas anteriores, ambos
recordaron el residuo que obtuvieron e inmediata-
mente lo contrastaron durante el procedimiento, y
aungue no comprobaron su resultado, se mostra-
ron convencidos de que esta vez era el correcto.

Una discusion puntual entre ambos es el ma-
nejo de cierto nimero de términos del dividendo
durante el algoritmo; el “Estudiante1” trabajo
sélo con los términos que eran semejantes a los
que obtuvo de multiplicar el término correspon-
diente del cociente por el divisor para hacer la
resta, y argumenté que era la forma correcta de-
bido a la similitud con el algoritmo en aritmética.

Mientras tanto, el “Estudiante2” trabajé siem-
pre con todos los términos del dividendo, argu-
mentando que se debia tomar “toda la ecuacién”.

Eventualmente concluyeron que ambas formas
son correctas para este ejercicio, aunque es posi-
ble que en un caso distinto en el que los términos
del dividendo no sean de grado consecutivo el
“Estudiante1” podria tener problemas al determi-
nar con que términos trabajar y con cuéles no.

Figura 7. El "Estudiante2” "baja" el 1 del dividen-

do después de la primera resta.

Figura 8. El "Estudiante1” "baja” el 1 hasta que le
parece pertinente.

La actividad 3 es la etapa de auto-reflexidn, en
ella se les dio una hoja de trabajo con la misma
actividad y, como era de esperarse, cada uno de
manera individual concluyé el algoritmo y llegé al
resultado correcto.

La actividad 4 presentd una extensidn de la
etapa anterior en la forma de un nuevo ejercicio
para ver si la experiencia anterior permitia que
en esta ocasién tampoco se presentaran errores,
premisa que no fue cumplida.

El “Estudiante1” fallé desde el inicio en es-
cribir correctamente el dividendo en la casilla de
division, ya que un término fue escrito con signo
contrario al que solicitaba la actividad, por lo que
es imposible que el algoritmo concluya llegando
al resultado correcto. A pesar de este error la ac-
tividad fue analizada, y de la forma como el estu-
diante planteé el ejercicio no se presentaron mas
errores en el algoritmo.

De igual manera, sorprendentemente, el "“Estu-
diante2” también fallé en escribir un término del di-
videndo. El anélisis de esta actividad partié de consi-
derar el planteamiento del “Estudiante2” como co-
rrecto y, revisando el resto del algoritmo, se encontrd
un error mas, el cual ocurrié al dividir dos monomios,
pues se omitié el signo “-” en el resultado.

u

Figura 9. Omisién del signo en la divisién de

monomios.

Este error, cuyo origen yace en una ausencia de
sentido o en un obstaculo didactico, nuevamente
lleva al estudiante a trabajar con niumeros deci-
males. Este hecho, al igual que en la actividad 1,
no parece alertarlo de que ha cometido un error
o de que seria prudente revisar su procedimiento
hasta ahora; en vez de eso, continua con el algo-
ritmo hasta que el manejo de decimales es tan
grande que decide entregar la actividad.

Tabla 2. Errores encontrados

ERRORES

e DESCRIPCIGN DEL ERROR POSIBLE ORIGEN

6 + 538 - (60 - 958) Falla al reducir términos semejantes Sentimiento de presién

) por confusién de un signo previo. que pudo llevar al
638 4 38 - 638 + 9 = 65 .
descuido.

Grado de (5x + 7) = Grade | No se identific un residuo de grado | Ausencia de sentido al no

de igual al del divisor, de modo que el | trabajar con numeros

p algoritmo fue concluido decimales en un contexto
(2 - 3,
4 prematuramente. algebraico (origen en la

aritmética)

(2 - 3)(3:F) = 65 - 6F Mal uso de las tablas de multiplicar | Ausencia de sentido por
mal manejo de contenido

aritmético

Mal planteamiento del | Ambos estudiantes copiaron malun | Descuido al plantear la

cjercicio términe del dividendo divisién

Se omitié el signo “-" en la divisién Probablemente un

3x de monomios obstaculo didactico al ver
el tema de leyes de los

signos aplicado a division

Ausencia de comprobacién | No se utilizé la propiedad Ec. (1) (el Probablemente un

dividendo esigual al producto del | obstéculo didéctico, pues

divisor por el cociente, mas el se aprecia que no saben



CONCLUSIONES

El ELOS usado para analizar este algoritmo mate-
matico permitié determinar el origen de algunos
errores encontrados en los pasos que involucran
operaciones con polinomios, concretamente en
la division de monomios, suma, resta y multipli-
cacion de polinomios. El analisis apunta a que
los participantes del estudio manejan adecuada-
mente las estructuras algebraicas. No obstante,
es en la parte aritmética donde se presentan pro-
blemas debido a un contenido tan basico como
las tablas de multiplicar, y al manejo de nimeros
decimales, que si bien no hubieran conducido al
resultado correcto en esta actividad, si marcaron
un impedimento para continuar con un algoritmo
que quedd incompleto.

En el caso del error nimero dos de la tabla nos
encontramos ante una ausencia de sentido, semié-
tico, pues no tiene relacidon con la identificacién
del grado de los polinomios en el algoritmo, sino
mas bien con el empleo de un contenido aritméti-
co. Puede verse cémo los objetos y simbolos pro-
pios de los nimeros racionales (decimales o frac-
cionarios) no pudieron ser dotados de significado
en el sistema algebraico, y aunque el error podria
ser atribuido a un obstaculo debido a la dificultad
del contenido, esto no puede apreciarse ya que
no hubo empleo ni manipulaciéon del mismo.

Otros errores pueden deberse a la didactica
con la que se les ensend algebra. Por ejemplo,
el modo de ensefnanza del tema de leyes de los
signos, pues tal vez no les quedé claro que tam-
bién se aplica a la division de monomios y no solo
a la multiplicacién, donde no parecen tener pro-
blemas. Puede ademas deberse a las dificultades
asociadas a los objetos matematicos, en este caso
el manejo de cantidades negativas cuya dificultad
es inherente a dicho contenido matematico (obs-
taculo epistemoldgico).

El otro error es acerca de la ausencia de una
comprobacién, que si bien podria considerarse
su origen en un obstaculo si saben aplicarla en
un contexto aritmético pero no es trasladada al
algebraico, es posible que se relacione con el
hecho de que tampoco realizan una revisién de
su procedimiento, ni cuando estan seguros de su
resultado para verificarlo ni cuando tienen dudas
de lo que llevan resuelto.

Los errores restantes parecen encontrarse
en un simple descuido o falta de atencién, pues
pudieron evitarse facilmente e incluso ser corre-
gidos también con mucha facilidad con tan solo
revisar su procedimiento, y pueden catalogarse
como descuidos debido a que no ocurren por un
mal manejo del lenguaje aritmético o algebraico
como los errores anteriores.

La aplicacién de la prueba piloto termind
mostrando que, efectivamente, la presencia de
errores continla incluso en estudiantes que han
aprobado las materias de algebra y dichos erro-
res seguiran afectandolos en futuros cursos de
matematicas, por lo que es pertinente el estudio
posterior para atender esta problematica desde
su origen, sea cual sea éste.

También, resulta de gran importancia resal-
tar la gran utilidad que tuvo la etapa de trabajo
en equipo de ACODESA, pues les permitié a los
estudiantes darse cuenta de sus errores previos
rapidamente y, trabajando juntos, quedaron con-
vencidos del resultado obtenido en la actividad,
mostrandose entonces como una dindmica efec-
tiva para resolver ejercicios y corregir errores.
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