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RESUMEN 

Parte de la problemática descrita en la literatura 
especializada en el proceso enseñanza-aprendi-
zaje de la probabilidad condicional está relacio-
nada principalmente con los sesgos y el contexto 
del problema. La investigación descrita en este 
artículo tiene un enfoque cualitativo y explorato-
rio bajo observación natural; la muestra será por 
conveniencia, se obtendrá de un aula de estu-
diantes universitarios de la facultad de ingeniería 
que cursen probabilidad y estadística como par-
te de las materias de tronco común y que hayan 
cursado el tema de probabilidad condicional. Se 
asignarán a los participantes cuatro tareas, cada 
una con cuatro consignas; dos de las tareas se 
seleccionaron de cuestionarios que ya están es-
tadísticamente validados para encontrar sesgos 
asociados al concepto de probabilidad condicio-
nal y son de contextos con los que el estudiante 
está familiarizado; mientras que las tareas restan-
tes tendrán como característica la presentación 
de los problemas en un contexto distinto a su 
campo de conocimiento, pero evidenciarán el 
mismo sesgo. Las tareas se modificaron bajo el 
marco teórico de la Teoría Antropológica de lo 
Didáctico con la intención de que, al analizar sus 
producciones cognitivas, se detecte qué y cómo 
resuelven los estudiantes las actividades propues-
tas, aportando evidencia que permita establecer 
cómo comprenden la probabilidad condicional. 
Con la información obtenida se espera que sea 
posible focalizar los puntos donde es necesario 
incidir para la corrección de sesgos, y de esta 
manera, puedan resolver con éxito problemas de 
probabilidad condicional. 

Palabras Clave: 000, probabilidad condicio-
nal, TAD, ACODESA, sesgo temporal, sesgo de 
causalidad. 

ABSTRACT 

Part of the problem described in specialized li-
terature about the teaching-learning process of 
conditional probability is mainly related to biases 
and the context of the problems. The research 
described in this article has a qualitative and ex-
ploratory approach under natural observation. 
The sample will be chosen by convenience and 
will be obtained from a group of engineering stu-
dents, at university level, who study probability 

and statistics as part of the common core sub-
jects and who have studied conditional probabi-
lity. Participants will be assigned four tasks, each 
with four items to fullfill; two of the tasks were 
selected from questionnaires that are already sta-
tistically validated to find biases associated with 
the concept of conditional probability and with 
which students are already familiar; while, in the 
remaining tasks the problems will be presented in 
a different context from their field of knowledge 
but they will show the same bias. The tasks were 
modified under the theoretical framework throu-
gh the Anthropological Theory of Didactics, with 
the intention that, when analyzing their produc-
tions, it is detected what and how the students 
solve the proposed activities, providing evidence 
that allows to establish how they understand the 
conditional probability. With the information ob-
tained, it is expected that the students acquire 
the capacity to focus on the points where it is ne-
cessary to influence the correction of biases, and 
in this way, they will be able to successfully solve 
conditional probability problems. 

Keywords: 000, conditional probability, ATD, 
ACODESA, temporary bias, causality bias. 

INTRODUCCIÓN 

La probabilidad condicional según Díaz & de la 
Fuente [1], Barraguéz & Guisasola [11] es un tema 
importante debido a que se utiliza con frecuen-
cia en la vida profesional y en la vida cotidiana, 
principalmente cuando se busca tomar decisio-
nes acertadas en situaciones de incertidumbre, y 
también porque forma parte de la definición de 
otros conceptos estadísticos que son requisito 
en el estudio de la inferencia estadística, tanto 
clásica como bayesiana; así como en el estudio 
de la asociación de variables, la regresión y el 
contraste de las pruebas de hipótesis, entre otros 
conceptos que se definen mediante una proba-
bilidad condicional. Por tanto, es imprescindible 
que el alumno adquiera las competencias y cono-
cimientos básicos en este tema antes de avanzar 
en el estudio de la estadística. 

Mejía, Sierra y Fernández [2] sugieren que par-
te de la dificultad aparece incluso desde la redac-
ción de los problemas, ya que entenderlos puede 
resultar complejo, lo que obstaculiza su resolu-
ción adecuada. Esto ocurre principalmente por 
el contexto al que los problemas hacen referen-
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i cia y con el cual los estudiantes pueden no estar 
familiarizados. Se considera que, cuanto mayor 
sea el número de probabilidades condicionales 
que contiene la parte formativa de un problema, 
mayor será la dificultad de los estudiantes para 
resolverlo. 

La investigación teórica y experimental que se 
hace actualmente en Didáctica de la Matemáti-
ca surge de observar que el alumno se equivo-
ca cuando se le pide realizar ciertas tareas; cabe 
destacar que estos errores no obedecen a un 
modo aleatorio e impredecible, sino que ya se 
han focalizado; por otra parte, se ha determinado 
que otras dificultades se deben, según Batanero, 
Godino, Green, Holmes y Vallecillos [3], a la falta 
del conocimiento básico necesario para la com-
prensión correcta de un concepto o procedimien-
to dado. Por su parte, Sánchez [4] refiere que los 
errores o dificultades de los estudiantes en la re-
solución de problemas con frecuencia se deben 
a que tienen sus propias ideas previas sobre las 
situaciones, las cuales suelen ser persistentes e 
inconsistentes con el punto de vista normativo. 

Las principales dificultades para comprender 
el concepto de probabilidad condicional (sesgos 
en el razonamiento, Díaz & de la Fuente [1] y Tarr 
& Lannin [5]) son: 

• Influencia de la presentación del problema. 
- Estructura que presentan los problemas de 

enunciado verbal. 
- Relación con el contexto (no le es familiar al 

estudiante). 
• Condicionamiento y causación. 
• Condicionamiento y temporalidad (intercam-

bio de sucesos en la probabilidad condicional): 
P(A|B) es diferente de P(B|A); este error es muy 
común cuando se trata de los errores en la inter-
pretación del nivel de significación y el p-valor. 

• Confusión entre probabilidad condicional y 
conjunta, pues depende de cómo se redacten los 
enunciados. 

• Situaciones Sincrónicas (situaciones estáti-
cas, donde los experimentos aleatorios se reali-
zan simultáneamente) o situaciones diacrónicas 
(hay una clara secuencia temporal). 

• Concepto de independencia. 
Díaz & de la Fuente [6] refieren que la probabili-
dad condicional fue reportada por docentes uni-
versitarios como un concepto que se les dificulta 
comprender a los estudiantes. Con base en esto 
surge la siguiente investigación, cuyo objetivo 
es dar respuesta a la pregunta de investigación: 

¿Cómo comprenden la probabilidad condicio-
nal los estudiantes universitarios?; para ello, se 
utilizarán algunas tareas propuestas para medir 
sesgos de falacia temporal (situación diacrónica) 
y de concepto de causalidad en la resolución de 
dichos problemas, los cuales han sido validados 
estadísticamente y pueden ser usados por otras 
investigaciones con dicho fin (estos problemas 
serán los descontextualizados). La presente in-
vestigación sólo analizará dos de los sesgos antes 
mencionados, debido a que, al ser una investiga-
ción de tipo cualitativo, no es posible analizar las 
producciones de muchos alumnos por el trabajo 
inherente definido por la TAD, la cual guía y sus-
tenta toda la investigación y será considerada en 
cada una de las cinco fases del método Acodesa 
para su aplicación. 

Los problemas elegidos se modificaron a la luz 
del marco teórico de la Teoría Antropológica de 
lo Didáctico (TAD) de Chevallard [7], la cual funge 
como eje rector de toda la investigación con la 
finalidad de cubrir el objetivo principal de carac-
terizar la actividad matemática de los estudiantes 
universitarios al resolver problemas de probabi-
lidad condicional, analizando el qué y cómo re-
suelven estos problemas y aportando una idea de 
cómo es que comprenden la probabilidad condi-
cional, pregunta de investigación que se preten-
de responder.

La investigación está acotada únicamente a la 
probabilidad condicional excluyendo el teorema 
de Bayes. Se remite a la que se enseña en los 
cursos básicos de probabilidad, con escenarios 
discretos finitos y equiprobables. 

Aunque es un problema ya estudiado, no se 
ha hecho desde la TAD y la metodología Acode-
sa para su aplicación, que nos pueden dar otro 
tipo de sugerencias para la enseñanza-aprendiza-
je del concepto de probabilidad condicional. La 
razón de que la propuesta no haya sido probada 
y, por tanto, no se presenten resultados se debe 
a que es una investigación en curso y será pro-
bada antes de finalizar este año con alumnos de 
la FI-UAQ, como se definió en la muestra. Por el 
momento es sólo una propuesta; sin embargo, 
aunque no se tienen aún resultados en las inves-
tigaciones, es posible escribir el artículo enfocán-
dose en el diseño del instrumento y cómo éste 
permitirá recoger lo que se pretende observar, 
indicándolo en la sección de resultados. 

Con la información obtenida, será posible fo-
calizar los puntos donde es necesario incidir para 
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la corrección de sesgos a través del rediseño de 
una secuencia de tareas de probabilidad condi-
cional mediante una selección de éstas de acuer-
do a su grado de dificultad, con la finalidad de 
favorecer la comprensión progresiva del concep-
to y, de esta manera, lograr que resuelvan con 
éxito problemas de probabilidad condicional en 
cualquier contexto mediante la comprensión de 
los conceptos asociados y no por la memoriza-
ción de fórmulas. 

MARCO TEÓRICO 
La Teoría antropológica de lo didáctico 

Como referente teórico se utiliza la Teoría An-
tropológica de lo Didáctico (TAD) de Cheva-
llard [7], la cual es una herramienta para el aná-
lisis del conocimiento matemático visto como 
un conjunto de prácticas sociales instituciona-
lizadas que requiere de una forma de análisis 
que permita la descripción y el estudio de las 
condiciones de la realización desde la Organi-
zación Matemática. La Organización Matemá-
tica (OM) o Praxeología está compuesta por 
varios tipos de tareas cuya realización requiere 
técnicas matemáticas, que a su vez se justifi-
can en tecnologías y teorías matemáticas es-
pecíficas. 

Tabla 1. Elementos de la Teoría Antropológica 
de lo Didáctico

En la Organización Matemática o Praxeología 
se observan las prácticas matemáticas; éstas 
son actuaciones particulares en el abordaje 
de problemas matemáticos específicos. Está 
determinada por formas de razonar, comunicar, 
validar o generalizar, y habitualmente no existe 
de manera aislada. 

Lo que este artículo presenta es una construc-
ción de una praxeología matemática que permita 
determinar que los objetos matemáticos surgen 
de prácticas con las matemáticas ubicadas en 
diversos contextos geográficos y culturales, rela-
cionada con la probabilidad condicional y direc-
cionada por la TAD exponiendo la tarea, la técni-
ca, la tecnología y la teoría. 

Con la TAD, se podrá determinar si resolvieron 
correctamente el problema mediante el uso de 
alguna de las técnicas (τ) fundamentadas en algu-
na tecnología (θ) y alguna teoría (Θ). 

METODOLOGÍA 

La presente investigación tiene un enfoque cualita-
tivo y exploratorio bajo observación natural (León 
& Montero [8]); la muestra será por conveniencia, 
se obtendrá de un aula de estudiantes universita-
rios de la facultad de ingeniería que cursen pro-
babilidad y estadística como parte de las materias 
de tronco común y que hayan cursado el tema de 
probabilidad condicional. El instrumento de reco-
lección de datos estará conformado por 4 tareas de 
probabilidad condicional con 4 consignas cada una; 
dicho instrumento será aplicado bajo el método de 
ACODESA (Hitt, González-Martín [9]), por su acró-
nimo en francés. Es un método de enseñanza para 
introducir conceptos matemáticos en el aula y pro-
mover el desarrollo del pensamiento matemático 
que se refiere al aprendizaje colaborativo, debate 
científico y auto-reflexión; además, provoca que 
los estudiantes construyan significados e involucra 
escenarios individuales inmersos en los sociocultu-
rales. En esta metodología, cada tarea constará de 
5 fases: 1) Trabajo individual, donde se recuperan 
los conocimientos previos del estudiante pues su 
producción cognitiva produce significados propios 
correctos o no; 2) Trabajo en equipo, se espera 
un refinamiento de sus respuestas sobre la misma 
tarea a partir de sus procesos de argumentación 
y validación; 3) Debate, todo el grupo discute las 
distintas formas en la que resolvieron la tarea, se es-
pera obtener un refinamiento de su técnica y even-
tualmente su teoría; 4) Auto-reflexión, proceso in-
dividual de reconstrucción para afianzar lo logrado 
en el debate, y 5) Institucionalización del concepto 
probabilístico asociado a la tarea analizada toman-
do en cuenta las producciones de los estudiantes. 
Cada una de las fases será dirigida y analizada bajo 
el marco teórico de la TAD. Se estima una sesión de 
50 minutos para cada tarea. 
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i RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

Para ejemplificar la construcción de la praxeo-
logía matemática asociada a las tareas, sólo se 
desarrolla este proceso para el caso de la Tarea 
1, que forma parte de la secuencia estructurada 
de tareas para el estudio de investigación. Se 
pondrá otra tarea que evidencie el mismo sesgo 
diacrónico que la tarea 1 pero en un contexto del 
ámbito ingenieril, y otras dos que evidencien el 
sesgo causal. 

La tarea 1 que se aplicará tiene por objetivo 
ver si se presenta la falacia temporal o sesgo de 
secuencia temporal, dado que es una situación 
diacrónica que fue modificada de Ojeda [10] (Fig. 
1). Y se explica a detalle su análisis bajo la TAD. 
En la consigna c), la intención de hablar de 100 
bolas se puso con el fin de que, al imaginar más 
bolas, le fuera más fácil al estudiante identificar lo 
que ocurriría, por la consecuencia de los grandes 
números y el comportamiento estadístico que 
conlleva pensarlo usando más de solo 1 bola.

Tarea 1. Analiza el diagrama y resuelve lo que 
se te pide. 

Una bola se suelta por E. Si sale por R, ¿cuál es 
la probabilidad de que haya pasado por el canal I? 

a) Escribe cuáles son los eventos y cuál es la 
probabilidad pedida. 

b) Realiza esquemas que te ayuden a calcular 
la probabilidad pedida. Justifica tu respuesta. 

c) Si en lugar de una bola tienes 100, ¿cambia 
el resultado? 

d) Explica tu resultado. ¿Por qué obtuviste ese 
resultado?, ¿cómo sabes que es correcto?

Figura 1. Actividad sobre sesgo temporal. 
Situación Diacrónica. Contexto no ingenieril. 

Modificada de Ojeda [10]

El análisis se hará con base en el marco teórico 
de la TAD. 

Modelo praxeológico de Chevallard (T, ɒ, Ʌ, Θ): 
Tipo de Tarea (T). Calcular la probabilidad 

condicional. 
Técnicas (τ ). Aquí se describen a detalle las 

posibles respuestas que los estudiantes podrían 

dar a cada una de las consignas de la tarea (ma-
nera de resolver), donde todas las técnicas con-
llevan al mismo valor numérico: 
τ 1a: Escribir los eventos: 
I: Bola paso por el canal izquierdo (I) 
R: Bola salió por R 
P (I|R): Probabilidad Condicional de que la 

bola haya pasado por el canal I, dado que salió 
por R. 
τ 2b: Realice el cálculo con la fórmula de pro-

babilidad condicional ࡼ=(ࡾ|ࡵ)ࡼ(ࡾתࡵሻȀࡼሺࡾ) 

Las técnicas 3 y 4 podrían ser referidas por es-
tudiantes que han comprendido el concepto de 
probabilidad condicional P(A|B) como la proba-
bilidad de que ocurra el evento A dado que ha 
ocurrido el evento B (que es el evento seguro), 
entonces puede entender que su espacio mues-
tral queda reducido al evento B y ahora serán to-
dos sus casos posibles; es decir, obsérvese que 
en A ת B ocurren conjuntamente A y B, y tiene 
asociado el espacio muestral original Ω. A|B signi-
fica que, en los casos en los que ya ha ocurrido B, 
ocurre A, y por tanto el espacio muestral es aquel 
en el que ha ocurrido el evento B.

ɒ 3b: Técnica de la regla de tres. 75 ՜100 y 
50՜75/(50*100) = ࢞ o x = (5000/75) 

ɒ 4b: Dibuje un diagrama de VENN. Dejando 
R como espacio muestral, que es nuestro punto 
interés y no influye en el resultado el quitar B (ver 
Figura 2)

ɒ 5b: Dibuje un diagrama de árbol (ver Figura 3)

Figura 2. Diagrama de Venn y cálculo de la 
probabilidad condicional usándolo.

Figura 3. Diagrama de árbol y cálculo de la 
probabilidad condicional usándolo

Como refieren Lonjedo & Huerta [12], la presen-
tación de los datos en algunos problemas de pro-
babilidad condicional permite resolver estos pro-
blemas sólo con los requisitos del conocimiento 
numérico, tales como razón, proporción, etc., por 
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lo que su estudio también implica el pensamiento 
numérico, pero la tradición en la enseñanza de 
las probabilidades nos muestra lo contrario. Los 
profesores no suelen utilizar el pensamiento nu-
mérico en el contexto de la probabilidad. Tal es 
el caso de la anterior técnica 3 y la técnica 6, que 
se muestra a continuación:

Tabla 2. ᎃ6b. Tabla de doble entrada. Renglo-
nes y columnas son independientes

Tabla 2. �6b. Tabla de doble entrada. Renglo-
nes y columnas son independientes

ɒ 6b1: Usando la Tabla 2, podría haber usado: 
(•/§) = 5075 = 23 = 0.66 
ɒ 7b: Sólo observa el esquema y apunta las canti-
dades, y sobre eso deduce:

� 6b_1: Usando la Tabla 2, podría haber usa-
do: (•/§) = 5075 = 23 = 0.66 

� 7b: Sólo observa el esquema y apunta las 
cantidades, y sobre eso deduce:

Figura 4. Esquema del problema

Tecnologías (Ʌ). Tienen un carácter justificativo que 
argumenta la técnica realizada por el estudiante. 

Ʌ 1: Operaciones con conjuntos y operaciones 
de probabilidad 

Ʌ 2b: Uso de la fórmula de probabilidad condi-
cional. 

Ʌ 3b: Noción de variables proporcionales (las 
cantidades que se corresponden se obtienen 
multiplicando una por un número constante; fun-
ción f: = x ՜�ܽݔ; la división como inversa de la 
multiplicación. 

Ʌ 4b: (Ʌ1) 
Ʌ 5b: Técnica gráfica de diagrama de árbol. 
Ʌ 6b y Ʌ 6b1: Haga uso de frecuencias observa-

das y esperadas. 
Ʌ 7b: No se observan tecnologías. 

Teorías (ȣ). Es un nivel superior de justificación de 
la tecnología usada y puede estar dada por teo-
remas, lemas, axiomas o definiciones puntuales 
(conceptos matemáticos). 

ȣ 1: Teoría sobre conjuntos y axiomas de pro-
babilidad. 

Definición de probabilidad simple, interacción 
de eventos. 

ȣ 2b: Definición de probabilidad condicional y 
uso de fórmula (ܫȁܴሻൌࡼሺࡾתࡵሻȀࡼሺࡾ) 

ȣ 3b: Teoría de los números racionales y sus 
operaciones. 

ȣ 4b: Teoría de probabilidades y conjuntos. 
Concepto de espacio muestral. 

ȣ 5b: Reglas de multiplicación para eventos 
no independientes. 

ȣ 6b y ȣ 6b1: Concepto de probabilidades 
marginales. 

ȣ 7b. No se observan teorías.

Se pondrá otra tarea que mida el mismo sesgo 
de temporalidad diacrónica, pero en un contexto 
que le sea familiar al estudiante. Los resultados se 
podrán comparar con el antes descrito para con-
testar a nuestra hipótesis de que el alumno podrá 
identificar y resolver, mejor y sin sesgos, los pro-
blemas de probabilidad condicional en situaciones 
a las que está familiarizado que los que represen-
tan situaciones en otros contextos de uso. Lo mis-
mo se hará con las otras 2 tareas restantes, que 
evidenciarán el sesgo de concepto de causalidad 
en dos contextos familiares y en uno no familiar. 
Como se describe en el apartado de metodología, 
la aplicación de las tareas se realizará según la ló-
gica de la metodología ACODESA. 

CONCLUSIONES 

Se espera obtener resultados similares a otras 
investigaciones bajo el mismo problema, debido 
a que la compresión de la relación de condicio-
nalidad se dificulta si la secuencia temporal de 
los sucesos no coincide con el orden dado en el 
condicionamiento. El suceso condicionante (caer 
en el orificio R) es posterior en el tiempo al su-
ceso cuya probabilidad se evalúa (pasar por I). 
La secuencia temporal dificulta la identificación 
correcta del espacio muestral del experimento: 
{(I,R), (II,R0, (II,B)}, puesto que a R llega el doble 
de bolas desde I que desde II; P(I|R)=2/3 y los 
estudiantes dan erróneamente la respuesta 0.5, 
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i no teniendo en cuenta las bolas que caen en el 
orificio B (Díaz & de la Fuente [6], Barragués & 
Guisasola [11]). 

Será importante ver si no darle al estudiante 
los resultados de posibles respuestas, como era 
la propuesta original de la tarea de donde fue 
tomada, y permitirle desarrollarla de una forma 
libre, provoca que no caiga en el sesgo que se 
está midiendo. 

El efecto de la propuesta al usar la TAD y la 
metodología Acodesa para su aplicación eviden-
ciará el tipo de técnicas y recursos didácticos, 
así como teorías y tecnologías que los alumnos 
suelen usar para resolver estos problemas, con la 
finalidad de homogeneizar su uso y enriquecer el 
concepto. El método Acodesa proporcionará una 
forma más sencilla de llegar a la comprensión e 
institucionalización del concepto de probabilidad 
condicional, al permitir a cada estudiante trabajar 
con otras personas (equipo) y grupalmente (de-
bate), e incentivar el aprendizaje colaborativo; de 
esta forma, se observará la evolución de la com-
prensión del concepto de probabilidad condicio-
nal en cada una de las fases, lo que podría dar 
pauta a la mejor manera de enseñarlo. 

Lo que evidencien los resultados permitirá ac-
tuar en la corrección de sesgos, rediseñando una 
secuencia de tareas de probabilidad condicional 
mediante una selección de éstas de acuerdo con 
su grado de dificultad, con la finalidad de favore-
cer la comprensión progresiva del concepto y, de 
esta manera, lograr que los problemas de pro-
babilidad condicional se resuelvan con éxito en 
cualquier contexto.
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RESUMEN 

El presente trabajo pretende que, a través de los 
problemas de optimización, el estudiante pueda 
acercarse a la comprensión de la noción de 
derivada. Para tal fin, se propone una actividad que 
consiste en que el alumno resuelva un problema 
de optimización desde diferentes registros de 
representación y justifique cada uno de sus 
procedimientos, lo cual le permitirá evidenciar 
la implicación de la derivada en la resolución 
del problema planteado. El uso de los distintos 
registros de representación para la resolución 
del problema planteado corresponde con las 
diversas maneras de realizar una tarea, las cuales 
están definidas como técnicas en una praxeología 
matemática. De esta forma, el análisis a priori del 
presente trabajo se hace considerando la Teoría 
de Registros de Representación Semiótica y la 
Teoría Antropológica de la Didáctica. 

Palabras Clave: 000, Teoría Antropológico de 
Lo Didáctico, problema de optimización, deriva-
da, registros de representación., actividad. 

ABSTRACT 

This paper intends that, through optimization 
problems, the student will be able to reach an 
understanding of the notion of derivative. For 
this purpose, an activity is proposed, which 
consists in the student solving an optimization 
problem from different representation registers 
and justifying each one of his or her procedures, 
this will allow him or her to show the implication 
of the derivative in the resolution of the proposed 
problem. The use of the different representation 
registers for the solution of the proposed 
problem agrees with the different ways of solving 
an assignment, which are defined as techniques 
in a mathematical praxeology. In this way, the a 
priori analysis of this work is done considering the 
Theory of Registers of Semiotic Representation 
and the Anthropological Theory of Didactics. 

Keywords: 000, Anthropological Theory of 
the Didactic, optimization problem, derivative, 
semiotic representation registers, activity. 

INTRODUCCIÓN 

La mayoría de los estudiantes resuelven ejercicios 
donde se les pide calcular la derivada de una 
determinada función real, casi siempre de forma 
automática, aplicando las reglas usuales de 
derivación sin realmente concientizarse de las 
implicaciones de este concepto matemático. Por 
tanto, se puede decir que una de las razones por 
las cuales ocurre esta sistematización continua, 
se debe a que prevalece la visión sistemática 
algebraica de la derivada, tanto en el cálculo de 
funciones en escenarios descontextualizados, 
como en escenarios de problemas de optimización. 

Con respecto a estos últimos, a los estudiantes 
se les dificulta traducirlos del lenguaje natural al al-
gebraico, lo cual les impide realizar la formulación 
adecuada de un modelo matemático, que les per-
mita encontrar una solución óptima al problema. 
Cabe mencionar que la mayoría de los docentes 
enseñan este contenido matemático haciendo uso 
solamente de procesos algorítmicos y algebraicos, 
y no utilizan otro tipo de representaciones. Por tal 
motivo, los alumnos resuelven los problemas de 
optimización utilizando los criterios de máximos y 
mínimos de una función (representación algebrai-
ca), sin analizar ni justificar sus procedimientos. 

Dentro de las investigaciones centradas en los 
problemas de optimización, se destaca el estu-
dio realizado por Baccelli, Anchorena, Figueroa y 
Prieto [1], quienes mencionan que las dificultades 
presentadas por los estudiantes están asociadas 
al planteamiento, análisis y resolución de estos 
problemas. Estos obstáculos se evidenciaron en el 
análisis que realizaron al momento de observar la 
manera en cómo estudiantes de primer año de la 
Facultad de Ingeniería de la Universidad Nacional 
de Mar del Plata (Argentina) resolvían problemas 
de este tipo. 

En este mismo orden de ideas, se presenta la 
investigación realizada por Aldana [2], quien men-
ciona que el conocimiento alcanzado por los estu-
diantes sobre el concepto de optimización es de 
tipo intuitivo, ya que está asociado a la gráfica de 
la función; es decir, que entienden la optimización 
como el punto más bajo o más alto de la gráfica, 
para lo cual aplican el criterio de la segunda deri-
vada para encontrar los máximos o mínimos. 

Por otra parte, Rojas, Báez y Corona [3] presen-
tan una propuesta didáctica para la enseñanza del 
tema de optimización, apoyada con Excel y Geo-
gebra para estudiantes de bachillerato. Los auto-
res consideran que, si desde el inicio del curso de 
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i cálculo diferencial se planteara un problema con-
textualizado sobre optimización, el avance coti-
diano de conocimientos capacitaría al estudiante 
para entenderlo y resolverlo. 

En este contexto, Navarro [4] propone una 
secuencia didáctica para la construcción del con-
cepto de derivada en problemas de optimiza-
ción; la actividad se desarrolló con estudiantes 
que ya habían tomado un curso de cálculo dife-
rencial y, a través del uso de un manipulable físi-
co y uno digital como el software de Geogebra, 
los estudiantes lograron una noción intuitiva de 
la derivada de una función al tener una aplica-
ción en problemas de optimización de contexto 
extra-matemático que resolvieron sin conocer la 
algoritmia ni la palabra “derivada”. 

Por otro lado, Cruzado [5] presenta una inves-
tigación que tiene como finalidad analizar de qué 
manera estudiantes de las diferentes carreras de 
ingeniería coordinan registros de representación 
semiótica al resolver problemas de optimización 
movilizando el concepto de derivada de funcio-
nes reales de variable real. Este estudio toma 
como marco teórico la Teoría de Registros de Re-
presentación Semiótica. Para la parte experimen-
tal de la investigación se elaboraron dos proble-
mas de optimización mediados por el Geogebra, 
los cuales fueron aplicados a estudiantes de Inge-
niería Mecánica de una universidad nacional pe-
ruana. El análisis de los resultados logrados por 
los estudiantes evidenció que hay dificultades al 
momento de coordinar el registro figural, alge-
braico, gráfico y en lengua natural. Se concluyó 
que los problemas de optimización propuestos 
favorecen para que se dé dicha coordinación. 

Las investigaciones previas pretenden poner 
de manifiesto las dificultades que encuentran los 
estudiantes al resolver problemas de optimiza-
ción. Pero, sobre todo, la persistencia de éstas 
debido a la implicación del concepto de deriva-
da. De esta manera, con la intención de que los 
estudiantes alcancen una comprensión de la de-
rivada, se hace el presente trabajo, el cual consis-
te en el diseño de una secuencia de actividades 
cuya finalidad es que los alumnos puedan esta-
blecer una conexión entre los diferentes registros 
de representación. 

MARCO TEÓRICO 

La presente propuesta se fundamenta en dos 
marcos teóricos: la Teoría de Registros de 
Representación Semiótica (RRS) y la Teoría 
Antropológica de la Didáctica (TAD). 

Teoría de Registros de Representación 
Semiótica 

Según Duval [6], aprender matemáticas involucra 
una secuencia de actividades cognitivas como la 
conceptualización, el razonamiento y la resolución 
de problemas; es por ello que, para aprender y 
enseñar matemáticas, se requiere la utilización 
de distintos registros de representación y de 
expresión: el lenguaje natural, la representación 
mediante imágenes, símbolos, etc. Por tal 
motivo, la enseñanza-aprendizaje del concepto 
de derivada por medio de los problemas de 
optimización no se debe trabajar solo haciendo 
uso de un único registro, sino que se debe incluir 
la capacidad de traducir la información de una 
representación a otra. 

De igual forma, el autor afirma que los objetos 
matemáticos no son accesibles a la percepción o 
la experiencia intuitiva inmediata, ya que no son 
objetos reales o concretos, por tal razón, se hace 
necesario disponer de las diferentes representa-
ciones semióticas de un objeto; sin embargo, no 
se debe confundir el objeto con su representa-
ción, distinción que es fundamental para su com-
prensión. 

Con base en lo anterior, Duval [6] indica que 
un registro es un campo de variación de repre-
sentación semiótica en función de los factores 
cognitivos que le son propios. Es necesario se-
ñalar que las representaciones semióticas son 
producciones que hace un sujeto a partir de sus 
representaciones mentales para representar un 
objeto matemático mediante signos que tienen 
su propia significación y funcionamiento dentro 
de un sistema de representación. En otras pala-
bras, las representaciones se pueden considerar 
como un medio para exteriorizar las concepcio-
nes mentales con la intención que se dé una co-
municación con otros sujetos. 

En la teoría de registros de representación se-
miótica, a la actividad ligada a la producción de 
una representación se le llama semiosis, mientras 
que a la aprehensión conceptual de los objetos 
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matemáticos se denota como noesis. Un registro 
de representación debe permitir las tres activida-
des cognitivas ligadas a la semiosis: la formación 
de una representación identificable, el tratamien-
to y la conversión. La primera de estas se refiere 
a la expresión mental, es decir a la expresión de 
un objeto en un determinado registro semiótico, 
lo cual implica que se debe seleccionar un con-
junto de caracteres, además de las relaciones y 
datos que permiten constituir lo que representa-
mos. La siguiente es la transformación, la cual se 
refiere a una transformación interna, es decir es la 
transformación de la representación en el mismo 
registro en el que está dada. La tercera y última 
es la conversión, la cual hace alusión a una trans-
formación externa, o sea, la representación en un 
registro distinto al registro en el que fue dada. 
Por tanto, se puede decir que estas dos últimas 
actividades están relacionadas con la transforma-
ción de las representaciones en otras representa-
ciones Duval [6]. 

La Teoría Antropológica de la Didáctica

La Teoría Antropológica de la Didáctica (TAD) de 
Chevallard [8] parte del principio que el saber 
matemático se construye como respuesta al 
estudio de cuestiones problemáticas, apareciendo 
así como el resultado de un proceso de estudio. 
Dicho proceso, en cuanto actividad que conduce 
a la construcción de conocimiento matemático, 
forma parte de la actividad matemática. 

La TAD identifica lo didáctico con todo lo rela-
tivo al estudio, tomando la palabra “estudio” en 
un sentido muy amplio, que engloba las nociones 
de enseñanza y aprendizaje comúnmente utiliza-
das en la cultura pedagógica, y se refiere a todo 
aquello que se hace en una determinada institu-
ción para aportar respuestas a las cuestiones o 
para llevar a cabo las tareas problemáticas que 
se plantean. 

Dentro del punto de vista general del cono-
cimiento matemático, se propone la noción de 
organización praxeológica matemática o praxeo-
logía matemática (o simplemente organización 
matemática) como modelo básico para describir 
el conocimiento matemático. Dicho saber está 
organizado en dos niveles: 

• El primer nivel es el que remite a la práctica 
que se realiza, la praxis o saber-hacer, es decir, a 
los tipos de problemas o tareas que se estudian 
y las técnicas que se construyen y utilizan para 
abordarlos. 

• El segundo nivel recoge la parte descriptiva, 
organizadora y justificadora de la actividad, que 
llamaremos logos o simplemente saber. Incluye 
las descripciones y explicaciones que se elabo-
ran para hacer inteligibles las técnicas, esto es, el 
discurso tecnológico (la razón, logos, de la téc-
nica y, en última instancia, el fundamento de la 
producción de nuevas técnicas) y la teoría que da 
sentido a los problemas planteados; este nivel 
permite interpretar las técnicas y fundamentar las 
descripciones o demostraciones tecnológicas. 

Para fines de este trabajo nos centraremos en el 
primer nivel de la praxeología matemática y en 
las tecnologías. Los tipos de tareas son: interpre-
tar, representar, trazar, completar y determinar; 
las técnicas están relacionadas con el uso de los 
diferentes registros de representación mientras 
el alumno resuelve el problema de optimización; 
y en cuanto a las tecnologías, de acuerdo a la ac-
tividad propuesta, se irán presentando o constru-
yendo sobre las tareas. 

A continuación, se presenta un esquema que 
muestra la interacción de los registros de Repre-
sentación y las praxeologías matemáticas en la 
resolución de un problema de optimización. 

Tabla 1. Relación de los Registros y las 
Praxeologías en las actividades
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En este apartado se muestra el diseño de la 
actividad, la cual consiste en la presentación de un 
problema de optimización, luego, a través de una 
serie de indicaciones se orienta al estudiante hacia 
la resolución del problema. 

Problema: Un ranchero tiene 300 m de malla 
para cercar dos corrales rectangulares iguales y 
contiguos; es decir, comparten un lado de la recta. 
Determinar las dimensiones de los corrales para 
que el área cercada sea máxima.

Sección 1: En esta sección se plantea la necesidad 
de realizar una interpretación del problema. De 
esta manera, al estudiante se le solicita lo siguiente: 
Realice una representación geométrica del problema 
de acuerdo con las condiciones dadas. 

Esta sección tiene como finalidad que el estu-
diante pase del registro natural al registro figural, 
es decir, el estudiante debe hacer una transición 
entre dichos registros y, para esto, se espera que 
el alumno interprete geométricamente el problema 
planteado. El alumno deberá realizar una represen-
tación como la figura1. Asimismo, en términos de la 
TAD se puede decir que esta sección promueve la 
técnica geométrica.

Figura 1. Representación figural del problema 
propuesto

Fuente: Elaboración propia

Sección 2: En esta sección se plantea la necesi-
dad de una interpretación algebraica. De este 
modo, se solicita al estudiante lo siguiente: De-
termine la expresión matemática que modela el 
área cercada por los dos corrales en función de 
una sola variable. 

La finalidad de esta sección es que el estu-
diante haga la transición del registro figural al 
algebraico. Para ello, al igual que en la sección 
anterior, el estudiante debe hacer una adecuada 
interpretación geométrica del problema plantea-
do, ya que sin dicha interpretación le será difícil 
determinar la expresión matemática que modela 
el área de los corrales, la cual sería la represen-
tación algebraica del problema de optimización. 
Esta sección promueve la técnica algebraica. 

Una posible representación algebraica sería:

   (1)

Sección 3: En esta sección se plantea la necesi-
dad de una interpretación gráfica. De este modo, 
se le solicita al estudiante lo siguiente: Represen-
te gráficamente la expresión definida para la Ec. 
(1) y diga cuál es el intervalo en el que x puede 
tomar valores para que el área alcance los valores 
más altos. Justifique su respuesta. 

El objetivo de esta sección es que el estudian-
te pase del registro algebraico al registro gráfico 
y después al registro natural. Para ello, el estu-
diante debe tener claro qué significa la coorde-
nada de un punto en la gráfica de la Ec (1). Si el 
estudiante responde que la ordenada del punto 
representa el área de los corrales para determina-
do valor de la dimensión del corral, entonces se 
puede decir que el estudiante realiza la transición 
entre dichos registros. Esta sección promueve la 
técnica gráfica. 

Sección 4: En esta sección se plantea la ne-
cesidad de una interpretación numérica. De este 
modo, se le pide al estudiante lo siguiente: Com-
plete la siguiente tabla y determine los valores de 
las dimensiones de los corrales para que el área 
cercada sea máxima. Argumente su respuesta.

Tabla 2. Área de los corrales en función de una sola 

variable
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La finalidad de esta sección es que el estudiante 
transite del registro algebraico al registro numéri-
co y luego al registro natural. Para tal objetivo el 
estudiante debe determinar los valores de las di-
mensiones de los corrales para que el área cerca-
da sea máxima. Esta sección promueve la técnica 
numérica. 

Sección 5: En esta sección se plantea la necesi-
dad de una interpretación gráfica. De este modo, 
se le solicita al estudiante lo siguiente: Ubique en 
la gráfica el valor máximo del área. 

La finalidad de esta sección es que el alumno 
coordine el registro numérico con el registro gráfi-
co. Para tal fin, el estudiante debe hacer una inter-
pretación adecuada de la tabla 1, al igual que de 
la gráfica de la Ec (1). Si el estudiante es capaz de 
determinar el valor máximo del área, se puede de-
cir que comprende el significado del valor óptimo 
pedido. Esta sección promueve la técnica gráfica.

Figura 2. Representación gráfica del problema 
propuesto

Fuente: Elaboración propia

Sección 6: Esta sección plantea la necesidad de 
una interpretación grafica de la función. De esta 
manera, se le solicita al estudiante lo siguiente: 
Trace tangentes a la gráfica, dos antes del valor 
máximo encontrado y dos después del mismo. 
¿Qué puedes decir acerca de sus grados de incli-
nación? Explique.

Esta sección tiene como finalidad que el estu-
diante pase del registro gráfico al registro natural. 
Si el estudiante proporciona un argumento válido 
con relación a las tangentes trazadas a la función 
del área, la transición entre dichos registros será 
la adecuada. Esta sección promueve la técnica na-
tural. 

Sección 7: Esta sección plantea la necesidad 
de una interpretación gráfica. De este modo, se 

le propone al estudiante que conteste a una serie 
de cuestiones asociadas a la gráfica. 

a) Trace una tangente a la gráfica en el valor 
máximo hallado. ¿Qué puedes decir acerca de su 
grado de inclinación? 

b) Explique qué relación tienen las rectas tan-
gentes trazadas con el valor óptimo del área.

c) Derive la función hallada en la sección 2 y 
diga para qué valores se anula. Compare el valor 
con el del hallado en la sección 5. Justifique su 
respuesta. 

d) Evalúe la derivada en un punto antes del 
hallado anteriormente y en uno después ¿Qué 
puede decir del signo de las derivadas? 

e) Finalmente, explique qué relación tienen las 
tangentes a la gráfica de la función con la deriva-
da de la misma. 

Al igual que en las secciones anteriores, esta últi-
ma sección tiene como finalidad que los estudian-
tes transiten en los registros de representación y 
utilicen diversas técnicas para resolverlos; pero a 
diferencia de las otras, le permitirá al estudiante 
acercarse a una noción más amplia de la derivada 
en comparación con la que emplea usualmente, 
la cual es vista solo desde un registro algebraico. 

RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

Con base en las secciones que orientan al estudiante 
para resolver el problema, se espera que los alumnos 
encuentren dificultad al momento de determinar la 
expresión matemática que modela el área de los 
corrales en función de una sola variable, esto se 
debe a que, en muchas ocasiones, al estudiante 
se le facilita la función a optimizar y no se trabaja 
para que sean ellos los que la construyan. Además, 
puede presentarse el caso de que no tenga claro 
el significado de “perímetro de la superficie”, y se 
equivoque al momento de expresarlo en función de 
las dos dimensiones. 

Por otro lado, si el alumno no realiza una inter-
pretación adecuada de la gráfica que representa el 
área de los corrales, puede errar al momento de 
completar la tabla que corresponde a la sección 4 
y, por consiguiente, en la argumentación de su res-
puesta. 

Finalmente, se espera que el estudiante evi-
dencie que la noción que tiene de la derivada está 
asociada a un registro algebraico y no a otro. Con 
relación a esto, es probable que muestre falencia al 
contestar preguntas de la sección 7. 
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i CONCLUSIONES 

La enseñanza del Cálculo centrado en el dominio 
de algoritmia genera en los estudiantes una pobre 
comprensión del significado de los conceptos 
y de su aplicación al momento de resolver un 
problema que no se les presente sintetizado 
algebraicamente. En el caso que nos ocupa, el 
estudiante está acostumbrado a que el docente 
le proporcione ejercicios o problemas sobre 
derivadas, los cuales, probablemente resolverán 
de manera mecánica, guiándose de los ejemplos 
explicados en clases y en los que solo cambiarán 
algunos datos, pero la forma de darle solución no 
será distinta de la que ya conocen.

Respecto a esta problemática, se hizo el pre-
sente trabajo para promover la comprensión de 
la derivada a través de los problemas de opti-
mización. La manera como está estructurada la 
actividad le permitirá al estudiante transitar de 
un registro de representación a otro, y de esta 
forma visualizar distintas formas de realizar el 
problema de optimización planteado, logrando 
así una comprensión más profunda de la noción 
de la derivada; es decir. el estudiante no solo po-
drá contemplarla en su registro algebraico, sino 
que además podrá comprender su interpretación 
geométrica y, de esta manera, visualizar la impli-
cación que tiene en la resolución de problemas 
de optimización. 
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RESUMEN 

El presente artículo describe un modelo estadístico 
para datos provenientes de análisis sensoriales de 
alimentos, teniendo en cuenta la estructura de 
agrupación de tipo clúster que éstos poseen, así 
como el patrón de asociación en el tiempo para 
el conjunto de datos. Se hace uso del enfoque 
de las ecuaciones estimantes generalizadas, que 
ajusta modelos de media marginal con la ventaja 
de que solamente es necesaria la especificación 
correcta de las medias marginales para que los 
estimadores de los parámetros sean consistentes y 
asintóticamente normales. Para una base de datos 
específica donde se evalúa sensorialmente un 
yogurt, se encontró que la probabilidad de rechazo 
esperada sobre el tiempo es no lineal y creciente; 
reportándose un 13 % de rechazo poblacional 
esperado a las cero horas de almacenamiento del 
producto. 

Palabras Clave: IMA, vida de anaquel senso-
rial, clúster, autocorrelación, ecuaciones estiman-
tes generalizadas, marginal. 

ABSTRACT 

This article describes a statistical model for data 
recovered from sensorial food analyses, taking 
into account the cluster-type grouping structure 
that they have, as well as the pattern of association 
over time for the data set, adjusting a marginal 
model using the generalized estimating equations  
approach, a method that adjusts marginal mean 
models with the advantage that only the correct 
specification of the marginal means is necessary 
for the parameter estimators to be consistent and 
asymptotically normal. For a specific database, 
where a yogurt is sensorially evaluated, it was 
found that the probability of rejection over time 
is nonlinear and increasing; reporting a 13% 
expected population rejection at zero hours of 
product storage. 

Keywords: IMA, sensory shelf life, cluster, 
autocorrelation, generalized estimating equations, 
marginal. 

INTRODUCCIÓN 

El análisis de sobrevivencia es el conjunto de 
herramientas estadístico-matemáticas que se 
han utilizado en las Ciencias de los Alimentos 
para realizar las inferencias respectivas a la vida 
de anaquel y la vida de anaquel sensorial de 
alimentos [1], [2], [3] y [4]. Hough et al. [1] fueron 

los primeros en aplicar análisis de sobrevivencia 
para estimar la vida de anaquel sensorial 
considerando la naturaleza censurada de los 
datos; de allí en adelante, se ha aplicado tal 
metodología, lo que ha resultado en la creación 
de diversas aplicaciones [2] y [3]. 

En estudios de vida de anaquel sensorial, la 
evaluación hecha por evaluadores humanos para 
rechazar o aceptar un producto alimenticio en di-
ferentes tiempos de almacenamiento juega un pa-
pel especial. Las respuestas de cada evaluador al 
paso del tiempo de almacenamiento del producto 
alimenticio son registradas y, aunque espaciadas 
en el tiempo, pueden considerarse como un clús-
ter de datos (datos longitudinales), además de que 
éstos pueden contener un patrón de asociación en 
el tiempo, de manera que, en este tipo de estudios 
y en una primera aproximación, será pertinente 
considerar que los datos de cada evaluador forman 
un clúster con una estructura de autocorrelación y 
pueden ser usados en el modelaje estadístico. 

Por otro lado, cabe señalar que, aparte de la es-
tructura de agrupación y de autocorrelación men-
cionadas, existe la posibilidad de considerar otras 
circunstancias en el modelaje que representan 
factores inherentes en los individuos, para recono-
cer así diferencias entre evaluadores; por ejemplo, 
características sociodemográficas que pueden in-
fluenciar la evaluación del producto. Aquellos fac-
tores y otros inherentes de los individuos serán con-
siderados en futuras investigaciones. 

Para incorporar los anteriores aspectos y ana-
lizar datos provenientes de análisis sensoriales de 
alimentos, se hará uso del análisis de datos longi-
tudinales, lo que permitirá modelar la probabilidad 
de rechazo por parte de los consumidores a través 
del tiempo. Generando así alternativas de mode-
laje estadístico para estudios de vida de anaquel 
sensorial. 

Así las cosas, en el presente trabajo se lleva a 
cabo un modelaje estadístico de datos provenien-
tes de análisis sensorial de alimentos, incorporando 
la estructura de agrupación de tipo clúster que és-
tos poseen, así como el patrón de asociación en el 
tiempo para el conjunto de datos. 

FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

La característica que define un estudio longitudinal 
es que los individuos son medidos repetidamente 
a través del tiempo, en contraste con los estudios 
transversales, en que una sola respuesta es 
medida para cada individuo. Los estudios 
longitudinales pueden distinguir cambios en el 
tiempo dentro de los individuos (ageing effects) 
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i de las diferencias entre las personas en sus líneas 
base (cohort effects). 

Los datos longitudinales pueden ser recolecta-
dos prospectivamente, siguiendo los sujetos a tra-
vés del tiempo; o retrospectivamente, extrayendo 
múltiples medidas de cada persona de un archivo 
histórico. En el caso de los estudios sensoriales de 
alimentos, éstos se pueden recolectar de manera 
prospectiva, que corresponde a un diseño tipo bá-
sico, y realizando las diferentes evaluaciones en un 
solo momento del tiempo, conocido como diseño 
en reversa, ver [5] para mayores referencias. 

Hay tres enfoques para el modelaje de datos 
longitudinales discretos y continuos: usando exten-
siones de los modelos lineales generalizados, que 
son modelos marginales, modelos de efectos alea-
torios y modelos de transición. En el presente tra-
bajo se usa el enfoque de los modelos marginales. 

En los modelos marginales, la regresión de la 
variable respuesta, ܻ݆݅, sobre las variables explica-
tivas es modelada separadamente de la correlación 
dentro de las personas, dado que los valores repe-
tidos probablemente no son independientes; este 
análisis debe incluir también hipótesis acerca de la 
forma de la correlación. El enfoque de modelo mar-
ginal tiene la ventaja de modelar separadamente la 
media y la covarianza. En la regresión, modelamos 
la esperanza marginal, (ܻ݆݅), en función de las varia-
bles explicativas sin tener en cuenta la dependen-
cia entre observaciones. Este tipo de modelaje es 
bastante práctico y llamativo para un científico de 
alimentos porque le dará información concerniente 
del efecto del tiempo de almacenamiento sobre la 
aceptabilidad o rechazo del producto. 

En esta primera aproximación del uso de da-
tos longitudinales en estudios de vida de anaquel 
sensorial, tiene sentido físico suponer que las res-
puestas repetidas de cada consumidor pueden no 
tener una dependencia fuerte entre ellas, debi-
do a que los científicos de alimentos diseñan sus 
pruebas sensoriales con el fin de que la respuesta 
de un consumidor en una i-ésima cata, no se vea 
alterada por las anteriores o posteriores, ejemplo 
de ello es la utilización de diseños en reversa, la 
utilización de cabinas sensoriales especiales para 
las degustaciones y el uso de limpiadores de pala-
dar, entre otros [5]. 

Específicamente, un modelo marginal tiene 
los siguientes supuestos: 

a. La esperanza marginal de la respuesta, 
 depende de las variables explicativas ,݆݅ߤ=(݆ܻ݅)

 Ԣ, donde h es una función deܒܑܠ = (݆݅ߤ)por h ܒܑܠ
enlace conocida, tal como logit para las respues-
tas binarias o log para conteos; 

b. La varianza marginal depende de la media 
marginal de acuerdo a ܸܽ(ܻ݆݅)=߭(݆݅ߤ)߶, donde ߭ 
es una función de varianza conocida y ߶ es un 
parámetro de escala que podría ser estimado. 

c. La correlación entre ܻ݆݅ y ܻ݅݇ es una fun-
ción de la media marginal y quizás de parámetros 
adicionales ࢻ, es decir, (ࢻ;݇݅ߤ,݆݅ߤ)ߩ = (ܻ݇݅,݆ܻ݅)ݎܥ, 
donde ߩ(∙) es una función conocida. 

De manera que el modelo marginal está dado 
por:

      (1)

donde ܻ݆݅ = 1 denota que el ݅-ésimo consumidor 
rechazó la muestra del producto en el ݆-ésimo 
tiempo de almacenamiento, ݆݅ݐ corresponde al 
݆-ésimo tiempo de almacenamiento del ݅-ésimo 
consumidor, ߙ y ߚ son los parámetros a esti-
mar del modelo que son calculados a través de 
las ecuaciones estimantes generalizadas, GEE 
por sus siglas en inglés, Generalized Estimating 
Equations. 

Las GEE, son un método general para analizar 
datos recolectados en clústeres donde: 

• Las observaciones dentro de un clúster pue-
den estar correlacionadas. 

• Las observaciones en clústeres separados 
son independientes. 

• Una transformación monótona de la espe-
ranza está linealmente relacionada a las variables 
explicativas.

• La varianza es una función de la esperanza. 
Como se mencionó antes, hay varios enfoques 
para modelar datos longitudinales, y así exten-
der los modelos lineales generalizados (GLM, 
por sus siglas en inglés, Generalized Lineal Mo-
dels) a datos longitudinales, los modelos de 
efectos mixtos y de transición que especifican 
completamente la distribución conjunta dentro 
de los clústeres vía variables latentes o diná-
micas condicionales; pero con la presencia de 
efectos aleatorios, la estimación de verosimilitud 
necesita la integración sobre las distribuciones 
de efectos aleatorios, que quizás sean numéri-
camente intratables. Así que, comparados con 
estos enfoques, el método GEE ajusta modelos 
de media marginal, con la ventaja de que sola-
mente es necesaria la especificación correcta de 
las medias marginales para que los estimadores 
de los parámetros ߙƸ y Ⱦƹ  sean consistentes y asin-
tóticamente normales. 

En la metodología de las ecuaciones estiman-
tes generalizadas, el usuario puede fijar una es-
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tructura de correlación, que con frecuencia es lla-
mada, matriz de correlación de trabajo. Algunas 
estructuras de correlación de trabajo incluyen, 
intercambiable, la independiente, no estructura-
da y autoregresiva. 

METODOLOGÍA 

Para los análisis estadísticos, se hace uso del 
paquete geepack [5] disponible en el Software 
R; todas las tablas y figuras presentadas son de 
creación propia. 

El paquete geepack trabaja bajo el enfoque 
de las Ecuaciones Estimantes Generalizadas, 
mencionadas antes (GEE por sus siglas en inglés, 
Generalized Estimating Equations), que son un 
método general para analizar datos recolectados 
en clústeres que surgen de medir repetidamente 
a los individuos a través del tiempo. A continua-
ción se describe el uso de dicha función colocan-
do los nombres en inglés, ya que así está prede-
terminado en el software R. 

LA FUNCIÓN GEEGLM 

La función principal que utiliza la biblioteca gee-
pack de R para hacer las estimaciones de los pa-
rámetros correspondientes al modelo estadístico, 
es la función geeglm, que entre otros argumen-
tos tiene los siguientes: 

family: la función de varianza es especificada 
por el argumento family y es identificada por el 
nombre de la distribución correspondiente en 
un modelo lineal generalizado. En la Tabla 1 se 
especifican las familias más representativas con 
las que se cuentan y sus respectivas funciones de 
varianza, (ߤ).

Tabla.1 Opciones del argumento family en la 
función geeglm.

Nombre Función de varianza

Gaussian Identity

Binomial  (1 ,0) א ߤ  ,(ߤ−1)ߤ

Poisson 0 <  ߤ ,ߤ

Gamma 0 <  ߤ ,2ߤ

corstr: las estructuras de correlación de trabajo 
(“working”) predefinidas son especificadas con 
este argumento, en la Tabla 2 se muestran las 
diferentes opciones de estructuras de correlación 
y sus respectivas funciones de correlación, ܴ(ߙ).

Tabla 2. Opciones del argumento corstr en la 
función geeglm.

Nombre Función de correlación 
Independence COR(ܻ݅ݐܻ݅,ݐԢ) = 0, ݐ ≠ ݐԢ 
Exchangeable COR(ܻ݅ݐܻ݅,ݐԢ) = ݐ ≠ ݐ ,ߙԢ 

ar1 COR(ܻ݅ݐܻ݅,ݐԢ) = ݐ−ݐ|ߙԢ|, ݐ ≠ ݐԢ 
Unstructured COR(ܻ݅ݐܻ݅,ݐԢ) = ݐݐߙԢ, ݐ ≠ ݐԢ 

Los datos que provienen de estudios sensoriales 
de alimentos y a los cuales se les realizan los 
análisis estadísticos en el presente trabajo son 
de dominio público y se pueden encontrar en 
[5], a su vez, se pueden descargar en archivo 
.xlsx de la página web del editor. 

Para la generación de la base de datos, los 
tecnólogos de alimentos básicamente seleccio-
nan una muestra de consumidores, a los cuales 
se les pide prueben un conjunto de muestras de 
cierto alimento, con diferentes tiempos de alma-
cenamiento, y respondan “sí” o “no” a la pregun-
ta “¿normalmente consumiría este producto?”; 
de esto, generan un conjunto de datos como los 
mostrados en la Tabla 3.

Tabla 3. Ilustración de un conjunto de datos que se 
generan en análisis sensoriales de alimentos

Tiempos de almacenamiento
Consumidor  ݊ݐ … 3ݐ 2ݐ 1ݐ 0ݐ

1 no no si si … no 
2 si si si si … no 
3 si no si no … si 
4 no si si no … no 
5 si si si si … no 

… … … … … … …
N si No no no … no 

RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

Un modelo marginal logístico con la misma 
estructura media y la función de varianza 
binomial (ݐ݅ߤ) = (ݐ݅ߤ − 1)ݐ݅ߤ, utilizando el enfoque 
GEE, es ajustado con diferentes estructuras de 
correlación; los resultados obtenidos se muestran 
a continuación: 

Utilizando una estructura de correlación inde-
pendiente:

intercepto tiempo

Estimación -1.86816 0.07457

Error estándar 0.20197 0.00856

Wald 85.6 76.0

Pr(>|W|) <2e-16 *** <2e-16 ***
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i Utilizando una correlación intercambiable: 

intercepto tiempo

Estimación -1.8431 0.0745

Error estándar 0.2020 0.0086

Wald 83.2 75.0

Pr(>|W|) <2E-16 *** <2E-16 ***

Utilizando una correlación autorregresiva de pri-
mer orden: 

intercepto tiempo

Estimación -1.88795 0.07497

Error estándar 0.20124 0.00868

Wald 88.0 74.7

Pr(>|W|) <2E-16 *** <2E-16 ***

Utilizando una correlación no estructurada: 

intercepto tiempo

Estimación -1.92043 0.07236

Error estándar 0.19851 0.00804

Wald 93.6 80.9

Pr(>|W|) <2E-16 *** <2E-16 ***

A su vez, se ajusta un modelo logístico mediante 
el enfoque de modelos lineales generalizados, lo 
que sería apropiado si no hubiera en los datos la 
estructura de tipo clúster, y no hubiera dispersión 
en las probabilidades de respuesta para los con-
sumidores con los mismos valores de covariables; 
los resultados se muestran abajo: 

intercepto Time

Estimación -1.86816 0.07457

Error estándar 0.21080 0.00845

Wald --8.86 8.83

Pr(>|W|) <2E-16 *** <2E-16 ***

Todos los resultados anteriores se resumen en las 
Tablas 4 y 5, y se puede apreciar que, en todos 
los casos, las estimaciones de los parámetros de 
cada modelo ajustado son cercanas y los errores 
estándar son aproximadamente iguales. 

Para seleccionar el mejor modelo, Pan propu-
so un método de selección de modelo para GEE, 
que llamó Criterio de Información de Cuasivero-
similitud (QIC por sus siglas en inglés Quasilikeli-
hood information criterion) [7] y [8], que también 
puede ser utilizado para seleccionar la mejor es-
tructura de correlación de trabajo en el análisis 
GEE. Los resultados del coeficiente QIC se resu-
men en la Tabla 6.

Tabla 4. Estimaciones de los parámetros de los 
modelos ajustados.

intercepto time

Estimación -1.87* 0.07* 

Error estándar 0.21 0.01

Estimación -1.871 0.071

Error estándar 0.20 0.01

Estimación -1.842 0.072

Error estándar 0.20 0.01

*Usando el enfoque de modelos lineales ge-
neralizados y el enfoque de las ecuaciones esti-
mantes generalizadas con estructura de correla-
ción: 1Independiente, 2Intercambiable.

Tabla 5. Estimaciones de los parámetros de los 
modelos ajustados.

intercepto Time

Estimación 1.893 0.073

Error estándar 0.20 0.01

Estimación -1.924 0.074

Error estándar 0.20 0.01

Usando el enfoque de las ecuaciones estimantes 
generalizadas con estructura de correlación: 3Au-
torregresivo de orden uno y 4No estructurado.

Tabla 6. Criterio de información de 
cuasiverosimilitud para los diferentes modelos 

ajustados.

Modelo 
Estructura de 

correlación 

Criterio de 

información de 

cuasiverosimilitud 

modelo.uns no estructurada 375 

modelo.ar 
Autorregresivo de 

orden 1 
376 

modelo.ind independiente 376 

modelo.exc intercambiable 376 

La estructura de correlación no estructurada tuvo 
el valor más pequeño de QIC, aunque no difiere 
en gran medida de los demás, se puede consi-
derar que el modelo bajo la estructura de corre-
lación no estructurada es el mejor. Además, en 
general, sí el número de unidades por clúster es 
pequeño en un diseño balanceado y completo, 
entonces una matriz no estructurada es la reco-
mendada [7] y [8]. 

Teniendo en cuenta lo anterior, escogemos el 
modelo con estructura de correlación no estruc-
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turada, y así un modelo marginal análogo a la Ec. 
(1), vendría dado por:

   (2)

donde ܻ݆݅=1 denota que el ݅-èsimo consumidor 
rechazó la muestra del producto en el ݆-èsimo 
tiempo de almacenamiento. De manera que:

 (3)
 

Por tanto:

 (4)

El modelo estimado en la expresión (4) se puede 
representar mediante la Fig. 1, que representa la 
probabilidad de rechazo estimada en el tiempo.

Figura 1. Estimación de la probabilidad de 
rechazo por parte de los consumidores en el 

tiempo.

Con el enfoque GEE se puede verificar que, en 
el tiempo cero, ya hay una probabilidad de re-
chazo estimada aproximado del 13%, que nos 
lleva a pensar que el modelo marginal reco-
noce la historia completa del consumidor res-
pecto a su percepción del producto a través 
del tiempo, a diferencia del modelo para datos 
censurados, que otorga un 0% de rechazo al 
tiempo cero de almacenamiento, esto se pue-
de ver en la Fig 2.

En particular, al tiempo cero existen cuatro 
consumidores que manifestaron rechazo, con-
sumidores que son retirados del análisis esta-
dístico realizado con el enfoque de análisis de 
sobrevivencia; en cambio, en el modelaje aquí 

presentado no fue necesario retirarlos, de ma-
nera que el modelo marginal tiene en cuenta la 
posibilidad de que haya consumidores que no 
acepten el producto fresco pero que puedan 
aceptarlo eventualmente.

Figura 2. Función de distribución acumulada para la 
vida de anaquel sensorial.

La Tabla 7 muestran las estimaciones de las vidas 
de anaquel estimadas mediante el modelaje de 
datos censurados para 10, 20 y 25 % de rechazo.

Tabla 7. Estimaciones de la vida de anaquel 
sensorial y sus intervalos de confianza del 95%.

vida de 
anaquel 
sensorial 
(horas) 

Error 
estándar 

Límite Inferior 
Límite 

Superior 
Porcentaje de 

rechazo 

6.03 1.33 3.91 9.30 10 

9.08 1.67 6.33 13.02 20 

10.60 1.83 7.56 14.87 25 

Mediante el análisis de datos longitudinales, se 
estiman las probabilidades de rechazo para las vi-
das de anaquel sensorial de 6, 9 y 11 horas, que 
se pueden ver en la Tabla 8.

Tabla 8. Estimaciones de la probabilidad de 

rechazo y sus intervalos de confianza del 95%.

Vida de 

anaquel 

sensorial 

(horas) 

Estimación 

probabilidad 

de rechazo 

Error estándar Límite Inferior 
Límite 

Superior 

6 0.18 0.027 0.13 0.24 

9 0.22 0.030 0.16 0.28 

11 0.25 0.031 0.18 0.31 

Claramente, los resultados encontrados con el 
enfoque de análisis de datos longitudinales, di-
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i fieren de los encontrados con el análisis de so-
brevivencia, debido a que se modelan variables 
aleatorias completamente diferentes. Con el mo-
delo aquí presentado, podemos responder a la 
pregunta de cuál es la probabilidad de rechazo 
poblacional cuando el tiempo de vida de anaquel 
sensorial fuera especulado por el analista de ali-
mentos.

Sin embargo, se puede notar que los resul-
tados generados por el modelo marginal refle-
jan que, por debajo de las 8 horas de almace-
namiento, las probabilidades de rechazo son 
superiores a 0.15, lo que representa una mayor 
probabilidad de rechazo en las primeras horas 
de almacenamiento que el modelo de análisis 
de sobrevivencia; por otro lado, para tiempos de 
almacenamiento por encima de las 12 horas, las 
probabilidades de rechazo son menores compa-
radas con los porcentajes de rechazo reportados 
por el modelaje de datos censurados. 

CONCLUSIONES 

El modelo marginal permite modelar las res-
puestas directas de los consumidores, evitando 
la censura de las mismas y presuponiendo que 
ello generará estimaciones más realistas de la 
percepción sensorial que tiene el consumidor en 
torno al producto alimenticio. 
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