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uchas de las especies de animales parecen tener curiosidad por el entorno
M que las rodea. En realidad, la mayoria de ellas interactiian con él y se adap-
tan al paso del tiempo de una u otra manera. Pero si atendemos el caso particu-
lar de los humanos, hemos trascendido esa interaccién con el medio a un nivel
diferente que el resto de los seres vivos del planeta. Los saberes y tecnologias que
hemos desarrollado han sido compartidos y heredados a lo largo del tiempo entre

individuos y comunidades.

También desde hace mucho tiempo, se ha tratado de explicar el origen de ese co-
nocimiento: cdmo lo generamos, cdémo aprendemos y cémo nos diferenciamos en
ese aspecto de los animales. En esos intentos se encuentran subyacentes las ideas
relacionadas con lo que nos hace ser humanos y lo que nos diferencia de los deméas
seres vivos. Con esta intencion, en el ultimo par de cientos de afios se han realiza-
do experimentos con animales que nos resultan familiares, ya sea por la cercania
que tenemos (las especias domesticados) o por el parecido fisico que compartimos

(como los primates no humanos).

No vamos a ser exhaustivos al respecto en este espacio, pero en el caso en especi-
fico de los primates, Lev S. Vygotski (1979) hizo referencia a investigaciones psi-
coldgicas donde se compararon las conductas de nifios en etapas prelingtisticas
y personas privadas de lenguaje, y se observo que las actividades prdcticas de los
individuos involucrados eran similares a las de los monos (p. 45). Vygotski sefia-
laba que, si bien su investigacion acerca de los procesos psicolégicos superiores
estaba orientada a esclarecer problemas similares, sus premisas eran distintas,
pues presuponian una relacion entre los procesos del desarrollo lingtiistico y del
uso de las herramientas, que en estudios previos se consideraban independien-
tes. Esta base le permiti6 entender y describir las formas de inteligencia practica

especificamente humanas:
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El momento mas significativo en el curso del desarrollo intelectual,
que da luz a las formas méas puramente humanas de la inteligencia
practica y abstracta, es cuando el lenguaje y la actividad practica, dos
lineas de desarrollo antes completamente independientes, convergen.
Aunque durante su periodo preverbal el uso que el pequefio hace de
los instrumentos sea comparable con el de 1os monos, tan pronto como
el lenguaje hace su aparicion junto con la utilizacion de los signos y se
incorpora a cada accion, esta se transforma y se organiza de acuerdo
con directrices totalmente nuevas. El uso especificamente humano
de las herramientas se realiza, pues, de este modo, avanzando mas
alla del uso limitado de instrumentos entre los animales superiores.
(pp- 47-48)

De esta manera, plante6 que los nifios pueden dominar su conducta y su entorno
con ayuda del lenguaje, desarrollan estrategias para resolver problemas o retos,
planean acciones para el futuro y avanzan en su desarrollo intelectual a lo largo
de su vida. Asimismo, desde un punto de vista antropoldgico, Caleb Everett (2019)
propone una relacion entre el lenguaje y la cooperacion social, y parece poner en

duda cuél de estos dos procesos es consecuencia del otro:

Lo que nos hace criaturas linguisticas no es tanto que estemos pro-
vistos de manera innata de un conjunto especifico de habilidades lin-
glisticas, sino que seamos capaces de cooperar y colectivizar nuestras
capacidades cognitivas, muchas de las cuales son evidentes en otros

simios mas desconectados. (p. 28)

No obstante, Everett enfatiza la importancia del lenguaje, puesto que “da forma a
como pensamos, incluso facilitando ciertos tipos de pensamiento no lingiistico”
(2019, p. 29). En este momento existe un aspecto destacable: los trabajos mencio-
nados se basan en la observacion de las conductas (individuales y grupales) y en
descripciones expresadas de manera verbal, escrita o pictérica por los mismos
individuos. Es innegable que existe una limitacién al respecto, ya que no podemos
hurgar en la mente de las demds personas (estudiantes incluidos) de manera di-
recta, sino que debemos conformarnos con medios indirectos para obtener infor-
macidn. Esto ha sido tema de debate filoséfico desde hace milenios, y fue uno de
los motivos que llevo a plantear la dualidad cuerpo-mente e, incluso, resulté en

experimentos en que literalmente se hurgd en el cerebro de algunas personas.

Ahora disponemos de herramientas tecnologicas no invasivas que nos permiten
observar el funcionamiento de los érganos de nuestros cuerpos, como en lo refe-
rente a la tecnologia para las IRMf (Imagen por Resonancia Magnética funcional,

o fMRI en inglés). Dicha tecnologia permite ver las regiones activas del cerebro
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cuando se llevan a cabo tareas especificas (como oir, hablar, escribir, contar, etcé-
tera), en funcidn de las variaciones del flujo sanguineo en tiempo real. Con ayuda
de esta tecnologia algunos neurocientificos han recopilado una amplia gama de
datos sobre el cerebro y su funcionamiento prescindiendo de las descripciones

(o intentos) por parte de los individuos involucrados.

Stanislas Dehaene (2021), al implementar esta tecnologia con nifios pequefios, ha
mostrado que, desde el nacimiento, el cerebro puede reconocer vocales y conso-
nantes, y es capaz de categorizar los sonidos a fin de aprender un idioma. De tal
forma, se evidencia que el cerebro puede plantear las bases para la comunicacién

oral; en otras palabras, tenemos una tendencia instintiva de hacerlo:

Lo que es innato en nosotros es el instinto de aprender una lengua, sea
cual sea; se trata de un instinto tan irreprimible que el lenguaje apa-
rece de forma espontanea en el transcurso de algunas generaciones

en los humanos que carecen de él. (p. 111)

Al parecer, las observaciones de Vygotski y otros investigadores de hace mas de
un siglo, que tienen el respaldo tedrico de la psicologia y la antropologia, estan
siendo confirmadas ahora que podemos “ver” el funcionamiento del cerebro. Pero

hay que decirlo, esto se refiere al lenguaje hablado, mas no al escrito.

En cuanto al tema de las matematicas, el mismo Dehaene (2016, 2021) ha estudia-
do aspectos relacionados con el aprendizaje de la aritmética. Se sabe que algunos
animales (no solo los primates) tienen una capacidad basica de conteo, e incluso
se han detectado en monos y cuervos los llamados circuitos cerebrales para los
numeros, pero también se ha notado que los recién nacidos humanos no parten

de una situacién de tabula rasa:

Sus cerebros albergan “neuronas numéricas” que se comportan de
manera similar [a las observadas en otros animales]: son sensibles a
cantidades especificas de objetos [...] Los conceptos de objeto y de nu-
mero son caracteristicas fundamentales de nuestro pensamiento, for-
man parte del “nucleo de conocimientos” con que llegamos al mundo
y que, por sus combinaciones, nos permite formular razonamientos

mds complejos. (p. 101-102)

Y en este punto cabe una aclaracion similar al caso de la relacion entre el lengua-
je hablado y el escrito. Mientras que los humanos tenemos la nocién intuitiva de
cantidad (o de “numero”, como sostiene Dehaene) desde el nacimiento, el empleo
de los numerales (los numeros expresados con simbolos) no es innato, sino que
se desarrolla con el tiempo y estd influenciado por el ambiente social. Como lo de-
tallaria Everett (2019):
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A pesar de lo que una vez pensamos, los nimeros no son conceptos
que tenga la gente de manera natural y de nacimiento. Mientras que
las cantidades y los conjuntos de elementos podrian existir indepen-
dientemente, al margen de nuestra experiencia mental, los numeros
son una creacion de la mente humana, un invento cognitivo que ha
alterado para siempre la forma como vemos y distinguimos las canti-
dades. (p. 18)

Tiene sentido pensar que, pese a la capacidad de desarrollar lenguajes e intuir la
nocion de cantidades desde los primeros dias de vida, tenemos que aprender a
leer y a escribir bajo una direccidn (ya sea externa o interna) especifica. Y de igual
forma se requiere una direccion especifica de ensefianza para el aprendizaje de
las matemadticas, que comienza con la aritmética, y sin la cual es imposible avan-

zar a niveles mas abstractos.

Llegados aqui, la neurociencia nos proporciona algunas pistas al respecto, ya que
al poder identificar cudndo y cudnto se activa el cerebro al aprender, se pueden
establecer correlaciones entre esas activaciones y las actividades realizadas por
el individuo. Dehaene (2021), con tal propdsito, plantea que el aprendizaje des-

cansa sobre cuatro pilares:

* Laatencién, comprendida en este caso como el “conjunto de mecanismos
mediante los cuales el cerebro selecciona una informacion, la amplifica, la
canaliza y la profundiza” (p. 203).

* El compromiso activo, es decir, el individuo debe tomarse con iniciativa
y seriedad su aprendizaje, generando modelos mentales del mundo ex-
terior y comparando sus predicciones contra los estimulos que percibe a
través de sus sentidos.

* Laretroalimentacién ante el error. Se considera que fallar forma parte del
proceso de aprendizaje, por lo tanto, la evaluacion de los tropiezos y una
retroalimentacion apropiada le permiten al individuo tener informacién
sobre cdmo mejorar.

* La consolidacion del conocimiento, lo cual permite liberar recursos de la

corteza cerebral que se pueden utilizar para otros procesos cognitivos.

Es interesante sefialar que estos puntos no solo no se contraponen a muchas de
las posturas en la educacion, sino que las apoyan con observaciones empiricas.
Dicha evidencia, al igual que en el caso del desarrollo del lenguaje, trasciende la
observacion de la conducta externa del individuo, pues incluye el funcionamien-
to del sistema que controla el pensamiento y la conducta. Recordemos, ademas,
que no todo lo que se piensa se actda. Sin embargo, Dehaene no plantea que estos

cuatro pilares funcionen de manera automatica, en cambio deben orientarse y
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planificarse. Una atencién mal orientada, la idea de que la curiosidad se activa con
solo poner al individuo en una situacion especifica, una evaluacion que no propor-
cione retroalimentacion adecuadamente o repeticiones sin sentido son algunos
de los casos en que el aprendizaje podria verse perjudicado. Por lo tanto, con estas
consideraciones se puede observar que la planificacidn en la educacién también
se vuelve necesaria, pese a que eso requiere abandonar, aunque sea parcialmen-

te, la intuicidn, lo cual presenta un reto en si (Geary, 2013).

En conclusidn, la neurociencia y otras disciplinas, como la psicologia cognitiva y
la antropologia, nos proporcionan informacion sobre como funciona y se desa-
rrolla el cerebro cuando se prepara para aprender y cuando aprende. Tal cono-
cimiento nos da pistas de qué situaciones, estimulos o procesos se llevan a cabo
a nivel bioldgico en el cerebro y cdmo se relacionan con los entornos fisico y social
del individuo. Estas pistas pueden ser tomadas en cuenta por los profesores en el
disefio de actividades escolares. Se trata de un proceso continuo que persigue la
mejora del aprendizaje de los estudiantes en las escuelas, sin importar el nivel

educativo ni el entorno social, econémico o fisico.
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Resumen

Se describe una propuesta para trabajar la fun-
cién derivada, la cual en los cursos de Calculo rara
vez recibe una reflexion de suficiente profundi-
dad. Esta escasa atencion deriva principalmente
de la preferencia que se brinda a las habilidades
procedimentales sobre los significados concep-
tuales. La alternativa se plantea a través de una
construccion dindmica en GeoGebra, en la cual
se conjugan elementos de la visualizacion y el
razonamiento covariacional como argumentos
que justifican la relacién entre lo local (derivada
en un punto) y lo global (funcién derivada). El
significado que se rescata en la propuesta es que
la derivada de una funcién sobre un punto puede

comprenderse bien como la pendiente de la recta
tangente en dicho valor. En ese sentido, construir
una dupla punto-pendiente de la recta tangente
como objeto multiplicativo posibilita la covaria-
cién entre dichas relaciones yla significacién de
la derivada como una funcién en si misma. Esto
podria comprobar visualmente ciertas relacio-
nes, a saber, en las funciones polinomiales o en
las trigonométricas. Se espera que la propuesta
conforme una referencia de cémo la integraciéon
de tecnologias digitales en el aula puede profun-
dizar los significados de la nocion derivada y ser
provechosa para la comunidad docente.

Palabras clave: calculo, derivada, didactica de las matematicas, GeoGebra, razonamiento cova-

riacional, visualizacién matematica.

Abstract

_/

A proposal for the teaching of derivative func-
tions, which in many Calculus courses does not
receive a reflection of enough depth, is present-
ed. This lack of attention is usually due to the pri-
mordial place that procedural skills occupy over
conceptual meanings. An alternative is proposed
by means of a GeoGebra dynamic construction,
where the elements of visualization and covari-
ational reasoning are combined as arguments
that consolidate the relationship between the lo-
cal (derivative at a point) and the global (deriva-
tive function). The essence of the proposal is that
the derivative of a function at a given point can be

seen as the slope of the tangent line at any given
value. In that context, the construction of a duo
point-slope of the tangent line as a multiplicative
object enables the covariation among these re-
lations and the conception of the derivative as a
function in itself. This could visually prove cer-
tain relations, specifically in polynomial or trig-
onometric functions. The proposal is expected to
become a point of reference of digital technolo-
gy integration into the classroom to enhance the
meanings of the notion of derivative, and a valu-
able tool for the teaching community to exploit.

Keywords: calculus, derivative, didactics of mathematics, GeoGebra, covariational reasoning,

mathematical visualization.
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Introduccion

Los obstéaculos e inconsistencias dentro del aprendizaje y la ensefianza escolar
del cdlculo son bien reconocidos por la investigaciéon en educacién matematica
(Artigue, 1998), de forma especifica, las dificultades cognitivas de los alumnos, la
pesada carga conceptual de los contenidos, las estrategias pedagdgicas limitadas,
asi como los escasos materiales disponibles. Algunas obras, por su parte, discuten
los fundamentos sobre los cuales se debe basar un curso de calculo (Rasmussen et
al., 2014; Tall, 1990; Sdnchez Matamoros et al., 2008; Thompson y Harel, 2021).

Las dificultades en el aprendizaje de los alumnos son notorias cuando se enfren-
tan al concepto de derivada de una funcion, debido a que la ensefianza de este con-
tenido exige un enfoque que relacione los objetos matematicos con situaciones
dindmicas. Empero, se fomentan practicas vinculadas al desarrollo procedimen-
tal y algoritmico, al seguimiento de reglas; ese acercamiento opaca la compren-
sion de dicho objeto al no establecer conexiones con otras instancias o disciplinas
donde este adquiera significados (Vrancken y Engler, 2014; Berry y Nyman, 2003;
Antonio et al., 2019).

Como una forma de encarar la situacion, se ha abogado por un enfoque del cdlcu-
lo y la derivada a través de ejemplos concretos relacionados con contextos que po-
sibiliten ver la aplicacién de los conceptos y su interconexion. Es recomendable
evitar el formalismo excesivo y dar espacio a la intuicion de las ideas fundamen-
tales, asi como aplicar representaciones que resalten el lenguaje grafico, integrar
tecnologia para visualizar los conceptos e incorporar formas innovadoras para
evaluar (Thompson y Harel, 2021; Berry y Nyman, 2003; Larios et al., 2021; Bricefio
et al., 2018).

Los apartados subsecuentes abordan problematicas correspondientes a la nocion
de funcién derivada. Posteriormente, se sintetizan trabajos que han explorado la
necesidad de integrar la visualizacion y las tecnologias en el disefio de actividades

en los cursos de calculo.

Ensefianza y aprendizaje del calculo: una breve revision

El alumnado con frecuencia encuentra dificultades cuando ingresa a un curso de

calculo. Artigue (1998) las agrupa en tres categorias:

* Lacomplejidad de los objetos matematicos. Conceptualmente hablando,
los numeros reales, las funciones y las sucesiones resultan complejas.
Como ejemplo, la concepcion de numero real de los alumnos en ocasiones

es inadecuada.
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* Laconceptualizacion del limite. Esta nocion central es dificultosa, tanto
conceptual como operativamente.

* Larelevancia de movilizar el pensamiento algebraico y numérico. Dado
que los cursos se organizan alrededor de las ideas de funcién y procesos

variacionales, se requiere promover un tipo de pensamiento funcional.

Por su parte, Thompson y Harel (2021) discuten las ideas esenciales del cdlculo y
surelacion con las dificultades mencionadas. Argumentan que los profesores, al
priorizar la algoritmia, las habilidades procedimentales y la memorizacion, omi-
ten la comprension en cuanto a los significados de los objetos con que trabajan y
limitan las posibles formas de pensar para futuros aprendizajes. Los autores in-
sisten en la importancia de trabajar con las nociones de variable, funcién, acu-
mulacién y razon de cambio. Afirman que la primera determina la comprension
de la variacidn; en cuanto a la segunda, la declaran un fundamento del calculo
y aseveran que se debe relacionar con la covariacion, entendida como el cambio

simultaneo de dos variables.

Al respecto, Carlson et al. (2002) sostienen que el razonar covariacionalmente las
funciones prepara de manera adecuada a los alumnos para enfrentarse a concep-
tos mas complejos. En ese contexto, Thompson y Harel (2021) realzan la razdn de
cambio (relacionada con el concepto de derivada) como significado que permite
atender aplicaciones cientificas (por ejemplo, la densidad como una razén de cam-
bio de la masa con respecto al volumen). Aunque esta nocion esta vinculada al
concepto de derivada, la mayoria de los estudiantes no comprende el significado
cuantitativo de la misma en términos de razones de cambio promedio e instanténea.
Esta dificultad suele originarse en la escasa comprension del concepto de razén

como relacion multiplicativa, que deberia haberse dominado en niveles previos.

Otros trabajos, como los de Rasmussen et al. (2014) y Tall (1990), notan anomalias
en el aprendizaje del calculo: desde las dificultades cognitivas de los alumnos, el
rol de las representaciones y el lenguaje, y la relevancia del pensamiento covaria-
cional, hasta la necesidad de estrategias de ensefianza innovadoras. Un aspecto
en que la mayoria de los reportes concuerdan es la necesidad de incorporar las
conexiones graficas y diversas representaciones con el propoésito de profundizar

la comprensidn de los conceptos vinculados.

En sintesis, la mayoria de los estudiantes puede lograr un dominio razonable de
técnicas y desarrollos algebraicos dentro del calculo (que ya podria considerarse
suficiente debido al numero de contenidos a desarrollar). No obstante, ain se en-
frentan a obstaculos en cuanto a los significados relacionados con dicha asigna-
tura, en particular con la nocion de derivada (Sdnchez Matamoros et al., 2008;

Garcia y Dolores, 2016; Antonio et al., 2019).
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Dificultades que enfrentan los estudiantes
en la comprensidén del concepto de derivada

La ensefianza de la derivada a menudo se centra en procesos formales de cons-
truccion y validacion anclados en algoritmos. Como resultado, aunque los estudian-
tes pueden realizar operaciones ligadas con dicha nocion, a menudo son incapaces
de atribuirle un significado amplio. Pocas veces el contexto didactico relacionado
con la derivada se corresponde con los problemas que le dieron origen o con la for-
macion de ideas variacionales y de cambio, las cuales tienen una naturaleza vi-
sual e intuitiva primordial (Vrancken y Engler, 2014; Cantoral et al., 2018; Antonio
et al., 2019; Sanchez Matamoros et al., 2008).

Por ejemplo, Sdnchez Matamoros et al. (2008) afirman que, a pesar de la correcta
aplicacidn de las reglas de derivacidn, no se profundiza el significado de la deriva-
da ni como expresidn analitica o limite del cociente incremental, ni como la pen-
diente de la recta tangente en un punto. Los matices de significados se aprecian
en relacion con las caracteristicas de los problemas planteados, ya sea desde una
perspectiva analitica y grafica, una local y global, o una ligada con el empleo de
derivadas sucesivas y la regla de la cadena. Los autores tipifican las dificulta-

des en torno a la derivada en las siguientes:

* Aquellas que tratan con la razon de cambio y su vinculo con el cociente
incremental.

* Los sistemas de representacion utilizados.

* Lolocalylo global, es decir, 1a relacion formada entre la derivada en un
punto y la funcién derivada.

* El desarrollo del esquema y las aplicaciones de la derivada.

El presente trabajo se centra en el tercer aspecto: la relacién entre la derivada en
un punto f'(a) y la funcion derivada f'(x). Esta determinacidon atiende a la necesidad
de aportar a la comprension de la nocidn, no solo desde un punto de vista algo-
ritmico, sino uno conceptual. Ponderar dicho tépico permitiria a los estudiantes
entender a la derivada en un contexto amplio e intuitivo. Esto podria ser util en
aplicaciones mds avanzadas: las derivadas sucesivas o aproximaciones en series
de potencias (como polinomios de Taylor). Ademds, comprender la derivada como
funcidén habilitaria a los estudiantes a entablar conexiones profundas entre con-
ceptos para afrontar problemas mds desafiantes en campos como la ingenieria y

la fisica (Larios et al., 2021; Berry y Nyman, 2003; Thompson y Harel, 2021).

Aungque se reconoce la importancia de la funcién derivada en diversas aplicaciones
y contextos, asi como para entender las relaciones covariacionales entre cantidades

y en la acumulacidn, dicha nocion no esta exenta de problematicas. La principal
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abarca la naturaleza altamente simbolica de los cursos escolarizados, misma que
provoca un alineamiento en lo procedimental, relegando el desarrollo de la in-
tuicion imprescindible para visualizar conexiones entre una funcién y su deri-
vada (Thompson y Harel, 2021). Las tareas se limitan a calcular la derivada de una
funcién como objetivo, sin apreciar que el resultado mismo es una funcion en si:
una que sintetiza la variacion de la funcion original a lo largo de todo su recorrido.
Comprender ese hecho permitiria caracterizar como los cambios en una funcién
afectan a su derivada y viceversa. Este aspecto angular para el entendimiento de
las representaciones graficas desarrolla una idea holistica del calculo, contraria
alavision utilitaria y de simple memorizacion que en la actualidad predomina.
Por otro lado, Sdnchez Matamoros et al. (2008) indican que comprender la deriva-
da en un punto no implica necesariamente asimilarla como una funcién. Como
ejemplo, los alumnos tienden a equiparar la expresion simbdlica y la gréafica de

f'(x) con la ecuacion y la grafica de la recta tangente, respectivamente.

El objetivo en la presente es favorecer la comprension de la funcidn derivada, a
través de una postura basada en la visualizacion y la construccion de la grafica
de dicha funcion. El eje determinante es que la grafica de una funcién derivada se
construya desde la covariacion entre la abscisa de un punto y el valor de la pen-
diente de la recta tangente. A tal fin, se esbozan los elementos a relacionar en un
ambiente de geometria dindmica, poniendo énfasis en los elementos constituti-
vos de la construccidn de la funcién derivada, aspectos en ocasiones relegados en
la literatura, pero de relevancia para la comunidad docente que busca propuestas
innovadoras para replicar en sus aulas. En las siguientes secciones se discuten los
elementos tedricos que sustentan la propuesta y el protocolo de la construccion
geométrica realizada en GeoGebra. La intencidon es que pueda ser utilizada por la
comunidad docente cuya intencion sea generar una explicacion mas significativa
e intuitiva de la derivada e incluso justificar algunas relaciones y resignificar teo-

remas importantes.

Marco conceptual: visualizacion
y covariacion en la construccion
de ideas relacionadas con la derivada

El pensamiento visual es decisivo para el aprendizaje del calculo (Arcavi, 2003;
Hitt, 2003; Zimmermann y Cunningham, 1991; Eisenberg y Dreyfus, 1991; Vinner,
1989; Cantoral y Montiel, 2014). De hecho, es complicado concebir un curso exitoso
de esta asignatura que no utilice la visualizacién de los conceptos que se trabajan,

sobre todo si el objetivo es promover la comprension del contenido.
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Aunque un enfoque visual resulta importante didacticamente, se presentan difi-
cultades para interpretar, convertir y comprender las representaciones graficas
de la derivada (Bricefio et al., 2018; Vrancken y Engler, 2014; Berry y Nyman, 2003).
Estas problematicas se deben a que la visualizacion relacional en matematicas le
exige mas a la cognicidn que lo procedimental y algoritmico (Eisenberg y Dreyfus,
1991). Ademas, en ocasiones se consideran las representaciones visuales como “me-

nos legitimas” dentro de la practica matematica (Arcavi, 2003).

La importancia de la visualizacién obedece a que es un proceso del pensamiento
matemadtico (Cantoral y Montiel, 2014) que motiva el descubrimiento y la creati-
vidad. Mas que solo apreciar imagenes, se trata de profundizar en los significados,
ya que sirve como una guia en la resolucién de problemas. Posibilita comprender
como las ideas pueden representarse simbdlica, numérica y graficamente, y rela-
cionar estas representaciones. Asimismo, ayuda a elegir un enfoque adaptable
a ciertos problemas, ilustrar resultados abstractos y recuperar los fundamentos
que se omiten en procedimientos que recaen en lo formal (Arcavi, 2003; Zimmer-

mann y Cunningham, 1991; Eisenberg y Dreyfus, 1991; Acufia, 2012).

La visualizacion matemadtica se caracteriza como un campo multifacético que pro-
mueve la representacion grafica de las ideas matematicas: desde dibujar simples
figuras asociadas a la resolucion de problemas, hasta interpretarlas y usarlas con
la intencion de comprender (Zimmermann y Cunningham, 1991). Desde su pers-
pectiva, Cantoral y Montiel (2014, p. 14) describen la visualizacion como una habi-
lidad para representar, transformar y reflejar informacion visual. En el presente

manuscrito se considera la definicion de Arcavi (2003):

La visualizacion es la habilidad, el proceso y el producto de la creacion,
interpretacion, uso y reflexion sobre imagenes, figuras y diagramas
en nuestra mente, sobre el papel o a través de recursos tecnologicos,
con el proposito de representar y comunicar informacion, reflexio-
nando y desarrollando ideas previamente desconocidas avanzando

en la comprension. (p. 217)

La visualizacion matematica se considera una habilidad, un producto y un pro-
ceso (Acufia, 2012) que debe fomentarse en los estudiantes, ya que promueve la
comprension profunda de ideas matemadticas y permite el uso de las graficas para
argumentar. Por otra parte, el razonamiento covariacional es esencial en la com-
prension de ideas del calculo (Martinez Miraval y Garcia Rodriguez, 2022). Carlson
et al. (2002) lo definen como “las actividades cognitivas involucradas en la coordi-
nacién de dos cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada

una de ellas cambia con respecto a la otra” (p. 354). Asi, se refiere a la coordinacion
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conceptual del cambio en una de las variables con los cambios en otra, clave para
analizar situaciones dindmicas e interpretar y representar informacion a través

de graficas de funciones.

De manera general, interpretar la covariacion requiere imaginar dos cantidades
que varian en simultaneidad: visualizar una imagen sostenida de los valores de
las dos cantidades cambiando conjuntamente. Esto implica agruparlas para con-
formar un objeto multiplicativo que incorpore los atributos de ambas variables.
A pesar de suimportancia, el razonamiento covariacional enfrenta obstaculos en
su desarrollo, ensefianza y aplicacion por parte de los estudiantes. Por ejemplo,
abundan las dificultades en la formacién de imagenes de razones de cambio que
varian, asi como al representar puntos de inflexién o variaciones incrementales
o decrecientes de situaciones dindmicas funcionales (Carlson et al., 2002). La ins-
truccion en estos casos tiene que colocar a los alumnos en situaciones donde sea
necesario este razonamiento, por ejemplo, aquellas que involucren la interpre-

tacion y la construccién de graficas de funciones.

La finalidad de incorporar la visualizacién matemaética y la covariacion obedece
a que ambos elementos permiten la construccion de un esquema de la derivada
que ilustre la relacion entre lo local (derivada en un punto: f'(a)) y lo global (fun-
cion derivada: f'(x)) (Sdnchez Matamoros, 2008), en tanto un objeto multiplicativo
(Carlson et al., 2002). En suma, la finalidad es visualizar la coordinacion entre dos
variables: la abscisa de un punto sobre la grafica de una funcion y la pendiente de
la recta tangente a dicha grafica en ese punto. Comprender como estas dos canti-

dades covarian permite identificar un patron grafico de la funcién derivada.

Para tal efecto, la propuesta planteada en estas lineas toma en consideracion la
integracion de la geometria dindmica a través de GeoGebra. La intencién es apo-
yar a los estudiantes a visualizar y manipular la derivada de una manera concreta
y comprensible. El objetivo de incorporar este componente tecnoldgico es prevenir
que se empleen estas herramientas digitales de manera pasiva; por el contrario, se
busca que su implementacién activa estimule el desarrollo de habilidades de ra-
zonamiento (Martinez Miraval et al., 2023).

Aspectos metodoldgicos:
diseiio de la propuesta didactica

En las ultimas décadas, con los avances tecnoldgicos, se ha popularizado entre las
propuestas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas el aprovechamiento

de los recursos digitales. Esta practica permite tratar conceptos abstractos desde
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un punto de vista intuitivo que promueve la comprension de las nociones. En este
sentido, el desarrollo de las tecnologias digitales y su implementacion en el aula
han impactado benéficamente en la ensefianza, estableciendo nuevas formas de

trabajo y trayectorias de aprendizaje.

Es evidente que la tecnologia y su inclusion en la educacién matemaética moldean
el disefio de ambientes didacticos, el trabajo matematico desempefiado por los es-
tudiantes y las prdacticas de ensefianza (Hoyles y Lagrange, 2010). A pesar de ello,
la integracidn de las tecnologias en el aula de matemadticas aun presenta ciertos
obstaculos; ahi yace la importancia de hacer un uso reflexivo de la misma, ya que
su empleo por si solo no resolverd los problemas en el aprendizaje (Sutherland y
Rojano, 2014). Diversos autores mencionan que las dificultades para introducir
tecnologia en el salon de clases son los prejuicios del profesorado, la ausencia de
apoyo, las restricciones curriculares, las limitaciones de infraestructura y acceso
arecursos, la renuencia de los estudiantes y la infinidad de opciones disponibles
hoy en dia (Hoyles y Lagrange, 2010; Sutherland y Rojano, 2014; Thurm y Barzel,
2022; Drijvers, 2015; Hitt, 2003; Dussel y Trujillo, 2018).

Como se aprecia, la integracion de la tecnologia esta matizada entre sus posibili-
dades y dificultades. En sintesis, la literatura reconoce tanto el potencial benéfico,
como los desafios de dicha combinacion. La revisidn deja ver que, mientras estos
recursos pueden proveer nuevas formas de ensefiar y aprender, también plan-
tean obstaculos en términos de promover un pensamiento critico, garantizar que
los alumnos no se limiten a copiar y pegar informacién de Internet, y prevenir
que se encuentren ante “cajas negras”. El rol docente es determinante, ya que debe
adaptar, crear, significar y evaluar alternativas de ensefianza organizadas alre-

dedor de las nuevas herramientas y formas de construccion.

Resulta imprescindible plantear opciones concretas de recursos didacticos para
apoyar la prdctica del profesorado. Es por ello que la construccién que se propone
en adelante considera la inclusiéon de GeoGebra, un instrumento didéctico que se
espera usar como herramienta de mediacion semidtica (Bartolini Bussi y Mario-
tti, 2008). Este posicionamiento bajo una perspectiva semioética exige atencién en
la produccion y transformacion de signos durante el trabajo del alumnado con el
artefacto. Cabe mencionar que en el presente manuscrito se proponen solamente
los fundamentos de una construccién dindmica, y se considera que la propuesta
podria implementarse sobre la estructura de una secuencia de ensefianza como

una iteracion de un ciclo diddctico en el sentido que le dan Mariotti y Maffia (2018).

La investigacion se inscribe en un paradigma interpretativo y un enfoque cuali-
tativo. Se empleo una técnica de analisis documental que permitio delimitar la

problematica y proponer las categorias tedricas que se utilizaron en el disefio.
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TABLA 1.

Protocolo de construccion de la funciéon
derivada en el software GeoGebra

Diversas investigaciones han demostrado el efecto positivo de la incorporacion
de ambientes de geometria dindmica y de cdlculo algebraico en la ensefianza
matematica. Un caso concreto de este tipo de recursos es GeoGebra, el cual goza
de popularidad como una herramienta de autor para la creacién y disefio de re-
cursos educativos digitales e interactivos para el aprendizaje. Entre sus ventajas,
promueve la visualizacion, la articulacién dindmica dentro de diversos registros
de representacion y modelacion y, a su vez, brinda experiencias de aprendizaje
interactivas y atractivas, ademas de tener un impacto positivo en la comprension
conceptual de los estudiantes (Del Rio, 2020; Fatih, 2017).

Larazodn de la eleccién de GeoGebra atiende a que permite visualizar la coordi-
nacion de cambios simultdneos entre dos variables, 1o cual a su vez genera que la
derivada se comprenda dentro de un proceso dindmico (Martinez Miraval et al.,
2023). El software también asegura que se integren al menos dos registros de re-
presentacion y pone énfasis en las variables empleadas, su covariacion y el esta-
blecimiento de un objeto multiplicativo para construir la grafica de una funcién
derivada a partir de cualquier otra. En las Tablas 1y 2 se detalla el protocolo de

construccién que se propone incluir en una hoja de trabajo para el alumno:

Protocolo de construccién en GeoGebra. Fase 1: creacion de la casilla de entrada para la funcién. Fuente: elaboracién propia.

4

INSTRUCCION IMAGEN DE REFERENCIA

Usar la barra de entrada de GeoGebra
y proponer una funcién cualquiera.

Del men, elegir la herramienta

de “Casilla de entrada” y dar clic sobre
cualquier parte del ambiente grafico

desplegado en pantalla.



Y

PadiuaQ B

-—

PadiUAQ | Vol. 8 Num. 15 | enero-junio | Facultad de Ingenieria | Universidad Auténoma de Querétaro | ISSN: 2954-4025

INSTRUCCION IMAGEN DE REFERENCIA

Completar de la siguiente forma:

Rétulo: en este espacio es posible
cambiar la regla de correspondencia
de la funcién. Dadas las particularidades
de GeoGebra, la construccién mantendra
sus caracteristicas adecuandose
ala nueva regla.

Objeto vinculado: seleccionar la funcién
f(x) que se escribié al inicio. GeoGebra solo
despliega los objetos validos, asi que no hay

confusién en esos términos.

Luego de poner la informacién, dar clic
en el botén “OK". Se despliega la siguiente
informacion en la pantalla grafica.

Se puede modificar a conveniencia
la entrada de la regla de correspondencia
algebraica sin necesidad de escribir
en la barra de entrada.

TABLA 2.

Protocolo de construccién en GeoGebra. Fase 2: construccion del objeto multiplicativo. Se explican los pasos para construir el
punto que permitird visualizar la covariacién entre la derivada en un punto y la funcién derivada. Fuente: elaboracion propia.

4

INSTRUCCION IMAGEN DE REFERENCIA

Con la herramienta de “Punto”, seleccionar
la opcién de “Punto en objeto”.

Dar clic sobre el eje X en el ambiente grafico

desplegado en pantalla. Se verd un punto A

sobre el eje horizontal del plano cartesiano
y no se podra “sacar”.
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El punto se puede visualizar, y moverse
libremente, sobre el eje X,
es decir, es un objeto independiente.
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A partir del punto, se generan otros
objetos dependientes.

Ahora se dan los pasos para elaborar
la imagen de la abscisa del punto A
con respecto a la funcién f dada en un principio.

Para ello, se propone un punto B que tenga las
siguientes caracteristicas: la abscisa de B sera
igual a la abscisa de A, mientras que la ordenada
de Bsera laimagen bajo f de la abscisa de A.
Para tal fin, es necesario dar un punto sobre
el plano y redefinirlo. Las instrucciones para
la redefinicién se muestran en la imagen.

Al momento de dar clic a “Aplicar” en dicho
recuadro de redefinicién de B, este se colocara
sobre la grafica de f. Ademas, B sera
dependiente de A. Este Ultimo se puede
mover para visualizar cémo B recorre
la misma abscisa que A, pero sobre la curva f.

Con la intencién de visualizar las componentes
verticales y horizontales de esta imagen,
se recomienda trazar marcas que permitan
determinar la abscisa y la ordenada del punto B.

PadiUAQ
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Y se redefine como:

(A) significa “abscisa del punto A”.
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INSTRUCCION IMAGEN DE REFERENCIA

Con la herramienta “Tangentes”,
se construye la recta tangente
a la curva que pasa por el punto B.
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La construccién se muestra en la imagen
de referencia de este apartado.
En este paso, se espera que el estudiante sea
capaz de visualizar la dependencia de toda
la construccion respecto a la ubicacién del punto

A. Dicho punto se puede mover sobre el eje X,

con lo cual la recta tangente se adecua

a la gréfica de la funcién dada y al valor

de la abscisa de A, siempre y cuando

se cumplan las condiciones de derivabilidad.

Una vez construida la recta tangente,
se recurre un significado esencial:
la derivada de una funcién en un punto
es igual a la pendiente de la recta
tangente en ese punto.

Para establecer dicha relacion se usa
el comando de “Pendiente” y se solicita
el valor correspondiente
de la recta tangente en el punto B.

Tal como se aprecia en la imagen
de referencia, el comando anterior dibuja
un tridngulo rectangulo, en el cual uno
de los catetos vale 7y el otro m, es decir,
el valor de la pendiente de la recta tangente
en el punto B.

Es posible explorar las posibilidades
del punto A para obtener diferentes valores
de my establecer conjeturas de en qué
condiciones es positiva, negativa o cero,
siempre aludiendo al comportamiento
de la grafica de la funcién dada al inicio.

PadiUAQ
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Para apoyar la visualizacién de la pendiente
de la recta tangente, se sugiere activar
una linea de texto para indicar el valor de m
(ver imagen de referencia). De igual manera,
es recomendable utilizar la herramienta “Ocultar”
para realizar lo correspondiente con el triangulo
donde aparece m, sin perder de vista este valor.
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En este paso se define el objeto
multiplicativo que evidencia la covariacién
entre la abscisa de Ay el valor
de la pendiente de la recta tangente (m).
Es necesario definir el par ordenado
(abscisa de A, f'(abscisa de A)).

Lo anterior representa, en términos
de la revisién de literatura, una relacién
entre la derivada de un punto
y la funcién derivada.

El par ordenado que se construye permite
generar una nueva grafica de la funcién
de las pendientes de las rectas tangentes
asociadas a la gréfica de la funcién
de inicio y que depende del valor
de la abscisa de A.

Para dicho punto, se usa una vez mas
la redefinicién de cualquier punto
que se ubique en el plano
con la instruccién (x(A, m)).

El valor de m es la pendiente que
se guarda en el protocolo de construccién
de GeoGebra, es decir, m = f'(x(A)).

PadiUAQ
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Con la intencién de visualizar la covariacion
entre la abscisa de Ay el valor de la pendiente,
se puede mover el punto Ay observar
el comportamiento de D. Con la intencién
de apreciar patrones, se sugiere solicitar
el “rastro” de D y observar el comportamiento
de este cuando se hace variar A.
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La gréfica de laimagen
de referencia corresponde
a la funcién derivada de f.

Dentro de la exploracion,
se puede modificar la funcién
en la casilla de entrada y observar
que la construccién se mantiene
y que el punto D ahora tendra
otro comportamiento.

Es posible explorar diferentes
polinomios, e incluso justificar por qué
la derivada de una funcién constante
esigual a cero o que una regla
de correspondencia de la forma
f(x) + ¢, con ¢ constante, tiene
una gréfica derivada igual a la de f(x).

La construccién permite justificar
las reglas de derivaciéon
de funciones trascendentes
(ver imagen de referencia).

PadiUAQ
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El coseno como la derivada de la funcién seno.
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Reflexiones finales

Alaluz del andlisis llevado a cabo, la ensefianza del cdlculo a menudo privilegia
aspectos l6gicos formales y dedica demasiado tiempo al desarrollo de habilidades
algoritmicas y algebraicas, dejando de lado la formacién de ideas variacionales.
De igual forma, se observo que la integracion de tecnologia, como un software de
geometria dindmica, resulta beneficiosa para el aprendizaje del cdlculo. Sin em-
bargo, su uso indiscriminado tiene efectos negativos en las concepciones desarro-
lladas por los estudiantes. Por tanto, es apremiante que los profesores tengan un

conocimiento preciso sobre como emplear estas herramientas de forma efectiva.

La alternativa desarrollada en este manuscrito busca contribuir a la discusion
de un significado importante: el relacionado con la nocion de funciéon derivada.
Por esa razdn, se propone integrar la visualizacién y la covariacién como funda-
mentos de la construccion en GeoGebra. El aspecto central de la construccion en
dicho software es definir el objeto multiplicativo que emerge de la covariacién y
visualizacién del par ordenado (abscisa de A, f" (abscisa de A)) y significarlo como
una nueva funcién. Saldanha y Thompson (1998), como se cit6 en Thompson y Carl-

son (2017), dejan claro este aspecto cuando mencionan:

Pensar en la covariacion como la coordinacion de sucesiones encaja
bien con el empleo de tablas para presentar estados sucesivos de una
variacion. Encontramos que es util extender esta idea y considerar po-
sibles fundamentos para la habilidad de una persona para apreciar
la covariacion. Con ello, nuestra nocion de covariacion es la de una per-
sona teniendo en mente una imagen sostenida de los valores (magni-
tudes) de dos cantidades simultdneamente. Eso implica conjuntar las
dos cantidades, de manera que, bajo la comprension de una persona,
un objeto multiplicativo se forma por los dos anteriores. Como objeto
multiplicativo, una persona puede rastrear cualquier valor de la can-
tidad con la consciencia inmediata, explicita y persistente de que, en

cualquier instante, la otra cantidad también tiene un valor. (p. 426)

La visualizacidn actia cuando el alumno es capaz de reconocer que la construc-
cion representa un patron de ajuste que mantiene relaciones y da soporte a la ar-
gumentacion respecto a las reglas de derivacidn, por ejemplo, de las funciones
trascendentes. Incluso, con la construccion se puede analizar la nocion de que,
cuando se trabaja con polinomios, el grado de la funcién derivada se reduce, es

decir, si fix) = x*, entonces f(x) = nx™?. De igual modo, es posible reflexionar acerca
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FIGURA 1.

La funcién exponencial
y su funcion derivada
coinciden.

FIGURA 2.

Funcion derivada de la
funcion valor absoluto.

de por qué la derivada de f(x) = e* coincide con la misma funcion, trazando en Geo-
Gebra las imdagenes de la abscisa del punto A sobre el eje X y comparando con el

valor de la pendiente de la recta tangente (Figura 1).

Cabe mencionar que la propuesta se ha trabajado de manera interna con grupos
de estudiantes de nivel superior, resaltando como una herramienta que permite
la discusion de ejemplos diversos a través de lo visual. No obstante, se plantea la
necesidad de llevar a cabo implementaciones sistematicas con la intencion de re-
cabar evidencia empirica al respecto de las técnicas instrumentadas y/o los pro-
cesos de mediacion semidtica que emplean los alumnos al momento de trabajar
con la construccién. Estan por definirse también las posibilidades y los alcances
en lo que respecta a funciones derivables o no derivables en un punto (Figura 2).
Dicha prospectiva da paso a validar la construccion a través de la evolucion de los
significados personales emergentes relacionados con la complecion de una tarea
ala construccion o el desarrollo de signos compartidos asociados tanto al uso del

artefacto como al concepto matemadtico a aprender (Mariotti y Maffia, 2018).
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Por ultimo, la construccién dindmica pretende subsanar ciertas dificultades del
aprendizaje y la ensefianza de la nocidn de derivada debidas a su pesada carga al-
goritmica y enfoque centrado en la formalidad del limite. La innovacién didactica
que se presenta integra dos elementos esenciales del pensamiento matematico: la
visualizacion y el razonamiento covariacional, y representa un aporte a investi-
gaciones que promueven la comprension de las nociones del calculo y la variacion
como fundamento de la derivada (Antonio et al, 2019). De igual forma, apunta a re-
sarcir inconsistencias marcadas por Sdnchez Matamoros et al. (2008) en cuanto
a que se reduce la grafica de f'(x) a la de la recta tangente. Se resalta cudn necesa-
rio es entablar un didlogo entre lo local (derivada en un punto) y lo global (funcién
derivada) para dilucidar el esquema de la derivada a través de una construccion
de geométrica dindmica. La evidencia empirica generada con estudiantes de nivel
medio superior o superior representa un momento necesario de la propuesta con

la intencién de verificar las hipétesis realizadas.
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Resumen

Se presentan los resultados de la implementa-
cion de una propuesta diddctica en el campo de
trigonometria disefiada en el software GeoGebra.
Se implemento con estudiantes del bachillera-
to Plantel Conca de la Universidad Auténoma de
Querétaro (UAQ), asi como alumnos de primer se-
mestre de la Licenciatura en Animacion Digital
(LAD) perteneciente a la Facultad de Ingenieria.
En ambos niveles se integro el uso de las tecno-
logias de la informacién y comunicacién (TIC) a
la ensefianza de la trigonometria. La propuesta
constod de dos situaciones, en que se planearon
actividades sustentadas en la teoria de situacio-
nes didacticas. El estudio se propone demostrar

como a partir de la intervencion didactica apoya-
da en GeoGebra, y de las situaciones planteadas,
es posible originar un ambiente de aprendizaje
para la construccién y el andlisis de las funcio-
nes trigonomeétricas. Segun los datos obtenidos,
los estudiantes de bachillerato relacionaron con
precision los conceptos de la trigonometria; asi-
mismo, entendieron el proceso de construcciéon
de las graficas de las funciones trigonométricas
gracias al software GeoGebra; por otra parte, los
alumnos de licenciatura reafirmaron sus cono-
cimientos respecto a esta drea.

Palabras clave: funciones trigonométricas, GeoGebra, intervencion diddactica, teoria de situacio-

nes diddcticas, TIC, trigonometria.

Abstract

The results of the implementation of a didactic
proposal in the field of trigonometry, designed
using GeoGebra software, are presented. It was
carried out with high school students from the
Conca campus of the Autonomous University of
Queretaro (AUQ), and a group of first-semester
students of the Degree in Digital Animation (DDA)
belonging to the Faculty of Engineering of AUQ.
At both levels, information and communication
technologies (ICT) were incorporated into the
teaching of trigonometry. The proposal consist-
ed of two scenarios with activities based on the
Theory of Didactical Situations (TDS). This study

aims to demonstrate how, through the didactic
intervention supported by GeoGebra and the
proposed scenarios, it is possible to establish a
learning environment for the construction and
analysis of trigonometric functions. According
to the data gathered, the high school students
accurately related the concepts of trigonometry;
similarly, they understood the process of con-
structing trigonometric function graphs thanks
to the GeoGebra software. On the other hand, the
undergraduate students reinforced their knowl-
edge in this area.

Keywords: trigonometric functions, GeoGebra, didactic intervention, theory of didactic situations,

ICT, trigonometry.
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Introduccion

La trigonometria es una rama de las matematicas que a los estudiantes les resul-
ta ardua (De Kee et al., 1996; Maldonado, 2005), quizas debido a su complejidad, su
vinculo con numerosos tipos de fenémenos y sus interconexiones con otras dis-
ciplinas (Brown, 2005). Dicha dificultad podria perjudicar las diferentes vias del
entendimiento y la representacion de sus fundamentos (Martin, 2013), tales como
los modos de acercamiento y las nociones correspondientes a circunferencia go-
niométrica (o unitaria), tridangulos rectangulos y funciones trigonométricas. Con
base en ese impedimento, se percibe un elevado indice de alumnos que carecen
de los aprendizajes requeridos (OECD, 2019), 1o cual indica que son insuficientes
las capacidades de los estudiantes de nivel bachillerato en los ejes matematico y
de razonamiento. Ante un problema matematico, tal laguna les impide formular
y argumentar la solucién utilizando un lenguaje verbal y la terminologia corres-
pondiente, menos aun interpretar graficas. A su vez, cuando avanzan a un nivel

educativo superior, la trigonometria les presenta un desafio colosal.

La ensefianza de la trigonometria desempefia un papel decisivo en el curriculo
escolar en nivel secundaria. Empero, Leon (2011) refiere que en el &mbito escolar
es comun encontrar actividades relacionadas con la trigonometria desprovistas
de significado para el estudiante. Tal como afirma Maldonado (2005), durante la
educacion secundaria, la ensefianza de esta materia se limita, en preocupante
medida, al calculo de razones para un angulo particular. Del mismo modo, los
conceptos de dngulo y razén trigonométrica son de significado confuso. De Kee
et al. (1996) reportan que la comprension de algunos conceptos como seno y coseno
no terminan de asentar en los estudiantes, quienes tienen dificultades para distin-
guir los tridngulos rectangulos de otros tipos. Por otra parte, tampoco diferencian
entre una relacion trigonométrica y una proporcional: aplican las razones trigo-
nométricas a tridngulos no rectangulos, y no se profundiza el concepto de funcién

trigonométrica (Maldonado, 2005).

Resulta propicia la ensefianza en el nivel basico para que los alumnos compren-
dan los principios de la trigonometria y sean capaces de adentrarse en el estudio
de la misma durante el nivel medio superior. Bajo esa premisa, el docente debe
emprender la busqueda de estrategias didacticas que contribuyan a perfeccionar
su método (Solanilla, 2015), de modo que su ensefianza sea motivadora y aprove-
che los recursos tecnoldgicos a su alcance (Miranda, 2015). En ultimas, el objetivo
consiste en que los pupilos se apropien de los conocimientos. Por dichos motivos

se ha incorporado sistemdaticamente en la educacion el uso de las TIC (tecnologias
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de la informacién y comunicacion), las cuales ofrecen experiencias de aprendi-
zaje significativo (Zengin et al., 2012). De la misma manera, como lo sefiala Donoso
(2011), utilizarlas resulta eficaz para la comprension de ejercicios, la resolucion
de problemas y el fomento de la creatividad. En consecuencia, se ha considerado
implementarlas como método evaluativo de la comprension trigonométrica en

alumnos de niveles superior y medio superior.

Enla actualidad, la forma de aprender ha cambiado y resulta necesario modificar
en respuesta las técnicas de ensefianza (Marcilla de Frutos, 2013). Este articulo busca
introducir una propuesta did4ctica de trigonometria basada en actividades y de-
sarrollada con el software GeoGebra. Esta plataforma permite al alumno descubrir
fendmenos matematicos, de modo que pueda visualizar la trigonometria de forma
didactica y fortalecer sus destrezas. Al mismo tiempo, al profesor le ofrece una
herramienta para crear actividades que incorporan multiples representaciones

de conceptos matemadticos (Rojano, 2003).

La propuesta aborda lo referente a segmentos, lineas y &ngulos, para luego formar
tridngulos rectangulos, analizar sus vértices y formular las razones trigonomé-
tricas; luego se abre el camino al circulo unitario y a las funciones trigonométricas.
El propdsito es presentar los resultados de la implementacion didactica, en aras
de evidenciar que el disefio y la aplicacion de la propuesta didactica favorecen la
ensefianza-aprendizaje en temas complejos, como es la instancia especifica de la

trigonometria.

Marco teodrico

Este trabajo se basa en la teoria de situaciones didacticas (TSD) de Guy Brousseau,
la cual es un modelo constructivista amplio sobre la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas. Conforme a Olguin (2016), es un referente que hace posible el
disefio de una secuencia diddctica y su andlisis enfocado a la investigacion. En la
TSD intervienen elementos como el saber-ensefiar, y actores como el alumno, quien
debe construir su conocimiento, y el profesor, que facilita el medio para ello. La
TSD estd sustentada en una concepcion constructivista en el sentido piagetiano

del aprendizaje:

El alumno aprende adaptdndose a un medio que es factor de contra-
dicciones, de dificultades, de desequilibrios, un poco como lo hace la
sociedad humana. Este saber, fruto de la adaptacién del alumno, se
manifiesta por respuestas nuevas que son la prueba del aprendizaje.

(Brousseau, 1986, como se cité en Olguin, 2016, p. 27)
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Por tanto, hay que considerar lo ya descrito por Rotaeche (2008), que una situacion
did&ctica se considera como la organizacion del medio efectuada por el profesor.
La intencion es que el estudiante aprenda un contenido determinado y compren-
dalas interacciones entre los actores del sistema diddactico, caracterizadas por los
contratos didactico, pedagogico y escolar. En suma, debe existir un compromiso
reciproco entre el docente y alumno que establezca los objetivos y contenidos del

curso, el método de ensefianza y la forma de evaluacion (Brousseau, 1986).

De acuerdo con Chavarria (2006), las situaciones didacticas se refieren al contexto
donde el docente presenta el medio para que el alumno construya su conocimien-
to, donde interactuan los elementos del tridngulo didéctico. Estdn orientadas a
desembocar en una situacion a-didactica: un proceso donde el estudiante con-
fronta un problema y lo resuelve sin la intervencion del docente, construyendo
con autonomia su conocimiento. La situacidn did4ctica se desenvuelve en las si-
guientes fases: la situacion-problema (o accién), donde el estudiante interactia
con el medio didéctico para llegar a la resolucion de problemas y adquirir cono-
cimientos (Castro et al.,, 2018); la formulacién, que se trata de enfrentar a un grupo
de estudiantes con un problema dado y hacerlos participes del proceso (Chavarria,
2006); la validacion, la cual corresponde al momento donde se evalua el producto
obtenido. Asimismo, la fase final de institucionalizacién representa la generali-
zacion de las actividades y producciones de los estudiantes, donde ellos toman el
objeto del conocimiento (Castafieda et al.,, 2012). Se obtienen conclusiones a partir
de las producciones de los alumnos, estableciendo relaciones con el acervo cultu-
ral. Es asi que, en el disefio de la propuesta diddctica, se adopté como directriz el
postulado de Brousseau, y se aplicaron los conceptos de razén y funcidn trigono-

métricas, asi como de circulo unitario.

Metodologia

La intervencion se ejecutd en dos grupos de estudiantes:

» Elprimero, de 16 a 18 afios de edad, perteneciente al cuarto semestre de
la Escuela de Bachilleres del Plantel Conca.
* Elsegundo, de 18 a 19 afios, perteneciente al primer semestre de la Licen-

ciatura en Animacion Digital (LAD).

La muestra total fue de 29 alumnos; ambos programas educativos se desenvuelven
en la Universidad Autonoma de Querétaro. Acerca de los tiempos para la imple-
mentacion de la propuesta didactica, se realizaron dos fases: la primera de forma
presencial con los alumnos de bachillerato y la segunda en modalidad virtual con

los de LAD.
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FIGURA 1.
Definicién de
conceptos como
actividad de inicio.

Propuesta didactica

El término intervencion diddctica se entiende como la labor del profesor desde
una postura de mediador y facilitador del aprendizaje del pupilo (Universidad de
Granada, s. f.). Su finalidad es la transformacion de la practica, la innovacién por
medio de la cual los estudiantes logren el aprendizaje (Pérez, 1997). De esta manera,
la importancia de aprender a ensefiar se manifiesta en la formacién y practica
del docente, en su preparacidon y compromiso. A través de la reflexion posterior,
identificard las areas de oportunidad de su alumnado, y en consecuencia podra
trabajar para alcanzar niveles satisfactorios de ensefianza y aprendizaje (Rodri-
guez, 2017). Esas son las directrices que guian el disefio y la implementacion de
la propuesta didactica destinada al tema de funciones trigonométricas. Para lle-

varla a cabo, se plantearon dos situaciones:

1) Calcular las funciones trigonométricas de algunos angulos a partir de la
definicion basada en el circulo trigonométrico, con ayuda del software
en la computadora.

2) Identificar las graficas correspondientes a cada funcidén trigonométrica

por medio del andlisis de sus rasgos particulares.

Cada intervencion se abordé en un lapso predefinido de 50 minutos. En cada una
de las situaciones se instauraron secciones de inicio, desarrollo y cierre. Se abrid
con actividades introductorias de los conceptos para inducir al alumno a la com-
prension del tema. Posteriormente, en la etapa de desarrollo, se realizaron accio-
nes detonadoras para motivar y captar la atencion del participante conforme al
objetivo de la situacion; para concluir, se llevaron a cabo las tareas de cierre, donde
se cotejaron los conocimientos previos con los aprendizajes logrados tras la com-

plecion de las etapas anteriores.

Actividades de introducciéon

Los estudiantes trabajaron sobre la actividad respondiendo a preguntas introduc-
torias acerca de la definicién de dngulo (Figura 1) y las caracteristicas del circulo
unitario a partir de sus conocimientos previos o de la visualizacion de construc-
ciones preestablecidas. También se les cuestiond respecto a los términos periodo
y amplitud de una funcidn trigonométrica (Figura 2). Estas tareas corresponden

a la situacion-problema o accién de la TSD.
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FIGURA 2.
Actividad de inicio.

FIGURA 3.
Actividades
de desarrollo.

FIGURA 4.
Construcciones
hechas de acuerdo
con la situacion 1.

Actividades de desarrollo

A partir de construcciones hechas en el software, los estudiantes contestaron las
preguntas indicadas en cada una de las actividades de la propuesta didactica (Fi-

gura 3). Esta etapa alude a la formulacion de la TSD.

Ademas de realizar las construcciones y dar respuesta a las preguntas, los estu-
diantes interactuaron en el software, desplazando lineas perpendiculares para
observar el angulo comprendido entre los catetos y la dimension de cada uno de
estos en el tridngulo rectangulo (Figura 4). La aplicacion hace posible desplazar
los vértices Ay C para modificar el valor de a (ubicado en la interseccién de los
segmentos AD y AC) y sus respectivas relaciones trigonométricas, al igual que la
longitud de AC y CD.
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FIGURA 5.
Construcciones
hechas de acuerdo
con la situacion 2.

TABLA 1.

La Figura 5 corresponde a la realizacién de construcciones considerando valores
de dngulos. Gracias a la animacion en el software, fue posible apreciar como cam-
biaban el signo y valor de las funciones trigonométricas. Se muestran un angulo
de referencia y uno normal. El deslizador verde de a adopta valores de 0 a 90°; el
rojo asigna a B valores de 0 a 360°.

Actividades de cierre

En ultima instancia, para evaluar el cumplimiento del objetivo propuesto de cada
situacion, estas se realizaron mediante la version en linea de GeoGebra. Para tal
fin fueron disefiadas como lecciones con indicaciones precisas, y se proporciona-
ron a los estudiantes las ligas correspondientes a las actividades con el cddigo de

acceso necesario (Tabla 1).

Ligas de acceso para las actividades de cierre.

A 4
SITUACION 1

Actividad 1

Actividad 2

Actividad 3

https://www.geogebra.org/classroom/ch4jq92h
https://www.geogebra.org/classroom/xceufaa2

https://www.geogebra.org/classroom/nbvwghft

SITUACION 2

Actividad 1

Actividad 2

https://www.geogebra.org/classroom/mqfa7bws

https://www.geogebra.org/m/pwhhpmzc


https://www.geogebra.org/classroom/ch4jq92h
https://www.geogebra.org/classroom/xceufaa2
https://www.geogebra.org/classroom/nbvwqhft
https://www.geogebra.org/classroom/mqfa7bws
https://www.geogebra.org/m/pwhhpmzc
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FIGURA 6.

Definicién de dngulo
segun un participante.

FIGURA 7.
Identificacién
del tipo de &ngulo.

FIGURA 8.
Identificacion de

un solo dngulo en un
tridngulo rectangulo.

Resultados y discusion

En adelante se describen las respuestas emitidas por los estudiantes de ambos
niveles educativos y se comparan con las esperadas. Se evalua el desempefio en
funcién de la concordancia entre ambos tipos, y el andlisis respeta el orden de las

situaciones indicadas en la propuesta diddctica.

En algunos reactivos, respondieron segun sus nociones previas adquiridas en el
nivel medio superior, como fue el caso de la definicién de dngulo (Figura 6). Evo-
caron términos como interseccion de recta o segmentos, ademas de la clasificacion
basada en la medida de los angulos. Sin embargo, algunos conceptualizaron el
angulo necesariamente como parte de una figura geométrica; otros participantes
también requirieron visualizar las construcciones antes de emitir sus definiciones.
En la instancia ilustrada en la Figura 6, ademads de reconocer que la unidad de
medida de los dngulos en el sistema sexagesimal son los grados, el participante

afirma correctamente que una revolucion corresponde a 360°.

En las construcciones presentadas, la mayoria identificé que correspondian a la
clasificacion de tridngulo rectdngulo; no obstante, algunos expresaron otras cate-
gorizaciones que, aunque correctas, no conservaban relevancia en la tarea actual
(Figura 7). Un alto porcentaje de estudiantes no avist6 que en un triangulo rectan-
gulo hay dos dngulos agudos y uno recto, en cambio aludieron a un solo tipo, tal

como se observa en la Figura 8.

La actividad 3 de la situacion 2 requeria visualizar el circulo unitario y evaluar
las coordenadas de un punto P. Pese a que algunos estudiantes estaban en nivel

superior, tuvieron dificultad para percatarse de que las coordenadas del punto P
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FIGURA 9.
Valor numérico de la
abscisa del punto P.

FIGURA 10.
Definicion incompleta
de dngulo normal.

FIGURA 11.
Definicion de dngulo
de referencia.

FIGURA 12.
Animacion de la
funcion seno.

eran (cos «, sen a) (Figura 9); es decir, no advirtieron que las longitudes de los
catetos del tridngulo rectdngulo en el circulo unitario equivalen a las funciones

seno y coseno del dngulo a.

De forma paralela, en la actividad referente a evaluar el valor natural y los sig-
nos de las funciones trigonométricas de la situacién 2, mostraron dificultad para
discernir entre el &ngulo normal y el de referencia (Figuras 10 y 11). La omision
resulta comprensible, al menos para los alumnos de bachillerato, ya que aborda-
ron el curso de trigonometria superficialmente, dada la modalidad de las clases

durante la pandemia de covid-19.

Una vez que construyeron las graficas de las funciones trigonométricas, fueron
capaces de identificar y comprender las caracteristicas de las funciones median-
te la animacion, asi como observar el correlato grafico en el software (Figura 12).
No obstante, es claro que algunos estudiantes no dilucidaron por completo c6mo
indicar las caracteristicas de la grafica, por ejemplo, sefialar si existen asintotas
o definir el dominio, los intervalos de incremento o disminucion, y la amplitud

de cada onda (Figura 13).



PadiuaQ B

FIGURA 13.
Caracteristicas
de las funciones
trigonomeétricas.

FIGURA 14.

Definicion de amplitud
en una funcion
trigonométrica.

FIGURA 15.
Resultados de las
actividades de cierre.

Cabe destacar que los participantes de LAD ostentan una nocion mas acertada de
lo que es periodo. Por su parte, los alumnos de bachillerato describieron con ma-
yor precision las caracteristicas de las graficas; la mayoria de los estudiantes de-
finieron la amplitud (Figura 14) como un concepto que refiere a la distancia entre
el eje de las abscisas y el punto mas alto de la onda. En contrapartida, un grupo
reducido refirid a la cresta de una onda (“el punto maximo”) y su valle (“el punto

minimo”). En este sentido, la primera descripcion fue la mas satisfactoria.

Por ultimo, se presentan los resultados de las actividades de cierre (Figura 15) co-
rrespondiente a las situaciones. Se observa que la participacion de ambos grupos
en las actividades fue menguante, en especial la de los estudiantes de LAD, debido
a la modalidad en que se llevo a cabo la propuesta didactica, como se menciond

anteriormente.
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En el caso de los alumnos de bachillerato, la interaccion con las construcciones
fue clave, pues les permiti6 visualizar la relacion de los segmentos del tridngulo
rectangulo y los dngulos que lo conforman. De la misma manera, pudieron com-
probar cdmo a medida que se abren o cierran los angulos se alteran las coorde-
nadas del punto P, y corroborar los signos en los diferentes cuadrantes para cada
de una de las funciones. Desde esta perspectiva, la interaccidon logrd su cometido:

permitir a los estudiantes complementar su conocimiento en trigonometria.

Conclusiones

Los resultados permiten concluir que el grupo de bachillerato fue mas acertado
al contestar las preguntas indicadas en el desarrollo de actividades por cada si-
tuacion. Es destacable que la interaccion con el software les permitié asimilar con
mayor claridad cémo se construyen las graficas de las funciones trigonométricas
mediante rectas, segmentos, puntos, angulos y circulos unitarios. Conviene re-
saltar que la participacidn del grupo en modalidad presencial fue fructifera, en
virtud de que siguieron las indicaciones de la propuesta, realizaron por si mismos
las construcciones en GeoGebra y participaron activamente, pese a que descono-
cian el uso de la plataforma. El empleo de la tecnologia permedé de manera posi-
tiva el proceso de ensefianza-aprendizaje del pupilo. Si bien la actividad goza de
instrucciones especificas, fue preciso cuestionar a los participantes para fomentar
su exploracidn e interaccion con la plataforma. De esa manera, lograron discernir
consideraciones particulares en trigonometria, por ejemplo, la correspondencia
de valores naturales de los &ngulos notables o los signos de las funciones trigo-

nomeétricas en cada uno de los cuadrantes.

En términos del nivel educativo de los participantes, se percibié una diferencia
actitudinal importante entre los dos grupos. Por un lado, los bachilleres mostraron
un involucramiento proactivo en las tareas; por el contrario, los alumnos de LAD
manifestaron un escaso compromiso y renuencia a desarrollar las actividades.
En otro sentido, las modalidades empleadas fueron un factor prominente en los
resultados. Con respecto al grupo de estudiantes de bachillerato, las actividades
presenciales ayudaron a mantener orden en el aula, agilizaron los cuestionamien-
tos y permitieron orquestar respuestas concretas, e incluso respetar los tiempos
designados para cada sesion. En el caso del grupo de LAD, que se desenvolvi6 en
modalidad virtual, se detect6 poca disposicion en los tiempos de entrega y en la
seriedad al responder los reactivos; aunado a esto, no se realizaron las actividades

de cierre por completo.
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La implementacion de esta propuesta didactica ha develado areas de oportunidad
para la practica docente; integrarla como parte del desarrollo de las clases podria
facilitar el abordaje de la trigonometria, de forma especifica el paso de las razones
trigonométricas a las funciones trigonométricas. La meta es que exista una com-
prension profunda del tema desde el nivel medio superior, ya que fue evidente
que los alumnos de licenciatura aun atraviesan atolladeros en esta materia. Para
continuar y expandir el estudio de este tema, se sugiere enriquecer el acervo de
actividades realizables en GeoGebra a fin de asociar las caracteristicas de las fun-
ciones trigonomeétricas con temas pertenecientes a otras disciplinas. De tal mane-
ra, seria posible dotar de sentido a las matematicas en el contexto cotidiano. Como
planteamiento final, quizas pueda establecerse una comunidad de docentes que
compartan dicho material de forma libre, siempre que se atribuyan los créditos

pertinentes a los autores y se realice sin fines de lucro.
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Resumen

La presente investigacion se propone determi-
nar las habilidades de pensamiento abstracto
16gico (HPAL) desarrolladas por alumnos de edu-
cacion superior; para alcanzar esa meta, se cred
un software enfocado en la simulacién de cir-
cuitos eléctricos compatible con los procesos de
aprendizaje de nivel universitario, con el fin de
caracterizar acciones cognitivas y metacogniti-
vas exhibidas por los participantes al operarlo.
En ese sentido, se usan métodos constructivos de
modelizacion matemadtica dindmica en el 4m-
bito de la metacognicion desde una perspectiva
de linealizacion (MDL). La ventaja de este disefio
infraestructural yace en que la interfaz consti-
tuye una opcién asequible y versatil, porque se

ha programado en lenguaje C# de cddigo abierto,
ya sea para ejecutarse en la red o bien instalar-
se desde sistemas operativos convencionales. El
trabajo desempefiado por los estudiantes duran-
te las pruebas preliminares fue satisfactorio. Se
les presentdé una novedosa interfaz de usuario
instalable en Windows o accesible via navega-
dores web. Los resultados permitieron evaluar
el progreso de las habilidades del pensamiento
y generar métodos y estrategias de ensefianza-
aprendizaje. Asi, su analisis, argumentacion e
interpretacion de los circuitos eléctricos consti-
tuyen un aporte significativo parala docencia en
general y la matematica educativa en particular.

Palabras clave: didactica de las ciencias, habilidades de pensamiento abstracto 16gico, metacog-
nicién desde una perspectiva de linealizacién, modelos matematicos, secuencia diddactica, soft-

ware diddctico.

Abstract

This research work focuses on characterizing
the abstract logical thinking skills (ALTS) devel-
oped by college students; to that end, an electri-
cal circuits simulation software compatible with
the learning process of university level students
was created; moreover, the cognitive and meta-
cognitive actions exhibited by the participants
when operating it were characterized. Dynamic
mathematical constructive modeling techniques
are employed in the field of metacognition from
a perspective of linearization (MPL). An advan-
tage of such an infrastructure design is that the
interface deployed is considered affordable and

versatile, since it is programmed in open source
language (C#) to be accesed online or installed on
conventional operating systems. The participants'
performance along the preliminary tests was sat-
isfactory. They were presented with a novel user
interface executable on Windows or accessible
via web browsers. The results made it possible
to rate the development of thinking skills and to
establish teaching-learning methods and strate-
gies. Their evaluation, argumentation and inter-
pretation represent a meaningful contribution
to teaching in general and to educational mathe-
matics in particular.

Keywords: science didactics, abstract logical thinking skills, metacognition from a linearization
perspective, mathematical models, didactic sequence, didactic software.



Padiuac &

Introduccion

Las tecnologias de la informacién y comunicacion posibilitan el intercambio entre
docentes y estudiantes, propiciando el fortalecimiento de habilidades y compe-
tencias disciplinares dentro de varias dreas del conocimiento (StoSi¢ et al., 2020;
Ergashev et al., 2021). Alo largo de la década de 2010, Internet se ha expandido de
forma exponencial (Sulakono et al., 2020; Ejiyi et al., 2021) y predominan las apli-
caciones y los sistemas digitales en el mercado (Xu et al., 2020; Marakana et al.,
2021). Por tanto, se requiere que los profesionales de la educacion se pongan a la
vanguardia de los procesos de aprendizaje de las ciencias. Asimismo, es necesario
definir estrategias de ensefianza precisas, como el establecimiento de mecanismos
de informacidn publica a distancia, en concordancia con las recomendaciones de
la UNESCO (2022). Los proyectos de aprendizaje efectivos y flexibles deben poner-
se en marcha, tanto dentro como fuera de linea, en temas especificos del dominio
disciplinar del docente segun sus objetivos educativos definidos (Duarte et al.,

2021; Sansolis y Leonoras, 2021).

Por otra parte, realizar simulaciones de circuitos eléctricos a través de secuencias
didacticas beneficia a los estudiantes que cursan materias de ingenieria como
Electromecdnica, Electronica o Control, pues nutre las habilidades técnicas y prag-
maticas, y ensancha el conocimiento referente a sistemas eléctricos y electrénicos.
No obstante, para que el conocimiento trascienda el dominio tedrico es necesario
que el estudiante interactue con el equipo de laboratorio tanto en software como
en hardware. De tal modo, adquirira destreza para desenvolverse en situaciones
practicas, relacionando los conceptos abstractos con circunstancias del mundo
real, incluyendo el andlisis e interpretacion de secuencias ldgicas y didacticas
(Coughlan, 2020).

En palabras de Lee y Sim (2021), las aplicaciones en mdviles y ordenadores para
la educacion de las ciencias exactas ofrecen oportunidades de ensefianza y apren-
dizaje adaptables a los requisitos pedagogicos. Los trabajos de Sansolis y Leonoras
(2021) se centran en las habilidades desarrolladas por los estudiantes mediante
las tecnologias de informacién (TI); en su investigacién encontraron, por lo me-
nos, 15 diferencias significativas en aspectos psicométricos y cognitivos a través
de secuencias didacticas enfocadas en el aprendizaje de las modelizaciones mate-
maticas. En trabajos de Ejiyi et al. (2021) disefiaron una aplicacién escolar que
mejora los procesos de aprendizaje y de planificacién, con el fin de compararla
con las alternativas comerciales, como apps enfocadas en la metacognicion, en
virtud de mejorar los procesos de aprendizaje y planificacion escolar de los alum-
nos. Algunas indagaciones, como las de Akmar et al. (2021) y de Bakar et al. (2021),
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proponen la generacion de interfaces flexibles para desarrollar habilidades en los
procesos de aprendizaje en campos de la ciencia y la tecnologia, como es el caso

de la ingenieria matematica de la modelizacion.

De esta manera, hay trabajos enfocados en los métodos de modelado matematico
de solucion de circuitos RLC (resistor, inductor y capacitor). Las leyes de Kirchhoff
sustentan la modelizacion de circuitos equivalentes por medio de programacion
no lineal para estimar parametros de tension y corriente dentro del dominio de
Laplace (Bocanegra et al., 2020). A la par, técnicas como la de Astorga (2014) trazan
la representacion grafica de las armdnicas de tension y corriente utilizando el
modelado de la funcién de transferencia entre los datos originales y el valor teo-

rico obtenido a partir de la funcién no lineal considerada (Fiallos, 2021).

El aprendizaje basado en modelizaciones matematicas posibilita precisar el com-
portamiento de un sistema real eligiendo diferentes alternativas de disefio, como
los modelos de regresion lineal para sistemas de primer orden (RL), o la multiple
en los sistemas eléctricos, entre ellos los lineales y exponenciales (RLC) (Gu, 2011;
Popa, 2017; Sudarno y T Widiharih, 2021); asimismo, las regresiones en sistemas
dindmicos permiten describir la evolucion de dichos sistemas en su funcion del
periodo de tiempo (Dijkstra y Henseler, 2021; Ren et al., 2021). A todo esto, la res-
puesta tentativa a la pregunta de investigacion es que, en comparacién con una
ensefianza tradicional, los estudiantes de ingenieria logran una comprension mas
acertada del modelado matemadtico a partir de la aplicacién de una infraestruc-

tura experimental disefiada especificamente para ese fin.

Enlo subsecuente, se propone la creacién de una infraestructura experimental
accesible para la modelacion matematica de circuitos eléctricos que sirva en los
procesos de ensefianza-aprendizaje en la educacion de nivel superior. Tal pla-
taforma debe facilitar la identificacion y potencializacion del desarrollo de habi-
lidades del pensamiento abstracto logico, como el andlisis dindmico del problema

real contextualizado en secuencias didacticas.

Marco tedrico conceptual

La presente investigacion se basa en cuatro conceptos centrales; el primero es la
situacion real del problema, donde se disefia y estudia un problema contextualiza-
do referente a las ciencias exactas en una secuencia did4ctica. En segundo lugar,
el modelo real del problema se enfoca en realizar la representacién matematica
del sistema acorde con la situacién real. En tercero, el modelado matematico del
problema radica en la habilidad de formular soluciones a partir del razonamiento

y la comparacion de las expresiones matematicas del comportamiento de un
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sistema mecdnico o eléctrico (Kaiser y Brand, 2015). Por ultimo, las actividades
cognitivas y metacognitivas en los estudiantes enlistan y evaluan las operaciones
mentales a partir de las cuales ellos generan estrategias autonomas de aprendi-
zaje; de ese modo es posible observar el equilibrio ensefianza-aprendizaje (Niss,
2017; Niss y Blum, 2020).

Se parte de un modelo que representa matemdaticamente el comportamiento del
sistema concorde a la situacién real del problema a analizar. De acuerdo con Kaiser
y Brand (2015), formular y solucionar problemas del mundo real facilita el desa-
rrollo de nuevas maneras y métodos de simulacién que sirven de instruccién a

los estudiantes en los procesos de ensefianza-aprendizaje.

Las habilidades del pensamiento abstracto légico (HPAL)

La aplicacion de estrategias pedagogicas basadas en las HPAL ha sido angular para
nutrir la capacidad de los alumnos al resolver problemas cotidianos mediante el
modelado matematico. Jaramillo y Puga (2016) apuntalan que el ciclo de la cons-
truccion y reconstruccion del conocimiento se orienta a las destrezas y los proce-
sos cognitivos que forman el pensamiento l6gico abstracto mediante actividades
académicas donde se evaluan las aptitudes. Bajo esta perspectiva, la medida del
pensamiento abstracto corresponde a las destrezas cognitivas de sintesis, deduc-
cion, asociacion e interpretacion de fenémenos (Tolan et al., 2021). Paralelamente,
los procesos cognitivos como relacionar, evaluar, deducir, identificar e inferir en
tareas diarias son estrategias que permiten estimular un aprendizaje significati-

vo en los estudiantes (Akpur, 2021).

Modelacion matematica

La modelacion es una estrategia de formulacion y disefio de algoritmos matema-
ticos enfocados en comprender a profundidad qué ocurre en un sistema (Bossio
et al., 2023). Asimismo, su practica amplia la percepcion y facilita la transferencia
de habilidades elementales hacia los alumnos (Fonseca, 2023). En el marco insti-
tucional, tal estrategia admite acciones realistas y abiertas, y otorga una metodo-
logia para que los profesores conciban como aplican los alumnos el pensamiento

critico en la solucion de problemas (Marbouti y Strobel, 2013).

Los procesos transitorios de primer y segundo orden de circuitos eléctricos son
cognoscibles a partir de ecuaciones diferenciales en el dominio del tiempo (Bue-
no Hernéandez et al., 2020). Los modelos no lineales describen el comportamiento

e incluso estiman la evolucidn de un sistema real en un periodo de tiempo, para
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lo cual existen varias alternativas de disefio (Dijkstra y Henseler, 2021; Ren et al.,
2021). En otras palabras, las concepciones del proceso de modelado matematico
(MM) integradas en secuencias didacticas ayudan a consolidar el conocimiento

disciplinar en circuitos eléctricos (CDCE) (Recio, 2018; Bravo y Rodriguez, 2020).

Se dice que un modelado matemadtico estd bien estructurado cuando los alumnos
realizan el desglose de un sistema real siguiendo una secuencia didactica. Eshozan
una resolucion impresa a lapiz y papel (RILP), a partir de la cual reciben una retro-
alimentacién al instante que tiene por base la solucién del modelado propuesto
(SMP) en cada etapa del ciclo de modelado: disefio, modelacién e implementacion
(Abassian et al., 2020).

Consideraciones metodolégicas
y tedricas

Consideraciones metodoldgicas

Se propone un estudio cualitativo basado en dos estrategias: 1la primera utiliza, a
lo largo de una secuencia didactica, una infraestructura experimental ligada a la
enseflanza de las ciencias exactas para el modelado matematico; la segunda con-
tinta con el método tradicional para la solucion de secuencias didacticas. Ambas
modalidades usan los métodos constructivos de modelizacion que conceden reali-
zar una intervencion didactica regida por el dominio de la teoria HPAL. La presen-
te estd perfilada a académicos de las ciencias exactas interesados en identificar
las mraL de sus educandos, con el fin de generar estrategias pedagogicas de natura-
leza cognitiva, a través de la modelizacion y el analisis dindmico de problemas

reales contextualizados.

Para este propdsito, se contemplaron cuatro sesiones de 60 minutos (por secuen-
cia), donde participaron voluntariamente cuatro alumnos, uno por cada médulo.
La actividad fue organizada en un escenario de construccion social orientado a la
modelizacion y el andlisis dindmico desde una perspectiva de linealizacién (MDL)
en circuitos eléctricos de primer y segundo orden. La finalidad fue comparar el
proceso educativo del conocimiento disciplinar matemadtico en la interfaz de usua-
rio en oposicion a la ensefianza tradicional en términos de las HraL exhibidas por

los voluntarios.

En la gestion y el registro de datos se consideraron dos cartas: la primera, dirigi-

da alos participantes, concierne a la confidencialidad e indica los tiempos y las
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TABLA 1.

sesiones a realizar; la segunda atafie al consentimiento informado, donde los par-
ticipantes proporcionaron su informacion personal y declararon a consciencia su
disposicién a involucrarse en el experimento. Para el caso de la infraestructura
experimental (interfaz), la informacion se almacen¢ al final de cada secuencia de
manera automatica; en cambio, para el método tradicional fueron los participantes

quienes realizaron los registros.

Consideraciones teodricas: diseino de instrumentos

Se adoptaron tanto las técnicas de investigacion cualitativa descritas por Del Rio
(2011) y Sanchez et al. (2021), como el andlisis de contenido cualitativo de los es-
tudios de marcos de codificaciéon y modelado de Lu y Kaiser (2022). Ambos se ope-
racionalizaron para determinar las acciones y los procesos llevados a cabo por los
estudiantes por medio de instrumentos de recoleccion y andlisis de datos (Tabla 1).
El primero es la interfaz de usuario referida en la Introduccién; programada en
lenguaje C-Sharp (C#), sirve para crear secuencias diddcticas, las cuales contienen
modelaciones matemadticas orientadas por la teoria HraL. De igual manera, se in-
cluye una guia de observacién como instrumento para la categoria actitudinal (A)
bajo el formato de secuencia didactica basada en las upar; se focaliza en procesos
cognitivos como la relacion, la evaluacidn, la inferencia y la deduccién en las ta-

reas de aprendizaje durante la construccién y reconstruccion del conocimiento.

La categoria procedimental (P) refiere a las habilidades y los procesos cognitivos
para formular y ejecutar una modelacion matematica mediante la abstraccion y
el uso de herramientas matematicas. Se evalua por medio de una lista de cotejo
en dos fases: disefio para el modelado y contenido matematico, e implementacion
y analisis de resultados para resolver la situacion de un problema real. Por ultimo,
los logros de aprendizaje se determinan mediante un cuestionario de la categoria
conceptual (C); se valora el tratamiento y la captura de datos con la ayuda de un

procesador de textos de licencia libre integrado en la interfaz de usuario.

Instrumentos para la toma de datos. Fuente: elaboracién propia.

A 4

CATEGORIA

Actitudinal (A)

Procedimental (P)

INSTRUMENTO DESCRIPCION JUSTIFICACION
Se emplea para obtener Funge como una herramienta efectiva
Guia de observacién informacién sobre una para la implementacién de secuencias
actividad o fendmeno. didacticas.

Identifica las habilidades
Lista de cotejo a evaluar en el proceso
de aprendizaje.

Define los indicadores y los procesos
clave del aprendizaje proyectado.
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CATEGORIA

Conceptual (C)

INSTRUMENTO DESCRIPCION JUSTIFICACION
Son pruebas de validacién Establece los logros de aprendizaje,
Cuestionario que consisten en una serie los criterios de evaluacion y los niveles
de preguntas especificas. de satisfaccion.

Desarrollo de la infraestructura experimental

C-Sharp (C#) es un lenguaje orientado a objetos que combina las mejores caracte-
risticas de sus predecesores, como Java, JavaScript, Visual, Visual Basic o C++. Su
compilador, Visual Studio, incluye .NET FRAMEWORK SDK (offline con kit de desarro-
llo de software) y ASP.NET (paquetes de servicios activos online). Para el soporte del
software se emplearon Moodle LMS (sistema de cddigo libre dedicado a la gestion
del aprendizaje) y el motor SQL Server Management Studio 18.0, sobre el cual se
monto una base de datos en linea. De igual modo, el script, que contiene un cédigo
estructurado del software, puede correr en una pagina web o instalarse en siste-
mas operativos Windows o Mac como indica la ISO/IEC/IEEE 24774:2021. Aspectos
del sistema como la arquitectura de la interfaz, los procedimientos y la represen-
tacion matematica son esenciales al crear secuencias didacticas para el modelado

del problema contextualizado a analizar mediante las acciones metacognitivas.

Construccion de secuencias didacticas en la interfaz

La comunicacion simultdnea entre el software Simulink (extensiéon de MathWorks
MATLAB) y el hardware Arduino Nano se logré mediante la paqueteria Arduinol/O;
este arreglo en C# constituye la interfaz de usuario para la modelaciéon matematica
(Figura 1). En suma, la adquisicion de datos, su procesamiento y la devolucién de

resultados se organizan en tres bloques:

* Adquisicion. Pone su atencion en la recepcion de datos, tales como varia-
bles dependientes e independientes, escalones unitarios, resistencia (R),
inductor (L) y capacitor (C).

e  Procesamiento. Delimita la funcién de transferencia de salida, las armo-
nicas en procesos transitorios de circuitos eléctricos RLC en el dominio del
tiempo, la frecuencia natural (fh) y el coeficiente de amortiguamiento (6).
Para ello, se desarrolla un modelado dinamico desde una perspectiva de
linealizacion (MDL), aplicando la transformada de Laplace para el circuito
a partir de ecuaciones diferenciales (Ku et al., 2008).

* Resultados numéricos y grdficos. Despliega los valores del modelado, el
factor de amortiguamiento (8), la frecuencia natural (fn) y la respuesta

de simulacién.
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FIGURA 1.

Bloques de la
secuencia de flujo

para una modelizacion
matematica.

Programacion e implementacién de secuencias didacticas

El proceso se realiza dentro de la interfaz y consiste en estructurar dos secuencias
didécticas mediante modelizaciones matematicas de un problema real con enfo-

que en la ensefianza-aprendizaje.

Primera secuencia diddctica. Examinar el comportamiento de la funcién de trans-
ferencia de salida y de las armonicas de circuitos eléctricos en el domino del tiem-
Po, en procedimientos transitorios de circuitos eléctricos rLc (resistor, inductor y

capacitor) de segundo orden (Tabla 2).

Actividad 1. Implementar de manera experimental un circuito eléctrico de segun-
do orden compuesto por un resistor; un inductor y un capacitor. Del mismo modo,
en el circuito, la resistencia y el inductor se conectardn en serie, mientras que el

capacitor se acoplara en paralelo (Figura 2).
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FIGURA 2.

Circuito RLC
de segundo orden.

Modelado. Realizar 1a modelizacion del circuito RLC mediante ecuaciones diferen-
ciales basadas en la ley de voltajes de Kirchhoff para un circuito de segundo orden.
Las variables consideradas son: resistor (R), inductor (L), capacitor (C), voltaje de

entrada g, (t) y voltaje de salida en el capacitor g, (¢).

TABLA 2.

Primera secuencia didactica. Fuente: elaboracion propia.

A 4

RESOLUCION IMPRESA A LAPIZ Y PAPEL RESOLUCION ANTE LA INTERFAZ (GUIA)

Resolucion 1. La caida de voltaje alrededor de un lazo cerrado
debe ser igual a cero.

Pregunta 1. Determina la caida de voltaje
para el circuito eléctrico de segundo orden RLC. d;(t)

ge(t) — L i —i(t)R — %/i(t)dt:O @

Resolucion 2. La Ecuacién (1) convertida al dominio de Laplace es:
Pregunta 2. Transforma la ecuacion obtenida

. 1
al dominio de Laplace. G.(s)— LI(s) — I(s)R — C—[(s) =0 ©
s

Resolucion 3. Al despejar de la Ecuacién (2)

. la corriente de entrada I(s) resulta:
Pregunta 3. Calcula la corriente de entrada

en dominio de frecuencia. ( ) Ge(s)

“RiLst & ©

Resolucion 4. Por tanto, el voltaje de salida del capacitor es igual a:
Pregunta 4. Obtén el voltaje en la salida

del capacitor en el dominio del tiempo. G.(t) = = / it)dt @

Resolucion 5. Al transformar a frecuencia y despejar

. . la corriente I(s) se tiene:
Pregunta 5. Aplica en el capacitor la transforma-

da de Laplace al voltaje de salida.

I(s) = T

Resolucion 6. La razon del voltaje de entrada con respecto

, . al voltaje de salida se calcula con:
Pregunta 6. Encuentra la razon del voltaje 1
de entrada con respecto al de salida. EO(S) Cs

Go(s) R+ Ls+ & ©
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RESOLUCION IMPRESA A LAPIZ Y PAPEL RESOLUCION ANTE LA INTERFAZ (GUIA)

Pregunta 7. Define la funcién
de transferencia F(s).

Pregunta 8. Determina la funcién de transferen-
cia que incluye los pardmetros de frecuencia
natural (fn) y el factor de amortiguamiento (6)
del circuito eléctrico.

Pregunta 9. Calcula los pardmetros
del circuito eléctrico de acuerdo
con las siguientes expresiones:

_5fn_R\/E R,  [1
5‘@‘2 L’(Sf"_QL’f”_ CL

Pregunta 10. Determina la respuesta
de un circuito de segundo orden en el dominio
del tiempo ante un escalén unitario.

Resolucion 7. La funcion de transferencia F(s) seria:

1

Fls) — cL
W=gra, T O

Resolucion 8. La transferencia en funcion de la frecuencia natural (fn)

y el factor de amortiguamiento (6) del RLC es:

fa?

Fo) =g rs572

8)

Resolucion 9. Para calcular los parametros del circuito eléctrico
se usan las siguientes expresiones:

g S ROy R [T ”
C6f, 2VL " 27"V COL

Resolucion 10. La respuesta de un circuito de segundo orden
en el dominio del tiempo ante un escalén unitario.

Segunda secuencia diddctica. Analizar el comportamiento de la corriente en

funcidn del tiempo i(t) dentro de un circuito RL conectado en serie (Tabla 3).

Actividad 2. Analizar el comportamiento del término transitorio en la funcién

i(t) a partir de la armdnica generada por el circuito de primer orden, e identi-

ficar los valores de la resistencia y el inductor (Figura 3).

FIGURA 3.

Circuito eléctrico de
primer orden, tipo RL.

Modelado. Modelar los pardmetros a raiz de la armonica del RL mediante ecua-

ciones diferenciales. Las variables son: R, L, voltaje de entrada E(t) y voltaje

de salida en el inductor g(t).
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TABLA 3.
Segunda secuencia didactica. Fuente: elaboracion propia.
A\ 4
Propuesta 1. Desglosar el comportamiento Propuesta 1. Desglosar el comportamiento
de la armonica de la funcién de la corriente. de la armonica de la funcién de la corriente.
. 3 _ . 3 _
i(t) = 5(1 — P00 i(t) = g(l — P00

Proceso 1. Para la fase de disefio, se parte de la armoénica
de la Figura 3. Su funcién general se compone de dos soluciones:

y=y.+y,=1i(t)=Ce
Proceso 1. Fase de disefio. Proceso de modelacion

matematica, asi como del contenido matematico. . N . —
atematica, asi como del contenido matematico Asimismo, el circuito de primer orden RL en serie tiene la forma:

di 1
LE LiR+0

—¢=E
7 a4 (t)

Proceso 2. Fase de implementacion y andlisis de resultados. Los
ejes coordenados en el dominio del tiempo son ¢ para las abscisas
e i(t) para las ordenadas; es decir, la armonica se extiende desde

Proceso 2. Fase de implementacién y andlisis (0,0) hasta (e, i(1)).
de resultados. Lo conforman la implementacién
del disefio y la resolucién de la situacién-problema Sii(t) = _ge—SOOt + g, entonces, cuando t — o, §(t) = % . Para esta
para una modelacion matematica. armonica de corriente en funcién del tiempo, el término — 250

se denomina transitorio, ya que a medida que el tiempo
transcurre, la forma de onda se estabiliza en una constante
de corriente i(t) = 3.

Una vez disefiadas las secuencias en la interfaz, se implementan con estudian-
tes a fin de fomentar un proceso de aprendizaje. El experimento consistio en la

realizacién de practicas divididas en seis fases:

1) Introduccion al manejo de componentes eléctricos y hardware. Conexion
y simulacion de circuitos eléctricos de primer y segundo orden aplican-
do las leyes de Kirchhoff en 1la modelizacién de arreglos ri, rRc y RLC.

2) Repaso del modelado mediante software. Los temas abordados fueron
las funciones de transferencia entrada-salida en circuitos eléctricos, el
comportamiento del voltaje y la corriente, las constantes de tiempo y
las respuestas de sistemas de primer y segundo orden.

3) Modelado de la funcion de transferencia. Identificacion de la respuesta
de circuitos eléctricos para los sistemas de primer (RL o RC) y segundo
orden (rrc), configuracion de hardware, software, asi como la valida-
cion del modelo en el dominio del tiempo.

4) Interpretacion de resultados. Se estudiaron los graficos de la modeliza-
cion del comportamiento del ric en el dominio del tiempo ante el es-

timulo de un escalén unitario.
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FIGURA 4.

Modelado del
comportamiento de la
funcion de corriente
i(t) de un circuito RL.

5) Comunicacion de la interfaz de usuario. Se realiza a través de Simulink de
Matlab mediante una tarjeta de control.

6) Conexion directa entre el software (la interfaz experimental) y el hardwa-
re (los componentes eléctricos y la tarjeta de control). Se entabla de formas

fisica y simulada.

Las précticas fueron desarrolladas de forma mixta: se realizaron de forma virtual
la introduccion, el manejo y el disefio de la plataforma; se llevaron a cabo en modo
presencial el ensamble, las conexiones y la implementacidn fisica. En las etapas
fisicas, los estudiantes usaron capacitores, resistencias e inductores de diferentes
denominaciones en el disefio de circuitos de segundo orden; asi, fueron capaces de
generar los tres tipos de respuesta: sistema amortiguado, criticamente amortigua-

do y sobreamortiguado.

Con base en una de las propuestas de disefio RL (Figura 4) y los datos proporcio-
nados, los estudiantes consiguieron desglosar el comportamiento del circuito (Fi-
gura 4A). Para resolver el sistema (Figura 3), algunos optaron por aplicar ecuaciones
diferenciales a una ecuacion lineal homogénea estdndar (Figura 4B), en lugar de re-
currir al método de Laplace ejecutado por la plataforma experimental. Al final del
modelado, lograron identificar el término transitorio que forma parte del compor-
tamiento de la funcion de corriente; dedujeron que, cuando t tiende a infinito, la

corriente se fija en 3/5; en otras palabras, la armdnica se estabiliza (Figura 4C).

Discusion de resultados

En lo que respecta a la relacion con las acciones cognitivas para la generacion de

estrategias de ensefianza-aprendizaje y con base en los andlisis de las secuencias
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didacticas, los datos del desemperfio de los alumnos se organizaron dentro de
tres modalidades. La nomenclatura se desglosa como sigue: SMP (solucidn del
modelado propuesto), RMI (resolucién mediante la interfaz) y RILP (resolucion
impresa a lapiz y papel). Puede apreciarse que los participantes tuvieron ma-
yor dificultad para dilucidar sus respuestas y modelados en el rubro RILP con

respecto al SMP (Tabla 4).

TABLA 4.
Modalidades registradas bajo items en la organizacién de datos. Fuente: elaboracién propia.

A 4

ESTUDIANTE 1 ESTUDIANTE 2 ESTUDIANTE 3 ESTUDIANTE 4 PROMEDIO POR MODALIDAD

MODALIDADES
EVALUADAS

ACTIVIDAD 1.
COMPORTAMIENTO
DE LA FUNCION
DE TRANSFERENCIA

: B, RIL:

A A A A A A A A A A A A RML: A, RIL: A
A B B A B B A B B A B B RMI: B, RIL: B
A B B A B B A A B A B B RML: B, RIL: B
ACTIVIDAD 2. A A B A B B A A B A A B RMI: A, RIL: B
DESGLOSE DEL
COMPORTAMIENTO
DE LA ARMONICA. A B B A B B A A B A A B RML: A, RIL: B
6A  3A S5A  2A 12A 2A 6A  3A
PROMEDIO 12A 68 9B 12A 78 108 12A 55 108 12A 68 9B

Nota: Nomenclatura: B solo responde; A analiza'y modela correctamente el problema. Modalidades: solucion al modelado
propuesto (SMP), resolucion mediante la interfaz (RMI), resolucion impresa a ldpiz y papel (RILP).
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El desglose considera los elementos descritos en el marco tedrico, incluyendo
el descriptivo y el restrospectivo. En cuanto a la categoria A, la actividad 1
(Tabla 5) se evalud en funcién de la construccién y reconstruccion del conoci-

miento (A1), el pensamiento abstracto (A2) y los procesos cognitivos (A3).

TABLA 5.
Categoria actitudinal (A): guia de observacién. Fuente: elaboracién propia.

h 4

PROMEDIO POR
ESTUDIANTE 1 ESTUDIANTE 2 ESTUDIANTE 3 ESTUDIANTE 4
MODALIDAD

MODALIDADES
EVALUADAS

SMP RMI RILP SMP RMI RILP SMP RMI RILP SMP RMI RILP

PARAMETROS
A EVALUAR

(A1)
CONSTRUCCION RMI: 2.75
Y RECONSTRUCCION RILP: 2.25
DEL CONOCIMIENTO

(A2)
PENSAMIENTO
ABSTRACTO
(VELOCIDAD DE 3 3 2 3 3 2 3 3 2 3 3 2
SINTESIS
E INTERPRETACION
DE LA INFORMACION)

RMI: 3
RILP: 2

((2%))
PROCESOS COGNITIVOS
(RELACIONAR, EVALUAR,
DEDUCIR, IDENTIFICAR RILP: 1.75
E INFERIR EN TAREAS
DE APRENDIZAJE)

RMI: 2.75

PROMEDIO 3 3 1.7 3 2 2 3 3 2 3 27 24

Nota: Nomenclatura: 1, deficiente; 2, regular; 3, eficiente.

En la categoria A, el aspecto A1 mantiene un balance en las tres modalidades
registradas (SMP, RMI, RILP), a diferencia del A3, que presenta carencias en la
modalidad RILP. En el aspecto A2 se observo un desempefio general superior
a los aspectos A1y A3, debido a las habilidades y destrezas propias de la for-

macion académica de los participantes.
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TABLA 6.

Categoria conceptual (C): para el cuestionario. Fuente: elaboracién propia.

h 4

PROMEDIO POR

ESTUDIANTE 1 ESTUDIANTE 2 ESTUDIANTE 3 ESTUDIANTE 4 MODALIDAD

MODALIDADES
EVALUADAS
SMP RMI RILP SMP RMI RILP SMP RMI RILP SMP RMI RILP
PARAMETROS Mob.
A EVALUAR

PadiuaQ &

ABSTRACCION DEL ESTUDIANTE

(C1) HABILIDAD RMI: 2.75
AL MODELAR RILP: 2.5

(C2) PENSAMIENTO PARA

RECREAR Y REALIZAR UNA 3 3 3 2 3 3 3 3 3 2 RML: 3
MODELACION MATEMATICA RILP: 2.5
(C3) ABSTRACCION
EN LOS PROCESOS DE RMI: 3
CONSTRUCCION Y DEL 3 3 3 2 3 3 2 3 3 3 RILP: 2.5
MODELADO DEL SISTEMA
> RMI: 2.75
(C4) LOGICA APLICADA
2 3 2 3 3 3 3 3 3 3 RILP: 2.75
INTERPRETACION DEL ESTUDIANTE
(C5) ACCION RMI: 2.75
3 3 3 3 2 3 3 2 3 3 2
(ACCIONES TOMADAS) RILP: 2.25
PROCE PROCE RMI: 2.5
(C6) PROCESO (PROCESOS 2 3 2 ) 3 3 2 3 2 2
DESARROLLADOS) RILP: 2
(C7) OBJETO
(USO DE HERRAMIENTAS 2 3 3 3 3 3 2 3 3 2 RML: 3
RILP: 2.25

Y HABILIDADES CERTERAS)

PROMEDIO TOTAL . 2.4 3 2.7 2.3 3 3 2.4 3 2.7 2.4

Al analizar el cuestionario para la categoria C (Tabla 6), se evaluaron las destre-
zas del estudiante: la abstraccion, es decir, la 16gica aplicada para disefiar y
ejecutar el modelado del sistema; la interpretacion, en otras palabras, las ac-
ciones tomadas, los procesos desarrollados y la aplicacion certera de herramien-
tas y habilidades. Es crucial sefialar que los resultados de la segunda destreza
estan por debajo del estdndar con respecto a la primera y que, de las tres moda-
lidades, hay més insuficiencia en los métodos tradicionales RILP debido a varios

factores, entre los que predomina la desconcentracion de los participantes.
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TABLA 7.

Categoria procedimental (P): lista de cotejo. Fuente: elaboracién propia.

PROMEDIO POR
ESTUDIANTE 1 ESTUDIANTE 2 ESTUDIANTE 3 ESTUDIANTE 4 MODALIDAD

h 4

MODALIDADES
EVALUADAS

PARAMETROS
A EVALUAR

(1) Nocién
DE MODELACION
MATEMATICA RESPECTO
A LA SITUACION-
PROBLEMA

(2) PROCESO
DE COGNICION
DESARROLLADO

DURANTE LA
MODELIZACION

MATEMATICA

Nota: Nomenclatura para mdximos valores permisibles por categoria: 1, deficiente; 2, regular; 3, eficiente. Sistema real desglosa-
do (SRD), fase de disefio (FD), fase de implementacion (FI).

Conviene sefialar la categoria P, que contempla la lista de cotejo y la actividad
2 (Tabla 7). Los parametros a evaluar son la nocién de modelacion matematica
respecto a la situacion-problema y el proceso de cognicién desarrollado durante
la modelizacion matemadtica. Se toman en consideracion las fases de disefio
(FD) y de implementacidn (F1); la modalidad control se denomina sistema real
desglosado (SRD). De forma similar, se observé que para los estudiantes existen
obstéculos en la primera fase cuando no cuentan con una interfaz de usuario o
software, empero, una vez que proceden a la implementacion, la dificultad

disminuye, potencializando al maximo sus habilidades matematicas.

La validacion funcional de las secuencias didacticas se ejecuta a través de los
instrumentos de andlisis y recoleccidn de datos en la interfaz de usuario. Tal
como lo indican Vesga y De Losada (2018), “se requiere incorporar cambios en
los disefios curriculares de los docentes de acuerdo a los fines de la educacion
matematica”. El presente estudio se basa en la solucién a un modelo propuesto
(SMP), con el propdsito de proveer un desarrollo a nivel de competencia en los

estudiantes.

En palabras de Mentzer et al. (2014), puede decirse que el modelado matemadtico
predictivo es esencial para el disefio de secuencias en estudiantes en formacion;
por ende, coinciden con Lu y Kaiser (2022) en sus trabajos acerca del modela-

do matematico basado en las habilidades que muestran los estudiantes en la



PadiuaQ &

resolucion de problemas. En los procesos cognitivos, la investigacion de Hidayat
et al. (2018) mostro que los logros en la metacognicion, que incluyen la estrategia
cognitiva y la autoevaluacion, tienen un efecto positivo en las competencias del
analisis y el entendimiento del modelado matematico. En esta investigacion re-
ferente a los procesos cognitivos, se evaluo6 el rendimiento del modelado involu-
crando diversos componentes, como la creatividad y la originalidad, con el fin de

potencializar las habilidades de pensamiento que pueden desarrollar los pupilos.

Conclusiones

El objetivo principal del estudio consistio en determinar los procesos de cognicion
que pueden desarrollar los estudiantes de educacion superior mediante modeli-
zaciones matematicas conforme a la teoria HPAL. Tras el andlisis de sus respues-
tas al modelado matematico propuesto, se puede afirmar que se cumpli6 con el
objetivo, ya que fue posible categorizar las habilidades del pensamiento genera-
das en el proceso, tanto con el uso de una infraestructura experimental como a
través del método tradicional de ensefianza-aprendizaje. En especifico, se carac-
terizaron las acciones cognitivas y metacognitivas ejecutadas por los estudiantes
con la implementacion de una comparativa que permitio detectar y registrar las
HPAL en el marco de cada modalidad empleada. Segun los resultados empiricos,
se determino que los logros en la metacognicion en la ensefianza tradicional no
superaron el desempefio apoyado por la infraestructura experimental, sobre todo
en la fase de disefio e implementacion al momento del anélisis y entendimiento del
modelado matematico de los participantes. La categorizacion de las actividades
de analisis, interpretacion y argumentacion expuesta por los alumnos en el aula
aporto una contribucion valiosa a la matematica educativa. Este trabajo exhibe
como en la educacion superior actual, la rapida mutabilidad del conocimiento y
el uso generalizado de la tecnologia demandan nuevas nociones y métodos van-
guardistas para planificar y organizar sesiones en clase; en ultima instancia, esta
modernizacion educativa se traduce en instruir a los educandos a tomar la ini-

ciativa y proactividad en su formacion.
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Resumen

El modelado matematico proporciona a los fu-
turos docentes una comprension practica de los
conceptos matemadticos, permitiéndoles aplicar-
los por medio de actividades que refieran a dis-
tintos campos del conocimiento, a fin de instruir
en matematicas de forma efectiva. La ensefianza
de esta disciplina debe trascender la simple me-
morizacién de férmulas e implicar al estudianta-
do en laresolucién de problemas reales a través
de modelos matematicos. Este trabajo exhibe la
aplicacién de un experimento en el cual se invo-
lucra la quimica con el fin de desarrollar habili-
dades de modelado por medio de un enfoque de
experimentacién y descubrimiento. Se tratan la
propuesta y las actividades, junto a otros requisi-
tos para poder ejecutarlas con los profesores en

formacién dentro de la Licenciatura en Ensefian-
za de las Matematicas impartida en la Universi-
dad de Colima, México. Es necesario resaltar que
el modelado matemaético promueve la formacién
del pensamiento critico y las habilidades analiti-
cas en los docentes en formacion, preparandolos
para enfrentar los diversos desafios que pueden
suscitarse en el aula. Se concluye que la integra-
cion del modelado matematico en los programas
de formacién docente es elemental, pues contri-
buye a incrementar la calidad de la ensefianza de
las matematicas en niveles educativos basicos y
superiores. Suimpacto es incluso méas beneficio-
so cuando se entabla una conexion estrecha con
otras disciplinas.

Palabras clave: didactica, ensefianza de las matemadticas, experimento, modelado matematico, pro-
fesor de matematicas, transversalidad de las ciencias.

Abstract

Mathematical modeling provides future profes-
sors with a practical comprehension of mathe-
matical concepts, allowing them to apply these
notions through activities that connect with oth-
er areas of knowledge in order to teach mathe-
matics effectively. The teaching of this discipline
should go beyond the memorization of formulas
and involve students in solving real-world prob-
lems through mathematical models. This paper
presents the application of an experiment that
incorporates chemistry with the aim of develop-
ing modeling skills by applying a methodology
focused on experimentation and discovery. The
proposal, activities, and elements deployed for

its implementation with preservice teachers in
the Bachelor’s Degree in Mathematics Education
imparted at the University of Colima, Mexico, are
detailed. It is important to highlight that mathe-
matical modeling promotes the development of
critical thinking and analytical skills in preser-
vice teachers, setting them up for the challenges
that may occur in the classroom. The study con-
cludes that integrating mathematical modeling
into teacher education programs is essential, as
it contributes to the quality of mathematics edu-
cation at both basic and higher levels. And its ef-
fects are more beneficial insofar as strong links
are established with other disciplines.

Keywords: didactics, mathematics teaching, experiment, mathematical modeling, mathematics

teacher, transversality of sciences.
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Conociendo el contexto del proyecto

El plan de estudios de la Licenciatura en Ensefianza de las Matematicas (LEM) de
la Universidad de Colima busca ofrecer una formacién integral con perspectiva
humanista, que abarque tanto el campo disciplinar como las competencias espe-
cificas. En consecuencia, se enfoca en generar ciudadanos comprometidos con su
desarrollo personal, asi como con su entorno social, al tiempo que responde las
necesidades primarias del sistema educativo. A partir de lo anterior, la LEM tiene

por objetivo:

formar profesionales con competencias que les permitan identificar
y resolver problemas sobre la ensefianza y el aprendizaje de las ma-
tematicas para ejercer la docencia, desarrollar proyectos, generar am-
bientes de aprendizaje, utilizar elementos técnico-metodoldgicos y
medios didacticos innovadores, que promuevan la alfabetizacion
matemadtica, con alto sentido de responsabilidad social. (Universidad
de Colima, 2015, p. 49)

Entre enero y julio de 2024, en el sexto semestre, se ofertd la asignatura optativa

de Modelado matematico, con el objetivo de:

[contribuir] al desarrollo de competencias que permiten identificar
y resolver problemas relacionados con la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas para ejercer la docencia con base en el analisis y
resolucion de situaciones de diversos contextos utilizando diversos

pensamientos matemadticos. (Universidad de Colima, 2015, p. 181)

La formacion de docentes en matematicas debe contemplar el desarrollo de ha-
bilidades de modelado matematico, puesto que resultan fundamentales para su
practica profesional. Contar con estos elementos en el programa formativo les per-
mitird a los profesores, a la postre, encaminar a sus estudiantes en la resolucién
de problemas del mundo real (Pollak, 2007). De este modo, se busca promover si-

tuaciones que sean familiares para el alumnado de los distintos niveles educativos.

Tales habilidades se fortalecen al introducir al futuro profesor de matemadticas en
situaciones de modelado. Como lo apuntalan Kaiser y Schwarz (2006), “los futuros
docentes deben experimentar el proceso de modelizacién matemadtica para poder
comprender y ensefiar cdmo las matemdticas pueden aplicarse a problemas del
mundo real” (p. 89). Por tal razén, ademads de las asignaturas de corte disciplinar,
resulta imperativo integrar materias de enfoque pedagogico en las que se vincu-

len las estrategias de ensefianza con la disciplina matematica.
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Marco teodrico

Modelacion matematica

El modelado matemadtico tiene un propdsito patente en los distintos niveles edu-
cativos durante la formacion bdsica o media superior, pero también ostenta pro-
minencia en dreas como las ingenierias y las licenciaturas. Su valor radica en que
permite captar la atencion de los pupilos hacia nuevos conceptos y procedimien-
tos matemadticos, acercandolos a contextos mas contundentes para ellos. Por dicha
razon, se promueve emplear escenarios reales que aprovechen el potencial del
modelado matemadtico para que el alumno comprenda y resuelva problemas de
su entorno, favoreciendo el aprendizaje sobre la pertinencia de las matemadticas

(Kaiser y Stender, 2013).

Segun Pollak (1977), 1a modelacion hace posible visualizar los problemas y motiva
ala comunidad educativa a solucionar situaciones cercanas a su entorno. Por su
parte, Greefrath y Vorholter (2016) describen la modelaciéon como un proceso ci-
clico que abarca tres momentos: el mundo real, el mundo matematico y el regre-
so al mundo real. Ademads, Blum (2015) enfatiza que “la modelizacién matematica
no es solo una herramienta para resolver problemas, sino un medio para estable-
cer una comprension profunda de los conceptos matemdticos y su aplicacion en

contextos diversos” (p. 187).

Para el abordaje del modelado, Blum y Leif3 (2007) proponen el siguiente procedi-

miento ciclico:

a) Comprender la instruccion y la situacion real (modelo de situacion).

b) Formular suposiciones y simplificar el modelo de la situacién (construc-
cion de un modelo real).

¢) Matematizar el modelo real, es decir, elaborar un modelo matematico en
funcion de la informacion obtenida.

d) Trabajar dentro del modelo matematico (resolucidn de los procesos ma-
tematicos).

e) Interpretar la solucion (el problema no se resuelve solamente con un nu-
mero, sino mediante una reflexion sobre la situacion).

f) Validar la solucion interpretada (corroborar resultados y conclusion).

g) Exponer el resultado, presentando el proceso y los hallazgos.

Es menester enfatizar que se trata de un mecanismo ciclico: la situacién o la re-

flexién pueden acarrear un nuevo proceso de modelacion. Tras revisar a diversos
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autores que abordan el proceso del modelado matematico, se identifican varios

puntos de coincidencia:

* Comprension del problema: Blum y Niss (1991) mencionan que, en un pri-
mer momento, se debe comprender la situacién problemdtica y definir
claramente los objetivos a alcanzar. En esta primera fase se identifican y
enmarcan las tareas dentro de un contexto del mundo real, se recopilan
datos relevantes, se clarifican las necesidades y se determina el propdsi-
to del modelado.

* Construccion del modelo: segun Lesh y Doerr (2003), en esta etapa, a partir
de la informacion recabada, se construye un modelo mediante la repre-
sentacion matematica de la situacidn real. A tal efecto, los sujetos deben
disponer de la informacidn, plantear ecuaciones, identificar variables y
establecer las relaciones matemadticas que puedan proporcionar sentido
a la problematica.

* Resolucion del problema: es el momento donde se aplican los conocimien-
tos matemadticos disponibles, lo cual implica el conocimiento del algebra,
calculo, estadistica u otros recursos pertinentes que habiliten comprender
el fendmeno o la situacién planteada. Pollak (2007) sostiene que la resolu-
cion del modelo es una secuencia ciclica de prueba y refinamiento orien-
tada a alcanzar resultados satisfactorios.

» Interpretacion de los resultados: Kaiser y Stender (2013) explican que inter-
pretar los resultados es fundamental para que el modelo sea funcional. No
se trata unicamente de obtener soluciones o realizar proyecciones, sino de
contextualizar su significado en el marco de la situacién planteada.

* Validacion del modelo: Blum y Leif3 (2007) subrayan que la validacion es
primordial, ya que asegura que el modelo sea aplicable para la situacién
planteada, pero que ademds sea capaz de adaptarse a diferentes variables
y predecir comportamientos. Es en este momento cuando se comparan las
predicciones del modelo contra la realidad con el fin de evaluar su preci-
sion y fiabilidad.

* Refinamiento y reiteracion: Los modelos requieren, frecuentemente, ajus-
tes y mejoras. Este paso consiste en revisar los procesos previos, realizar
modificaciones necesarias y plantearse preguntas orientadas a esclarecer
desde el modelo hasta su aplicacion.

* Comunicacion del modelo: Blum y Borromeo (2009) destacan la importan-
cia de transmitir los resultados de forma clara y comprensible a publicos
académicos y no especializados. La finalidad es que los hallazgos puedan
entenderse con precision y contribuyan a la comprension de situaciones

de todo tipo.
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Tales pasos ofrecen una estructura general para abordar problemas de modelado
matematico, al mismo tiempo que facilitan una revision sostenida del modelo y
de la situacion planteada. La ensefianza en la modelizacion matematica se basa
en tres pilares clave: algebraico, numérico y grafico, mediante los cuales se pueden
visualizar los diferentes aspectos del problema. Dichos enfoques impulsan a los
los alumnos a experimentar con diferentes representaciones de una misma situa-
cion, lo que enriquece su comprension y su capacidad de resolucion. Ademas, al
favorecer la internalizacion profunda de los conocimientos matematicos, incen-
tivan a los estudiantes a contemplar los problemas a partir de multiples puntos de
vista, aspecto esencial para su desarrollo cognitivo y su capacidad para aplicar el
conocimiento en contextos del mundo real. Conforme a ello, Blum (2015) enfatiza
que la modelizacion matematica debe concebirse como una actividad cognitiva
crucial, orientada a la creacion de herramientas que permitan al alumnado en-

tender y manejar de manera eficaz las situaciones reales, presentes o futuras.

Segun Blum, el proposito de esta actividad es fomentar una competencia mate-
matica relevante, valiosa para la cultura y la sociedad, al tiempo que compatible
con los fines educativos. Tal visién cognitiva de la modelizaciéon refuerza la im-
portancia de integrar estas actividades en la formacion docente, ya que prepara
a los futuros maestros para guiar a sus alumnos en la asimilacién y aplicacion de
las matematicas de manera que impacte en su vida cotidiana y en su relacién con

el mundo.

Proyectos educativos

En la revisidn literaria se advierte que, al abordar el modelado, se apuntala con-
sistentemente la participacion activa tanto de la comunidad estudiantil como del
profesorado, lo cual se relaciona con un aprendizaje sustentado en la construccién
del conocimiento. Empero, el modelado puede articularse dentro de un enfoque
de aprendizaje basado en proyectos, una de las lineas promovidas actualmente por
la Secretaria de Educacion Publica en México. En tal sentido, Guerrero y Terrones

(2003) establecen que:

Los proyectos permiten a los alumnos desarrollar competencias, asi
como habilidades especificas para planificar, organizar y llevar a cabo
una tarea comun en entornos reales. Asi, se organizan en equipos de
trabajo, asumen responsabilidades individuales y grupales, realizan
indagaciones o investigaciones, solucionan problemas, construyen

acuerdos, toman decisiones y colaboran. (p. 53)



PadiuaQ &

Por otro lado, Maass y Engeln (2018) refieren que los disefios de proyectos enfoca-

dos en los experimentos de ensefianza se resumen en tres puntos:

* Laensefianza se orienta a que el tema de investigacion tenga relevancia
para los estudiantes y su vida cotidiana; por ello, los entornos de apren-
dizaje deben ser auténticos y estar conectados con la realidad.

* Se fomenta que los alumnos observen fenémenos, formulen sus propias
preguntas, seleccionen herramientas pertinentes, realicen experimentos,
busquen explicaciones, interpreten y evaluen soluciones; dentro de este
proceso, los estudiantes asumen un rol activo en su propio aprendizaje.

* Ladindmica del aula se transforma; en lugar de estar centrada en el do-
cente, se centra en el estudiante, promoviendo su participacién activa y

autonomia en el proceso educativo.

Segun Santana Ortega et al. (2018), la experimentacion en matematicas implica
realizar actividades fisicas que permitan a los pupilos interactuar directamente
con sistemas experimentales, ya sea en contextos quimicos o fisicos. Dicha inte-
raccién favorece la construccion del conocimiento matematico y el fortalecimien-
to de las habilidades del pensamiento cientifico. Por otra parte, complementan
esta vision al destacar que el aprendizaje debe analizarse en contextos especificos
y utilizando estrategias y herramientas que integren los procesos de aprendizaje,

ensefianza y evaluacion de forma articulada.

La investigacion de disefio en la ensefianza y el modelado matematico presenta
caracteristicas fundamentales orientadas a optimizar el aprendizaje del alumna-
do. Conforme a Blum (2015), el centro debe ser el estudiante, y la gestion del aula
debe potenciar el tiempo, los recursos y fomentar el trabajo colaborativo. Dicha
perspectiva promueve un entorno social e intelectualmente estimulante, dentro
del cual los errores se resiginifican como oportunidades de aprendizaje. Asi, se
refuerza la idea de que una respuesta incorrecta puede ser la puerta correcta a

nuevas preguntas.

Ademads, es menester que los estudiantes se mantengan cognitivamente activos.
Dicho aspecto implica trascender la observacion e involucrarse de manera cons-
ciente y reflexiva en el proceso de modelado, asegurando un equilibrio entre la
autonomia del alumno y la guia del profesor. La metacognicién ocupa un papel
angular en esta causa, ya que abre el analisis de las propias estrategias de apren-
dizaje y ajustarlas para desarrollar una comprensién mas profunda. El empleo de
ejemplos variados, asimismo, tanto en el &mbito matematico como en contextos
reales, resulta esencial para evitar la dependencia de un solo escenario y favore-

cer la transferencia del conocimiento a multiples situaciones.
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Otro aspecto destacado es la necesidad de fomentar soluciones individuales a las
tareas, lo cual diversifica los enfoques y permite comparaciones desde un nivel
metacognitivo. Tal perspectiva favorece la diferenciacidn interna en el aula y
refleja la naturaleza dindmica y plural de las matemadticas. Cabe afiadir que las
competencias en modelado se desarrollan progresivamente, comenzando desde
la educacidn primaria y extendiéndose de manera continua mediante una prac-
tica repetitiva e integrada que busca un equilibrio entre las subcompetencias y la

competencia global en modelado.

La evaluacion debe alinearse con los objetivos del modelado y sus aplicaciones,
empleando métodos variados para llevar a cabo un diagnoéstico de las fortalezas
y las dreas de oportunidad del estudiantado. Por consecuencia, el presente enfo-
que implica también la adquisicion paralela de competencias, creencias y actitu-
des hacia las matematicas. Por ende, las tecnologias digitales y computadoras se
consolidan como herramientas dentro de la actividad de modelado, ampliando

el ciclo tradicional al incorporar un tercer &mbito: el mundo tecnoldgico.

Diversos estudios de caso han demostrado que una ensefianza de calidad puede
expandir las creencias del alumnado sobre las matematicas y fortalecer su capa-
cidad para comprender y aplicar modelos correspondientes. Investigar el disefio
de la ensefianza del modelado constituye un acercamiento integral que exige la
activacion cognitiva y metacognitiva. Asimismo, la incorporacion de contextos
variados y auténticos, la promocion de soluciones individuales y la integracion
de tecnologias digitales resultan imperativas para el asentamiento de competen-

cias a largo plazo.

Metodologia

La presente investigacion de corte exploratorio permite describir y analizar como
se adquieren los conocimientos matematicos mediante la observacion y la apli-
cacion de una secuencia diddctica. A través de una aproximacion cualitativa, se
busco describir los resultados tras la ejecucion con alumnos de la Licenciatura en
Ensefianza de las Matematicas, de la Facultad de Ciencias de la Educacién. Parti-
ciparon activamente 18 alumnos del sexto semestre, quienes desempefiaron las
actividades propuestas durante tres semanas de clases. En dicho periodo, se llevd
a cabalidad una secuencia de fases que facilitaron observar el proceso de mode-
lado matematico correspondiente a la cristalizacion de sales minerales. El andli-
sis de los datos consistié en la descripcion de cada una de las fases implementadas

en la secuencia didactica.
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FIGURA 1.

Proceso del
modelado con
énfasis en quimica.

Disefio y ejecucion de la creacion de las “rocas magicas”

Se disefi6 una secuencia didactica orientada al desarrollo de un modelo que in-
tegra conocimientos de ciencias naturales y matematicas. Para ello, se optd por
la ejecucion de experimentos con la ayuda del kit Magic Rocks, comercializado
por el Instituto Smithsonian. Este material permite cultivar cristales, 1o que resul-
ta atractivo para nifios y nifias al posibilitar la creacion de un jardin de cristales

brillantes. La secuencia se esquematiza en la Figura 1.

Fase 5

Fase 4 A I Conclusién y andlisis
del modelo
Fase 3 y | I Elaboracién del
modelo
Fase 2 ‘ I Recopilacién de
informacién

Fase 1 ‘I Experimentacién

Indagacién

Fase 1: Indagacion

El experimento base propuesto se denomina “Cultivo de rocas magicas” y tiene
como propdsito que infantes y adultos observen en tiempo real la formacién de
cristales (Figura 2). Esta actividad representa un ejemplo del proceso de cristali-
zacion, un fenémeno natural en el que las particulas disueltas en una solucién o
en un material fundido se organizan de manera estructurada y repetitiva, dando
lugar a la configuracion de cristales tras un tiempo dado. Tal lapso serd aprovecha-
do por los alumnos para observar y medir el crecimiento de los cristales, conside-
rando variables como la temperatura y las cantidades de solucién empleada. El
kit Magic Rocks es apto para comunidades estudiantiles de diversas edades y
contiene los elementos indispensables para ejecutar el procedimiento de forma

segura y controlada, entre ellos:

1) Sales metdlicas: pequefios fragmentos que se colocan en el fondo del re-
cipiente y actuan como puntos de nucleacion, semillas desde las cuales
emergen y crecen los cristales.

2) Imagen de fondo: ilustracion decorativa que permite observar la forma-
cion de los cristales y ofrece un contraste visual que resalta el fenémeno.

3) Solucion madgica: mezcla saturada de compuestos quimicos que, bajo las
condiciones adecuadas, inicia el proceso de cristalizacion.

4) Silicato de sodio: componente clave que regula la velocidad y la forma del

crecimiento cristalino; da pie a una formacion estructurada y observable.
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FIGURA 2.

Reverso del kit
Magic Rocks del
Smithsonian.

5) Hoja de etiquetas: conjunto de elementos adicionales con los cuales iden-
tificar, clasificar y organizar los materiales y las sustancias utilizadas.

6) Tanque para cultivo: recipiente transparente destinado a contener el pro-
ceso de cristalizacion. Debe estar limpio y seco para evitar contaminaciones,
y ser resistente a altas temperaturas, ya que se requiere agua caliente para
activar la reaccion.

7) Instructivo: aunque el docente proporciona las indicaciones para la ela-
boracion del experimento, el kit también incluye un manual detallado.
Elinstructivo garantiza que cualquier participante que desee realizar la

actividad de forma auténoma pueda hacerlo sin riesgo de sufrir dafio.

Los futuros docentes de matemadticas llevaron a cabo un proceso de investigacion
previa en el cual se les solicit6 indagar y reflexionar acerca de los fenémenos que
estaban por observar. Esta fase resultd de suma importancia para comprender
la base cientifica que sustenta la cristalizacion, es decir, el vinculo entre conceptos
quimicos y matemadticos. En principio, la etapa se orient6 en dos sentidos: la com-
prension de la naturaleza del experimento y del proceso quimico que se realizg,

y la aplicacion en contexto del fendmeno de cristalizacion.

Primero, los alumnos tenian que averiguar en qué consiste y como se manifiesta
la cristalizacidon en la naturaleza. En dichas busquedas recurrieron a fuentes como
libros de quimica y biologia, asi como a videos del propio experimento. El acceso
a las fuentes fue libre, por lo que los participantes podian aprovechar motores de
busqueda y todo recurso a su alcance. También se les asigné identificar ejemplos
de como se llevan a cabo dichos procesos de cristalizacion. Después, se profundiz6
en conceptos como solubilidad, saturacion, nucleacion y crecimiento cristalino, que

mads adelante servirian como variables para comprender el fenémeno. Ademas,
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se analizaron las condiciones necesarias para la formacion de cristales, incluyen-

do los factores que controlan su tamafio y estructura.

La comunidad estudiantil investigd ejemplos donde este proceso ocurre de ma-
nera natural o industrial. Se relaciond el experimento con contextos reales, como
la formacidn de cristales de sal en cuerpos de agua evaporados, la cristalizacién
del azucar en la elaboracion de caramelos o su aplicacion industrial en la extrac-
cién minera. El objetivo fue conocer el fendmeno, registrarlo y compararlo con lo

experimentado. Al final, estas observaciones serian socializadas con el grupo.

A partir de este proceso de indagacion fue posible estructurar el experimento y
reflexionar sobre cémo disefiar una estrategia didactica basada en la investigacion
y la experiencia directa. Asi, los futuros docentes integraron una visién interdis-
ciplinar donde ciencias como las matematicas, la quimica y la pedagogia se enla-
zan, brindando herramientas para ensefiar fenémenos cientificos a través de

experiencias practicas y visuales.

Fase 2: Experimentacion

Con la informacidn recopilada, los futuros docentes de matemadticas debieron ge-
nerar las condiciones necesarias para la ejecucion del experimento. Ademads de
seguir las indicaciones del instructivo, analizaron todas las variables involucradas

en el proceso. Para ello, los equipos realizaron las siguientes acciones:

Preparacion del area de trabajo

Los alumnos identificaron el espacio mas adecuado para realizar el experimento,
asegurandose de que contara con iluminacion tenue, ventilacion (debido al uso
de quimicos volétiles) y una superficie firme donde apoyar el recipiente. Se opt6
por una mesa estable que evitara movimientos bruscos, ya que se precisa inmovi-
lidad durante la cristalizacién. Para proteger la superficie de trabajo, se dispuso
una hoja de papel aluminio —aunque también puede utilizarse un mantel plas-

tico como alternativa practica— para evitar dafios por derrames de la solucidn.

Preparacion de la solucion y activacion del proceso

Los alumnos colocaron agua en un recipiente de cristal y la calentaron hasta que
alcanzo la temperatura idonea para disolver la solucién incluida en el kit (para ga-

rantizar precision, fue imprescindible el empleo de un termoémetro). El contenedor
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de cristal fue elegido tanto por su capacidad térmica como por su transparencia,
la cual facilita la observacién del proceso. Cabe notar que puede dividirse la solu-
cion en varios recipientes pequerios para comparar el crecimiento de los cristales

bajo diferentes condiciones térmicas.

Una vez que el agua estuvo caliente, se vertio la solucion proporcionada en el kit
dentro del recipiente de cristal. Antes de agregar las piedras, fue necesario mez-
clar de manera constante para asegurar que la disolucién fuera transparente y
homogénea; al final, estas actuaron como nucleos, permitiendo que los cristales

comenzaran a formarse y crecer sobre su superficie.

Observacion del proceso de cristalizacion

Tras colocar la solucidn y las piedras en el interior del recipiente, los alumnos de-
bieron monitorear y registrar los cambios que se producian dentro del contenedor
en distintos momentos. El recipiente fue dispuesto donde pudiera observarse sin
sufrir movimientos bruscos ni interrupciones. Se procuro que el espacio estuviera

protegido de la luz solar directa para evitar interferencias en el proceso.

A medida que la solucion perdia temperatura y el agua se evaporaba, los com-
puestos en la solucién comenzaron a cristalizarse sobre las piedras. Durante las
primeras horas, los participantes atestiguaron la formacion inicial de los crista-
les, documentaron el proceso con fotografias y registraron sus observaciones en
intervalos regulares. Se lograron reconocimientos de patrones de crecimiento (la
altura de los cristales en relacion con el tiempo transcurrido), lo que facilit6 con-

trastar los datos con las predicciones realizadas en la fase de investigacion.

Transcurridas varias horas de monitoreo, los cristales alcanzaron su crecimiento
maximo, determinado por el nivel del agua en el recipiente. Las piedras yacieron
en la solucidn hasta que los cristales se solidificaron por completo. Al concluir, los
alumnos analizaron las propiedades fisicas de los cristales formados, como tex-

tura y estructura.

En este caso, el experimento empleo cristales de sal metdlica en una solucién de
silicato de sodio, un material comunmente conocido como “agua de cristal” o “vi-

drio liquido”. La cristalizacién ocurre de la siguiente manera:

1) La solucion de silicato de sodio alcanza un estado de saturacion; en ese
momento, las particulas disueltas comienzan a unirse en una estructura
ordenada.

2) Los excesos de soluto se depositan sobre las piedras metalicas, posibi-

litando el crecimiento de los cristales.
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FIGURA 3.

Evidencia del
experimento.

3) Eltiempo de exposicion y las condiciones ambientales influyen directa-

mente en la forma y el tamafio de los cristales obtenidos.

Comprender este proceso permitio a los equipos comparar los resultados entre si,
analizando qué factores pudieron haber influido en el crecimiento de los crista-
les, como la temperatura del agua, el tipo de recipiente o la preparacion del drea

de trabajo. Entre las variables clave identificadas se destacan:

1) Temperatura de la solucidon: una mayor temperatura favorece una crista-
lizacion mas abundante.

2) Tiempo de reposo: con el tiempo, los cristales tuvieron oportunidad decre-
cer con mayor solidez y uniformidad.

3) Distribucion de las piedras: aunque los Kits incluian cantidades similares
de material, se observo que los equipos que distribuyeron las piedras con
mayor espacio entre si, o que emplearon fragmentos mas grandes, obtu-

vieron cristales con mayor dureza y mejor formacidn (Figura 3).

Fase 3: Recopilacién de informacion

Los equipos asumieron la responsabilidad de recolectar la informacioén necesaria
para revisar el comportamiento del proceso de cristalizacion. Uno de los factores
fue la temperatura del agua, la cual disminuia progresivamente hasta alcanzar
la del ambiente, afectando de manera visible el crecimiento de los cristales en los
recipientes. Con el fin de sondear estos cambios, los equipos establecieron inter-
valos regulares de tiempo y utilizaron instrumentos de medicidn, como termome-
tros digitales. Asimismo, registraron el desarrollo de los cristales en términos de

altura, grosor y patrones de crecimiento en distintas zonas del recipiente.
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FIGURA 4.
Registros de
informacion.

Cada equipo determino sus propias estrategias para la recopilacion de datos, se-
leccionando las variables que consideraron més relevantes. Algunos se enfocaron
en medir la altura del crecimiento cristalino, mientras que otros optaron por re-
gistrar la temperatura a intervalos de 3 o 5 minutos. También hubo equipos que
eligieron identificar cambios méas prolongados, realizando mediciones cada 10 o

12 minutos. Ademas, los equipos consideraron otros factores de andlisis como:

1) Lavelocidad de cristalizacion en diferentes zonas del tanque.
2) Laintensidad y uniformidad del color de los cristales.
3) Laregularidad morfoldgica de los cristales de acuerdo con las condiciones

del entorno.

Después, los equipos analizaron las variables que obtuvieron para establecer los
modelos matematicos que describieran la relacidn entre ellas y el crecimiento
cristalino, asi como los patrones formados en las estructuras. Con base en estos

analisis, elaboraron diversos graficos ilustrativos (Figura 4).
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Fase 4: Elaboracion del modelo

Para darle un sentido matematico al experimento, los alumnos debieron estipular

las variables a considerar:

» Variable independiente: aquella que puede ser manipulada o controlada
por los estudiantes durante el experimento; por ejemplo, el tiempo tras-
currido o la temperatura del agua.

» Variable dependiente: corresponde al resultado que se observa y mide a
lo largo del experimento, en este contexto, el tamafio o la altura alcanza-

dos por los cristales.

A fin de orientar al estudiantado en el andlisis matematico del experimento, se
pueden plantear preguntas que les permitan reflexionar sobre los elementos in-
volucrados. Por ejemplo, ;qué sucede si se aumenta o disminuye la temperatura
inicial del agua?, ¢como influye el tiempo de exposicion en la formacion de los
cristales?, ¢se pueden establecer patrones de crecimiento con base en los datos

recopilados?, ¢el crecimiento de los cristales sigue una tendencia lineal o no lineal?

Una vez determinadas las variables, cada equipo organizo sus mediciones en una
tabla donde registraron el tiempo transcurrido y la altura de cada cristal. Con tal
informacion, se procedio a trazar graficamente los datos, empleando un software
como GeoGebra o Excel para el modelado matematico. Estos programas hicieron
posible ajustar los datos del experimento, contrastar diversos modelos, comparar
ecuaciones representantes del crecimiento de los cristales y ajustar los pardmetros

para obtener una representacion fiel del fenémeno.

A partir del uso de graficadores, los estudiantes pueden visualizar los datos y de-
terminar la composicion del modelado; si el comportamiento es lineal, adopta la
forma y = mx + b; si se observa una relacién exponencial, puede ajustarse con una

expresion del tipo y = ae™.

Fase 5: Conclusién y analisis del modelo

Después del planteamiento del modelo, se procedi6 a cotejarlo con los datos del
experimento y verificar su grado de ajuste. Esta comparacion considero todos los
cristales formados en cada tanque, que contenia cinco o seis rocas. En esta fase,
los equipos debian relacionar el ejercicio préactico con los conocimientos tedricos

y formular conjeturas basadas en la observacién, como las siguientes:

* Ocurren procesos similares en la formacion natural de estalagmitas y es-

talactitas en cuevas como resultado del goteo de agua rica en minerales.
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* Los depositos salinos en zonas desérticas se forman porque la evaporacion

de lagos salados deja atras cristales de sal acumulados.

Ejemplos como estos albergan comparaciones con fendémenos naturales generados
en el entorno y facilitan formular hipdtesis sobre las variables que son favorables
para un crecimiento mas acelerado o con una mayor solidez en los cristales. Esta
etapa del experimento invita a una discusion en distintos ejes temadticos, como el
patrén geométrico y la simetria de las estructuras cristalinas. Por ultimo, el fené-
meno de estudio puede modelarse a partir de ecuaciones, tales como el crecimien-
to cristalino en funcion del tiempo o las relaciones de proporcionalidad entre la

cantidad del soluto y la formacidn de estructuras cristalinas.

Reflexiones finales

La modelacién matemadtica se ha consolidado como una herramienta pedagdgica
de gran valor en todos los niveles educativos; desde la formacion béasica, donde
introduce elementos de interpretacion, hasta la superior, donde abre camino a
la experimentacion con problemas tipicos de la ingenieria y la construccion. Su
utilidad no se limita al aprendizaje de las matematicas, ya que también brinda a
los estudiantes la posibilidad de comprender conceptos abstractos y, en especial,
aplicarlos a situaciones del mundo real. Esta capacidad de vincular teoria y praxis

es lo que la convierte en una estrategia didactica valiosa.

La ensefianza tradicional de las matematicas suele centrarse en la memorizacion
de férmulas y la resolucion de problemas tipo, lo que a menudo genera una des-
conexion entre el estudiante y la aplicabilidad real del conocimiento adquirido.
Esta clase de educacion ha sido superada por perspectivas mas integrales, como
la que propone la Nueva Escuela Mexicana, donde las matematicas se entienden

como una herramienta viable en diversos contextos cotidianos.

Faulkner et al. (2019) destacan que, al modelar situaciones del mundo real a través
de las matemadticas —sin importar el drea de estudio—, los alumnos desarrollan
habilidades analiticas y de pensamiento critico, esenciales para resolver proble-
mas complejos y practicos. Tal capacidad, ademads de fortalecer su proceso for-
mativo, también contribuye a que reconozcan la relevancia de las matematicas
en su vida cotidiana y su crecimiento profesional. La verdadera importancia de
la modelaciéon matematica reside en la capacidad de vincular la teoria con la prac-
tica, de manera que la comunidad estudiantil adquiera consciencia de como las

matematicas inciden en multiples campos del conocimiento.
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Bajo el enfoque STEM (ciencia, tecnologia, ingenieria y matematicas), como fue en
el experimento realizado por los estudiantes de la LEM, el modelado se consolida
como una herramienta que promueve una amplia gama de habilidades. A la vez
que les ayuda a preparar recursos aplicables para su futura labor docente, también

impulsa el pensamiento critico y la reflexion sobre su desempefio profesional.

Como lo advierte Pollak (2007), ensefiar no se limita a la trasmision de conocimien-
tos mediante un discurso; implica motivar a la comunidad escolar a, desde el in-
terés propio, plantear situaciones, explorar problemadticas y construir escenarios
que faciliten tanto la interpretacién matematica como la comunicacién efectiva
de ideas. Dicho enfoque considera la comprension de las matemadticas y también

fortalece la habilidad para aplicarlas en contextos practicos.

En esta linea, el modelado matematico debe considerarse una habilidad esencial
en la formacion docente, ya que permite a maestros y estudiantes explorar y re-
solver problemas auténticos. Dentro de este contexto educativo actual donde se
valoran las habilidades practicas y transferibles, la capacidad de modelar situa-
ciones reales mediante las matematicas se vuelve imprescindible. Asimismo, la
instruccion de futuros docentes se enfoca en la ensefianza de las matematicas de
forma comprensible y aplicable, superando los métodos basados en la memori-
zacion de conceptos. Bajo esta premisa, se reconoce que el modelado matematico

contribuye a generar experiencias de aprendizaje significativo.

Las demandas educativas actuales subrayan la necesidad de una formacién in-
terdisciplinaria en los docentes. En este sentido, es menester que los profesores
de matemadticas adquieran la capacidad de indagar en procesos quimicos, biol6-
gicos y fisicos, con el fin implementar modelos que integren diversas areas y
respondan a contextos reales y complejos. Incorporar la modelacién matematica
en el curriculo promueve una educaciéon mdas completa y versatil, donde los es-
tudiantes pueden reconocer la aplicabilidad de las matemadticas en su vida coti-
diana y en su rendimiento profesional. Del mismo modo, esta practica fomenta
el desarrollo de habilidades criticas y analiticas para enfrentar un mundo cada
vez mdas complejo y atravesado por la tecnologia.
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Resumen

El texto explora las experiencias formativas ini-
ciales de dos maestras de primaria en la ensefian-
za de matematicas en México, destacando cémo
lateoria didéctica y las practicas educativas influ-
yen en la construccion de su identidad profesio-
nal y de sus habilidades. Con base en entrevistas
narrativas, se analizan los aspectos de surelacion
con las matematicas, el despliegue de estrategias
pedagodgicas y la combinacion integral de teoria
y practica a lo largo de su formacion en escuelas
normales. Ambas docentes describen como po-
sitiva su experiencia con las matemaéticas desde
temprana edad, las cuales facilitaron su paso por
la formacién docente. La resolucion de proble-
mas y la reevaluacién de técnicas tradicionales
jugaron un papel clave en sudesarrollo, mientras
que las estrategias basadas en la reflexién criti-
cay las experiencias practicas (como juegos edu-
cativos y de validacion tedrica) destacaron en su

entrenamiento. Se observa que, aunque las ins-
tituciones educativas proveian un marco tedrico
bésico —especificamente la teoria de situaciones
did4cticas—, las limitaciones institucionales con
frecuencia obstaculizaban la aplicaciéon comple-
ta del conocimiento tedrico. A pesar de estas res-
tricciones, ambas docentes lograron incorporar
dicha teoria en su practica, modificdndola y enri-
queciéndola con sus propias experiencias. De tal
manera, el estudio concluye que una formacion
inicial s6lida sustentada en la combinacién equi-
librada tanto de teoria como de practica y refle-
Xidn critica es vital para construir una ecologia
institucional que permita el desarrollo eficaz de
futuros docentes. De igual manera, se enfatiza la
importancia de explorar mas profundamente las
experiencias subjetivas de los formadores y for-
mados, especialmente en contextos de formacion
regular y cotidiana.

Palabras clave: ensefianza de las matematicas, experiencia, praxeologia, profesores en formacion,

teoria didactica, subjetividad.

Abstract

The article examines the initial training experi-
ences of two primary school teachers in teaching
mathematics in Mexico, emphasizing how didac-
tic theories and educational practices influence
the development of their professional identities
and skills. Through narrative interviews, aspects
such as their relationship with mathematics, the
deployment of pedagogical strategies, and the in-
corporation of theory and practice into instruc-
tion in teacher schools are studied in depth. Both
teachers gave an account of their positive expe-
riences with mathematics from an early age, that
enabled their learning during teacher training.
Problem-solving and challenging the established
techniques were instrumental in their develop-
ment, while strategies based on critical reflection
and practical experiences (such as ludic activi-
ties and theoretical validation) stood out in their

training. It is observed that although educational
institutions built a basic theoretical framework
—the theory of didactic situations— institutional
limitations often hindered the full application of
theoretical knowledge. Despite these constraints,
both teachers managed to infuse this theory into
their professional work, adapting and improving
it with their own experiences. The conclusion is
that a solid initial training, based on a balanced
amalgamation of theory, practice, and critical re-
flection, is essential to foster an institutional ecol-
ogy that allows for the effective development of
future teachers. Moreover, it emphasizes the im-
portance of further exploring the subjective ex-
periences of trainers and trainees, specifically in
regular and daily training contexts.

Keywords: mathematics teaching, experience, praxeology, teachers in training, didactic theory,

subjectivity.
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Introduccion

En México, la inclusion de la didéctica de las matematicas en la formacion de pro-
fesores de educacion primaria se remonta apenas a 1997, afio en que las escuelas
normales adoptaron planes de estudio innovadores tras una larga tradicion con-
servadora de ensefianza. Los planes anteriores, de 1984, se proponian adiestrar

profesores investigadores:

..sus contenidos se orientaron al estudio y manejo de técnicas de
observacion asociadas sobre todo con la investigacidon-accidn, lo que
implico que el estudiante se acercara a la escuela no como un maestro
en formacion sino como un futuro investigador y obtuviera pocos

elementos para la docencia. (SEP, 1997, p. 18)

En el sentido contrario, en el Plan 1997 el “profesor investigador” cedio su lugar
al “profesor ensefiante”. Los contenidos sobre la investigacion fueron sustituidos
por los saberes didacticos, entre ellos los de la didactica de las matematicas en su
vertiente francesa; y aunque desde esa fecha se han hecho varias modificaciones
para equilibrar lo didactico con lo matematico, la perspectiva diddctica continta

orientando la formacién de profesores.

El enfoque didactico estimuld el interés en el campo de la educaciéon matematica
porque colocd la formacion de profesores como objeto de estudio emergente. Al
respecto, aunque en el primer congreso internacional de la Comisién Internacio-
nal para la Ensefianza de las Matematicas de 1969 se habia detectado la formacion
del docente como uno de los problemas urgentes en educacion matematica (Her-
nandez et al. 2018), en la década de los 90 la investigacion en México acerca de esta
problematica aun era incipiente. Todavia en 2005 escaseaban investigaciones como
la de Block et al. (1995), quienes analizaron como entienden los profesores la re-
solucién de problemas, o la investigacion de Avalos (1997), quien se enfocé en cémo
se transforman las concepciones de los docentes respecto a los contenidos geomé-
tricos; de igual manera, Guzman Zazueta (2000) examino qué factores asociados
a la formacion de profesores de nivel bachillerato influyen en la practica, y Agua-
yo Rendon (2004) se centro en la transposicion del saber didéctico en las escuelas
normales. Para que la formacidn se constituyera como un objeto de estudio recu-

rrente, dos autores fueron fundamentales, Brousseau y Shulman.

Brousseau (2000) sefialé que la formacion del profesor dependia de numerosos
conocimientos, una saturacion de saberes referenciales construidos desde dife-
rentes posturas epistemologicas. Asi, aunque la diddctica proporciona una ciencia

integradora, el problema de la formacidn docente persiste ante la ausencia de un
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método satisfactorio para transponer diddcticamente una gama tan amplia de
saberes. En especifico, el autor sostiene que tal transposicion debe erigirse sobre
parametros todavia desconocidos, por ejemplo, las condiciones en que este saber

puede “vivir” en las aulas.

Por su parte, al estudiar el “proceso de desarrollo [...] desde un estadio de pericia
como aprendices hasta su noviciado como profesores”, Shulman (2005, p. 6) esta-
blecid una tipologia de conocimientos del profesor: del contenido, diddctico, del
curriculo, diddctico del contenido, de los alumnos y sus caracteristicas, etcétera.
De hecho, la influencia de su clasificacion persiste en algunos planes de estudio
latinoamericanos al dia de hoy.

Ambos autores generan dos perspectivas contrastantes: la aproximacion cogniti-
va de Shulman y la aproximacion epistemologica de Brousseau. Shulman amplia
los aspectos pedagdgico-cognitivos al incluir componentes disciplinares (matema-
ticos), y profundiza en la formacion de profesores, fundamentalmente mediante
la nocidn de conocimiento pedagogico del contenido. En la contraparte epistemo-
légica, es primordial el andlisis de la matematica escolar a fin de elaborar mode-
los matemadticos alternativos que funjan como marco de referencia para formular

y abordar problemas didacticos (Gascon, 2013).

El referente tedrico mds compatible con las ideas de Shulman es el denominado
Conocimiento Especializado del Profesor de Matemdticas (MTSK, en inglés). Con la
aproximacion epistemoldgica se alinean diversas teorias de la tradicion francesa,
entre ellas, la teoria antropolégica de lo didactico (TAD), cimentada en la nocién de
equipamiento praxeoldgico del profesor; el enfoque ontosemiotico, con su sistema
de categorias de conocimientos y competencias del profesor de matemdticas, y la

teoria socioepistemoldgica, cuyo objetivo es el empoderamiento del profesor.

Esta dicotomia tedrica intensificd la investigacion sobre la formacién de profeso-
res; hoy en dia, su relevancia en Latinoameérica se ve reflejada en los trabajos pre-
sentados durante la Reunién Latinoamericana de Educacién Matematica, RELME
(Parra Zapata, 2023 y 2024), el Congreso del Conocimiento Especializado del Pro-
fesor de Matematicas (Delgado Rebolledo y Zakaryan, 2023), y la Conferencia In-
teramericana de Educacién Matematica, CIAEM (Scott et al., 2023). Resalta en las
memorias de dichos eventos la abrumadora mayoria de trabajos categorizados
bajo la etiqueta de propuestas para la ensefianza, que plantean tareas tanto para
trabajar con alumnos como en la formacion de profesores. En dichas propuestas
se formulan situaciones concebidas en principio para introducir en clase un con-

tenido matematico.
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En lo respectivo a la formacidn inicial, los trabajos del Congreso del MTSK pueden

agruparse en cuatro categorias:

* Presentan maneras de observar los conocimientos de los profesores.

* DPlantean tareas para la formacion basadas en la reflexion individual o
colectiva, segun sea el caso.

* Proponen al MTSK como sustrato para la formacién inicial de profesores.

» Proyectan maneras efectivas de desarrollar el conocimiento especializa-

do de los profesores.

En el caso de la RELME, la mayoria de trabajos consisten en propuestas de ense-
flanza, aunque también se incluyen otros sobre el discurso matematico escolar y
el pensamiento del profesor (creencias, concepciones y practicas). En el caso de
la CIAEM, ademads de tareas formativas, se incluyen estudios sobre el trabajo co-

legiado y la formacién docente para ensefiar matematicas en la diversidad.

Tres elementos destacan en los trabajos revisados, ademds de la abundancia de
propuestas de ensefianza y tareas de formacion: la diversidad de marcos teoricos,
una preeminencia del punto de vista de los formadores y la falta de andlisis sobre
la practica de los formadores y sobre la subjetividad y experiencias de los forma-
dos. Esta ultima advierte de la necesidad de:

1) Constituir las préacticas de formacion en objetos de estudio, dada la ne-
cesidad de institucionalizarlas.
2) Estudiar las experiencias que los profesores han tenido en los cursos para

su formacion.

Acerca de la subjetividad y prdcticas de los formadores, estd el trabajo de Jiménez
y Sosa (2024), que explora sus creencias en cuanto a la ensefianza y aprendizaje
matematicos, y la relacidn entre sus ideologias y su actuacion en el aula. Al res-
pecto, Sosa (2024) indaga el MTSK como soporte del crecimiento profesional de una
formadora de profesores de primaria. En cuanto a la subjetividad de los formadaos,
Reis y Climent (2012) recuperan las narraciones de maestrantes en ensefianza de
las ciencias y las matematicas sobre diferentes dimensiones de la escuela. Mar-
tinez et al. (2013) abordan los componentes de la identidad del profesor de ma-
temaéticas de educacion media superior en México. Lezama (2016), a partir de las
experiencias relatadas por profesores de matemadticas de secundaria en México,
reflexiona sobre la relevancia del trabajo colectivo y académico; por ultimo, Sa-
lazar (2021) explora como se constituyen las subjetividades de los profesores de

matematicas de Colombia en el marco de sus experiencias y formacion.

El presente trabajo se alinea con las investigaciones mencionadas, con el objetivo

de explorar las trayectorias de formacién de dos docentes, destacadas por su labor
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de ensefianza matematica a nivel primaria. Especificamente, se trata de recopilar,
analizar e interpretar sus relatos a fin de recuperar los aspectos positivos de sus

experiencias.

Marco teorico

El concepto de formacion se ha acufiado desde perspectivas filoséficas o pedago-
gicas, pero en ambos casos se rechaza la idea de que un sujeto forma a otro. En su
lugar, exaltan la subjetividad y la accién del formado como esenciales en su pro-
pio proceso de formacién. Con base en esta idea, en lo sucesivo se plantea la nocién

de formacidon desde un enfoque tedrico ligado a la educaciéon matematica.

La formacion desde la teoria antropoldgica
de lo didactico (TAD)

Chevallard (2001) sostiene que las escuelas para alumnos y para profesores son
“normales” porque crean e imparten normas: modos de pensar y actuar; las pri-
meras, para la vida (entre ellas normas matemadticas); las segundas, para la en-
sefianza. Empero, una norma va mads alld de una simple préctica, un saber o un
saber hacer, como comunmente se le conoce; lo que estas instituciones difunden
son praxeologias, practicas indisolubles de un cierto saber. De tal manera, estas
praxeologias pueden ser matematicas o de cualquier otra indole, en el caso de los
alumnos; pero en lo que respecta a los profesores son, especificamente, didacticas.
La incorporacion del trabajo del formador a este modelo, por lo tanto, hace pen-
sar en praxeologias de formacion que se despliegan para que un futuro profesor

reconstruya las praxeologias didacticas.

Ahora bien, desde la TAD se considera que una institucién es formadora cuando
su intencionalidad es did&ctica, y que lo didactico siempre remite al estudio, al
hecho de que alguien estudie un objeto (0). Entonces, lo diddctico es consustancial
al estudio; en términos simples, lo primero existe a consecuencia de lo segundo
(Chevallard, 1997). Si al (0) se le afiade un estudiante (x), se forma el sistema didac-
tico S (x;0); luego, cuando (x) es un investigador, su (0) es una pregunta abierta en
la comunidad de conocimiento donde se sitila; en contraste, si (X) es alumno, el ob-
jeto de estudio resulta una respuesta previamente elaborada para una cierta tarea

problematica (Chevallard, 1998).

En el segundo caso, generalmente aparece otro elemento del sistema didéctico,

porque el estudio es casi siempre una actividad colectiva que precisa la ayuda de
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un director y un programa. Con el director del proceso de estudio o profesor (y),
se forma un sistema S (X;y;0) que ayuda al alumno a estudiar el objeto. Asi, el sis-
tema se constituye como nocién integradora que enfoca bajo una misma mirada
ambos aspectos: el trabajo del profesor cuando ensefia matematicas y el del alum-

no cuando las aprende.

Sin embargo, tanto en el caso del alumno como en el del investigador, la palabra
estudio se utiliza en un sentido amplio, que engloba las nociones de ensefianza y
aprendizaje. Asi, la ensefianza es un apoyo para que el sujeto adquiera un apren-
dizaje de un determinado objeto. Por tal razdn, el estudio alude a todas las acciones

que el alumno lleva a cabo para cumplir con las tareas que se le plantean.

Ahora bien, si se acepta que la formacion de profesores es también un proceso
de estudio, un futuro profesor examina un objeto (didactico) intentando aportar
respuestas previamente elaboradas para resolver tareas (didacticas). Por otro
lado, el investigador analiza su objeto para responder a cuestiones didacticas que
aun no tienen una respuesta definida. Cuando en la formacién se apoya al estu-
diante (x) para que estudie un objeto matematico-didactico (0), el formador (f)
estructura un sistema did4ctico de ayuda S (x;f;0) en el que se sitla como director

del proceso.

En correspondencia con las ideas de estudio y sistema de ayuda, la TAD retoma la
nocioén de dispositivo como modelo de interaccién entre el saber y el hacer del
profesor. En los dispositivos se consideran situaciones que permiten generar y
poner en accion los saberes construidos por formadores y formados, camino a la
transformacion del sujeto mediante la experiencia de formacion (Olbrich, 2011).
Dos son los dispositivos fundamentales en la TAD: el recorrido de estudio e inves-
tigacion (REI), que es utilizado con estudiantes de distintos niveles escolares, y el
recorrido de estudio e investigacion para la formacion de profesores (REI-FP). El
segundo, a su vez, se compone de cuatro médulos que dan cuenta de la naturale-

za del proceso de estudio:

1) Vivir un REI en el rol de “aprendiz de matematicas”.
2) Analizar el REI en el rol de “profesor analista”.
3) Disefiar un REI en el rol de “ingeniero disefiador”.

4) Gestionar o experimentar un REI en el rol de “profesor en accién”.

Los REI-FP se fundamentan en dos nociones: la primera es una renuncia a consi-
derar que el formador moldea al futuro profesor transmitiéndole un objeto de-
terminado; en ese sentido la nocién de recorrido de estudio sustituye la postura
objetivante por una dimension subjetiva del individuo en el proceso. La segunda

nocion concierne a la experiencia, “vivir” un REI como parte del proceso formativo
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significa aceptar que se trata de una experiencia para el formado. En palabras de
Dewey (2010), porque “la experiencia [... influye en la formacion de actitudes de
deseo y de propdsito (ya que) tiene un aspecto activo que cambia en algun grado

las condiciones objetivas bajo las cuales se ha tenido la experiencia” (p. 82).

Subjetividad y experiencia

Hay que desechar la tendencia a considerar al profesor como un actor desconec-
tado del proceso, en cambio, se asume que los docentes son actores competentes
y comprometidos. Son sujetos activos que no solo basan su prdctica en la teoria,
sino que también la convierten en un espacio de produccién, reconstruccion y
reaprovechamiento de los saberes generados en ella (Tardif, 2014). Desde esta
idea, que esta presente en la tradiciéon de Dewey, Schon y Tardif y Shulman, para
comprender la naturaleza de la ensefianza, es necesario recuperar el punto de
vista de los ensefiantes. Es en su subjetividad y experiencia donde se evidencian
las formas como construyen su practica, porque “hay una estructura permanen-
te de referencia, a saber, la conexidén organica entre la educacion y la experiencia

personal” (Dewey, 2010, p. 71).

Cuando la representacion que “la sociedad” hace de los sujetos no es adecuada,
los actores sociales se ven obligados a administrar simultaneamente varias logicas
de la accion para fracturar el estatus social que se tiene de ellos. En la medida en
la que dichas logicas no se adecuan a la realidad, la experiencia genera la accion,
una capacidad critica y una distancia en relacion consigo mismos (Dubet, 2010).
Esta distancia no es otra cosa que el principio de alteridad o de exterioridad de la

experiencia, porque:

La experiencia supone, ya lo he dicho, un acontecimiento exterior a
mi. Pero el lugar de la experiencia soy yo. Es en mi (o en mis palabras,
0 en mis ideas, 0 en mis representaciones, o en mis sentimientos o en
mis proyectos, o en mis intenciones, o en mi saber; 0 en mi poder, o en
mi voluntad) donde se da la experiencia, donde la experiencia tiene

lu-gar. (Larrosa, 2009, p. 16)

En ese sentido, apuntala Dubet (2010), la experiencia es asimismo una actividad
cognitiva que permite construir, “verificar” y experimentar la realidad, porque
organiza los fenémenos en virtud de las categorias del entendimiento y la razon.
Es decir, “la experiencia social no es una forma de incorporar el mundo a través
de las emociones y de las sensaciones, sino una manera de construir el mundo”
(Dubet, 2010, p. 86). Esa construccion resulta de un movimiento de ida y vuelta,

primero porque la experiencia supone una exteriorizacion, una salida de uno
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mismo que va al encuentro con los acontecimientos. Segundo, porque el aconte-
cimiento afecta al experimentante, tiene efectos sobre él, en lo que es, piensa,
sabe y quiere (Larrosa, 2009). Por ultimo, la experiencia es subjetiva en tanto que

su lugar es el sujeto, y por ello cada quien vive la propia, unica e irrepetible.

Por lo general, se cree que el estatus del profesor constituye su identidad, que su
subjetividad esta dada por las expectativas sobre su trabajo, pero cuando se le da
la palabra, revela una realidad diferente. Confirma que no es un personaje, sino
un individuo independiente de su rol; su experiencia flota entre dos universos de
referencia desalineados, cada uno con su légica de accion: la que le adjudica la
sociedad y la de su oficio. Por ello, cuando el profesor no reconoce en los alumnos
las actitudes y las expectativas que corresponden al estatus, “viven el oficio como
una experiencia intima en la que los criterios de referencia y de reconocimiento
estan disociados del estatus. La ldgica del oficio solo se hace posible cuando olvi-
dan el estatus” (Dubet, 2010, p. 88).

Algo similar pasa en la formacion de profesores, los estatus del formador y del
formado imponen una cierta légica de accién, pero a veces las expectativas son
dificiles de cumplir. Entonces se abandonan esos roles en favor de la experiencia,
ya que, bajo el “principio de transformacion”, el formado es un sujeto abierto a la
transformacion de si mismo y de sus palabras, sentimientos, representaciones e
ideas. Por lo tanto, el resultado de la experiencia es la transformacién del sujeto

experimentante (Larrosa, 2009).

La formacién entonces trata de que el formado viva el proceso como una expe-
riencia en la que exista una transaccion entre él y su ambiente. Dicha transaccion
consiste en que el individuo hable, por ejemplo, sobre algun punto o suceso, sobre
el libro que estd leyendo o los materiales de un experimento que esta realizando.
En esa interaccion, tanto los interlocutores como los temas y objetos que discuten
forman parte de la situacién de formacion. Puesto de otro modo, el ambiente serd
cualquier condicidn con la que el formado interactda para crear una experiencia,
y si el formado construye “castillos en el aire”, se encontrard interactuando con los

objetos que edifica en su fantasia (Dewey, 2010 p. 86).

Metodologia

La sociologia de la experiencia se centra en la subjetividad de los actores, y su
unidad de analisis esencial es la conciencia que los sujetos tienen del mundo y de

si mismos (Dubet, 2010). En este mismo sentido, Bruner (2006) pone su atencion
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en la accidon que se situa en el escenario cultural y en los estados intencionales
interactuantes de los participantes. En su perspectiva, “... 1a realidad no reside en
la cosa, ni en la cabeza, sino en el acto de discutir y negociar sobre el significa-

do de esos conceptos” (Bruner, 2012, p. 128).

Bruner (2003) afirma que las narraciones conectan las experiencias pasadas con
lo que podria acontecer; lo que le posibilita al sujeto imaginar y crear alternativas
de cambio o mundos posibles. Las narrativas son secuencias organizadas de ejes
tematicos elegidos y delimitados en términos temporales y espaciales para refle-
xionar y entender su significado segun el contexto donde fueron experimentados.
La narracion, para Bruner (2003), es un modo de acudir en busqueda del significado
que un sujeto particular le atribuye al mundo y a la vida en el marco de una cultu-
ra especifica, pero también “... es por la narracién que la experiencia se vuelve un

‘evento narrado’ (p. 49).

Bolivar et al. (2001) han considerado que la investigacion biografico-narrativa se
ha constituido como forma legitima de construir conocimiento en la investigacion
educativa. De ese modo “la narracion es un aprendizaje-en-accion [...] los relatos
en si mismos y las formas en que narran las vidas juegan un papel relevante en
la forma en que las personas aprenden de su vida” (Bolivar, 2014, p. 721). En el
campo de la educacion matematica, Martinez et al. (2013) destacaron que en 2013
se comenzaron a estudiar y utilizar las narrativas para realizar estudios sobre la

identidad de los profesores de matematicas, sobre todo durante su formacion.

Decisiones metodoldgicas

En correspondencia con los conceptos de formacion, experiencia y subjetividad,
los datos se recuperaron por medio de entrevistas a dos profesoras de educacién
primaria destacadas por su desemperio en la didactica de las matematicas. Se les
pidid que narraran las experiencias que vivieron durante su formacion inicial
en torno a la ensefianza de las matematicas. Las entrevistas se videograbaron a
través de la plataforma de conferencias Zoom, y posteriormente se transcribieron
y analizaron tomando como referencia el texto, construyendo categorias que emer-

gieron de los mismos, es decir, no se utilizaron categorias preconcebidas.
Para el andlisis de las narrativas se consideraron varios pasajes de su experiencia:

¢ larelacidn con las matematicas antes de su formacién
¢ las matematicas de la escuela normal

* las estrategias de sus formadores

* ellugar de la teoria en su formacién

* lamanera en la que sus formadores articulaban la teoria y practica
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Respecto a la nocién de praxeologia didactico-matematica, las narraciones con-
templaron los momentos de contacto con los objetos matematicos, los principios
y teorias didacticas, asi como las maneras de articular esos saberes con la practi-

ca de la ensefianza.

Los sujetos del estudio

Se entrevist6 a dos profesoras que trabajan en escuelas de educaciéon primaria
del estado de Zacatecas, México, y que muestran una inclinacién hacia la ense-
flanza de las matematicas; para resguardar su privacidad, en lugar de usar sus

nombres reales, se emplean las designaciones Fabiola y Celeste (F y C).

Fabiola se licenci6 en Educacion Primaria en una Escuela Normal Urbana y tiene
ocho afios de servicio; ademas de su licenciatura, obtuvo dos grados de maestria y
actualmente cursa estudios de doctorado. No en todos sus estudios ha selecciona-

do la ensefianza de las matematicas como foco.

Celeste realiz6 sus estudios de licenciada en Educacién Primaria en una Escuela
Normal Rural; cuenta con nueve afios de servicio en su trayectoria, y ademas de
su licenciatura, posee un grado de maestria y actualmente cursa estudios de doc-

torado. Ha centrado todos sus estudios en la ensefianza de las matematicas.

Resultados

La relacién con las matematicas.
Redencidén contra boundary crossing

La transformacion de la relacién negativa que un sujeto tiene con las matematicas
para tornarla positiva recibe el nombre de redencion matemdtica. Esta revaluacion
“no solo es un fendmeno contextual, sino que es intrinseca a la profesién docente”
(Pérez Torres y Garcia, 2024, p. 83). A pesar de que este fenémeno se da con relativa

prevalencia, ni Fabiola ni Celeste necesitaron atravesar ese proceso:

F: Mi relaciéon con las matematicas siempre fue positiva, yo fui una
nifia muy nerd, en todas las materias me iba bien, jamds tuve proble-

mas con las matematicas.
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C: Siempre tuve una experiencia positiva con las matematicas, desde
la primaria, siento que tuve interés en esta area, también en secun-

daria y en bachillerato.

Lo que sus relatos revelan es que, al parecer, los alumnos no tienen una relacién
positiva ni negativa con las matematicas en si, sino con los modelos epistemolo-
gicos de la matematica escolar o del “cuestionamiento del mundo”. Desde la TAD,
el primero considera los objetos matemdaticos como monumentos, a los cuales hay
que acudir para admirarlos; el segundo postula la indagacién como motor de los
procesos de aprendizaje (Gascon y Nicolds, 2021). Como se puede ver en los siguien-

tes pasajes, ambas entrevistadas tuvieron cercania con los dos modelos:

F: En sexto de primaria el maestro nos hacia resolver situaciones pro-
blema sin decirnos cémo. Yo me frustraba, no sabia qué hacer, estaba
acostumbrada a que el maestro decia, “se hace asi, este es el ejercicio”, y
siempre me iba bien. Pero llega ese maestro y no sabia como resolver
los problemas, porque €l queria que descubriéramos como hacerlo.
Eso resulté muy frustrante, pero cuando ya habia descubierto cémo,
era muy gratificante. Pero tengo mdas marcados los recuerdos de mi
frustracion que los positivos. No volvi a trabajar de esa manera hasta

la normal.

C: Me iba bien, pero no con la perspectiva de la resolucién de proble-
mas; era de “lo hacias bien o lo hacias mal”. Recuerdo que mi maestro
de quinto y sexto de primaria nos planteaba un problema, nos daba
un tiempo para resolverlo y luego compartiamos la manera en que lo
habiamos resuelto. En la secundaria cambid la dindmica, el docente
se limitaba a poner un ejercicio para resolverlo y él nada mas verifi-
caba si estaba correcto o no. En bachillerato los maestros eran igual,

explicaban el procedimiento, ponian el ejercicio, lo resolviamos.

Mas que una relacion negativa o una redencion, aparece en los relatos una espe-
cie de desajuste entre los modelos de matematica escolar. Frente a un nuevo mo-
delo, los esquemas se desestructuran y deviene la frustracién; lo notable es que
esta sensacion aparece con el modelo que pretende recuperar la naturaleza epis-
témica de las matematicas, el cual desempata con las experiencias positivas vivi-
das en el modelo monumentalista. Algo semejante encontraron Pérez Torres y
Garcia (2024): al no poder resolver los problemas que se les planteaban, los pro-
fesores presentaban emociones negativas, como estrés y ansiedad. Sin embargo,
a pesar de ese desajuste temporal en la escuela primaria y de que en la escuela

normal aparece una vez mas la resolucion de problemas, en el caso de Fabiola y
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Celeste, la relacion no se torna negativa, sino que consolidan su relacion positiva

con las matematicas.

F: Tuve experiencias muy bonitas en la normal; recuerdo haber tra-
bajado con la ahora doctora X. En una clase estudiamos la multipli-
cacidn, pasé a un compafiero para resolverla y nos preguntaba, “;por
qué dejabamos ese espacio?”. Nadie supo responder, pero como que
mi cerebro dijo, “ufff claro, ¢por qué no lo habia notado antes?”. Era
una idea muy afianzada desde que llegamos en la normal: esa idea
del maestro tradicional, pero teniamos claro que debiamos de cam-

biar esa forma de memorizar algoritmos.

C: Durante mi educaciéon normal hubo influencia positiva en mate-
maticas, principalmente con dos formadores. Yo tenia mi experiencia
como alumna, y al analizar las diferentes estrategias que usarian los
alumnos y los errores que podian cometer, descubri que desde la pers-
pectiva del docente habia un campo muchisimo mdas amplio. Lo que

veia como algo malo lo comencé a ver como bueno.

En este punto cabria preguntar por qué el reencuentro con la resolucién de pro-
blemas como modelo de matematica escolar no representd una nueva etapa de
frustraciones. Castela (2016) sostiene que un individuo es un sujeto de la institu-
cion, y debe adaptarse a ciertas obligaciones contractuales para ocupar su lugar
en ella. No obstante, a lo largo de su vida, ese mismo individuo es sujeto en varias
instituciones, y realiza el boundary crossing (cruce de frontera) al evolucionar
para adaptarse, aprender y ocupar una nueva posicion en cada nueva organiza-
cién. Asumir el rol de aprendiz de docente, como lo dice Celeste, las condicioné a
acoplarse a la institucion formadora de docentes, afianzando su relacidn positiva
con las matematicas. En ese tenor, Pérez Torres y Garcia (2024) sefialan que la re-
dencién matematica articulada desde el deseo de ensefiar parece tener sentido

solo para la poblacién de docentes.

Las matematicas de la formacion

Ya se ha sefialado que, desde la TAD, las escuelas normales difunden normas ma-
tematicas y didacticas que no son tan solo practicas o un saber hacer. En su lugar,
se trata de praxeologias representadas mediante el modelo [T/ 7/ 6/ ©]. Los dos
primeros simbolos aluden al bloque técnico-practico (o saber hacer), e incluyen un
cierto tipo de tareas (7) y una técnica (t) que permite resolverlas. Los dos ultimos
representan el bloque tecnoldgico-tedrico (o saber); o sea, los discursos tecnolo-
gicos (0) que justifican, explican y describen las técnicas utilizadas, y los discursos

tedricos (O) que dan sentido integral al trabajo praxeoldgico (Chevallard, 1999).
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Para iniciar el proceso praxeoldgico, se requiere un momento de encuentro con
la praxeologia matematica o didactica a estudiar; en este caso, ambas profesoras

manifestaron no haber tenido encuentro con objetos matematicos nuevos.

F: No aprendi nuevas matematicas, eso si: aprendi nuevas formas de

pensar o entender las matematicas.

C: Creo que no aprendi nuevas matematicas, mas bien una forma dis-
tinta de verlas desde la perspectiva del docente, o sea, cOmo ensefiar

o intentar ensefiar las matematicas.

Como se establecid antes, en la aproximacion epistemoldgica, el andlisis del cono-
cimiento matemadtico es fundamental para cuestionar las matematicas escolares
y elaborar modelos alternativos para abordar problemas didacticos (Gascon, 2013).
De tal manera, los sefialamientos de las docentes advierten la ausencia de nuevas
praxeologias matemadticas a estudiar, pero si existié un cuestionamiento sobre el
modelo matematico escolar. Asimismo, la actividad hacia énfasis en la dimensién
tecnoldgica de la praxeologia matematica, al sustentar razones por las que se uti-

liza determinada técnica para resolver las tareas.

Las estrategias de formacion. Entre la praxis y el logos

Al igual que los profesores, los formadores son sujetos racionales que articulan
su practica con ciertos conceptos tedricos; para tal fin, sefiala Kuzniak (1994), hay

distintas estrategias:

e Las basadas en mostrar. Mediante la observacion, ponen al estudiante en
contacto con su futuro medio de trabajo; les sefialan la practica que deben
reproducir.

e Las de homologia. Se apoyan sobre un modelo de imitacion; los formadores
ensefian de la misma manera en que desean que sus aprendices lo hagan.

e Las basadas en la transposicion. Hacen énfasis en el saber didactico como
referencia para reflexionar acerca de las nociones didacticas que deben

transponerse.

En este mismo sentido, Jiménez y Sosa (2024) detectan tres tendencias didacticas

entre los formadores:

» Instrumentalista, donde el formado es un sujeto pasivo.
» Platonica, donde se da una construccion activa de la comprensidn.
* Deresolucion de problemas, donde el formado hace una exploracién auto-

noma basada en sus propios intereses.
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Sobre las estrategias utilizadas por sus formadores, las profesoras sefialan:

F: Las actividades estaban centradas en lo ludico y en comprender el
porqué de las cosas. Eran como simular estar en el salén de clase con
nifios. Se trataba de vivenciar las mismas actividades o juegos que rea-
lizarian ellos. Luego reflexiondbamos como ibamos a ensefiar eso a los
nifios. Recuerdo que la formadora nos puso un jueguito que se llama-
ba “el cajero”; fue bonito comprender cdmo el juego permite que los
nifios comprendan algunos conceptos matemadticos, como el valor po-
sicional. A través de estos andlisis pudimos reflexionar cémo ensefiar
esos contenidos y como nos podian apoyar los materiales. Asi, vimos

que el camino de la memorizacion no es el ideal.

C: Se percibia que mi formador tenia muy bien organizadas sus clases.
Los recursos que utilizaba, asi como la variedad de estrategias, estaban
divididos en varias areas; en algunas planteaba situaciones problema,
las resolviamos y luego haciamos un analisis sobre la estrategia que
habiamos utilizado y las que pudieran utilizar los alumnos. Esa parte
resultaba muy enriquecedora porque nos ofrecia un panorama de lo
que enfrentariamos en la practica docente, de las posibles soluciones
que darian los estudiantes y como poder intervenir frente a ellas. En
otras disefiamos una situacion, pero nos iba orientando en las fases

del disefio.

Como se puede apreciar, en ambos casos la estrategia fundamental era la homo-
logia, “vivenciar” las actividades que realizarian los nifios (resolver problemas y
argumentar sus soluciones es propio de este tipo de estrategia). Aun asi, tanto re-
flexionar acerca de la utilidad del juego como disefiar situaciones de ensefianza
reflejan una estrategia de transposicion porque se focalizan en el discurso tecno-
légico de una praxeologia. Por otra parte, sirven para describir, facilitar, motivar
y validar la técnica empleada para resolver una tarea diddactica (Castela y Romo,
2011); sin embargo, para que una técnica innovadora aparezca, se utilice, trans-
mita y legitime, es indispensable que en la institucion exista un discurso minimo

en torno a ella, de corte tecnoldgico (Chevallard, 1999).

Ahora bien, el proceso praxeoldgico estaria incompleto sin el discurso tedrico, 1o
que no es un problema menor. Se tendria que dilucidar si las instituciones forma-
doras de profesores aceptan la existencia de ciertas teorias didacticas, de manera
especifica, aquellas que validen las técnicas y las tecnologias utilizadas. De no ser
asi, la discusion se limita al discurso tecnoldgico, a las razones sobre por qué uti-

lizar una determinada técnica y no otras.
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Desde la perspectiva de la TAD, la teoria es un logos racional, institucionalizado
y que valida la tecnologia de la técnica; no obstante, al aplicarla se convierte con
frecuencia en un discurso evanescente, ausente o institucionalmente escondido
(Castela, 2016). Por tal inconsistencia, es posible que en una instituciéon formado-
ra de profesores se tolere la ausencia de teorias didacticas y que las praxeologias
queden varadas en el bloque técnico-practico. Sobre la inclusion de la teoria en

sus procesos de formacidn, las profesoras sefialan:

F: Trabajamos mucho con el libro de Isoda y Olfos y la teoria de las si-
tuaciones diddcticas fueron las que mas incorporamos. Leiamos los
textos, haciamos exposiciones y reflexiondbamos sobre los conceptos.
Fuimos a practicar con primer grado e hicimos una situacion didacti-
ca; seguimos al pie de la letra lo de las situaciones didécticas. De igual
forma hicimos un ensayo con lo que sucedi6 en la validacion de nues-
tra clase. La validacidn y la institucionalizacién me quedaron mas
grabados porque no sélo las haciamos en las clases de matematicas;

bueno, también la institucionalizacién.

C: El formador no se limitaba a darnos consejos; incluyd la teoria de
las situaciones didacticas. A partir de eso analizamos en qué consistia
cada fase, qué planteamiento podiamos hacer, si el planteamiento co-
rrespondia o no con la teoria. Y luego disefiamos las actividades para
llevar a cabo la fase de accion, la validacion, la formulacion, qué reali-
zan los alumnos en la fase de institucionalizacion, cudl es el papel del

docente y el de los alumnos. Leiamos textos y luego los analizabamos.

A diferencia del bloque técnico-practico, que surge y se consolida en el interior
de las instituciones, el discurso tedrico se genera fuera de ellas. Los sujetos deben
buscarlo en la exterioridad. Lo notable en este caso es que, en los afios estudian-
tiles de Fabiola y Celeste, el discurso tedrico oficial que se impartia en las escuelas
normales de México era el estudio de clase; el texto basico, el de Isoda y Olfos, y
el discurso racional, la teoria de las situaciones didacticas. Aquel era el logos que
los formadores de dos escuelas distintas encontraron fuera de la institucién para
darle sentido al trabajo praxeoldgico de formacion. Del sentido que dicho logos

otorgo al trabajo practico, hablan las profesoras en los siguientes términos:

F: Me fue bien en la practica. Recuerdo que fue en segundo semestre,
tres dias de practicas. Mi actividad incluia material, sopitas pintadas,
cartulinas. Recuerdo que a los nifios les gusté mucho. La actividad fue
en equipo para que socializaran. Los nifios si platicaban, si se apoya-
ban, y al final, en la validacion, si llegamos al punto que queriamos

llegar. Sin embargo, no puedo asegurar que hayan aprendido o si ya
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venian arrastrando el conocimiento como tal. Pero en esos tres dias

recuerdo que mi practica fue fructifera.

C: Considero que me fue bien en mis practicas, porque les daba a los
alumnos este espacio para la resolucion de los problemas, para que
formularan una estrategia de solucién, aunque los alumnos no estaban
acostumbrados, como que tenian esta resistencia a resolverlos y esa
necesidad de aprobacion. O sea que te exigian, “digame si estd correc-
to o incorrecto”, y tenias que decir, “bueno, la estrategia es esta”. En las
primeras clases dices, “tal vez esto no estd funcionando, esto no eslo
que yo pretendo”. Pero conforme avanzaba el tiempo, los nifios entra-
ban en esta dinamica de analizar sus respuestas, sus procedimientos

y los de sus compafieros.

La dimensidn institucional juega un papel protagonico en la formacién inicial de
profesores, pues tanto formadores como formados se encuentran ligados a las res-
tricciones, condiciones y recursos que se despliegan en la actividad matematico-
did4ctica. Por consiguiente, desde la TAD, todo problema didactico es un problema
de ecologia praxeoldgica que orbita en torno de las siguientes preguntas: ¢por qué
motivo las cosas son como son en la contingencia institucional?, ;qué condiciones
se deben instaurar para que puedan coexistir las praxeologias en la institucion? y
¢como el modelo epistemoldgico especifico en una instituciéon condiciona la or-

ganizacion del estudio? (Gascon, 2011).

Estas restricciones y condiciones institucionales que determinan el trabajo pra-
xeoldgico en la formacion se aprecian cuando las profesoras narran lo que ocurri6

en la escuela normal después de sus cursos sobre ensefianza de las matematicas:

F: Las situaciones didacticas se quedaron muy tatuadas en mis pla-
neaciones porque fue lo tinico que vimos. Fue un semestre muy fructi-
fero. No hubo ningtn otro referente [...] Nos casamos con situaciones
did4cticas. Y lo digo en plural porque fue generalizado en mis com-
pafieros. Después, los formadores que nos daban las clases de obser-
vacién y practica docente nos revisaban mas la forma que el fondo
en nuestras planeaciones: que si cumpliamos con material did4ctico,
siempre era el material didactico, y nos ponian una palomita, pero de

fondo, realmente no nos revisaban.

C: Después de los cursos de ensefianza de las matematicas, en séptimo
y octavo semestre, que era el periodo de la practica intensiva, nuestro
maestro de practica nos pedia una metodologia que estuviera acorde

con cada disciplina. Para espafiol eran los proyectos, para geografia
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era aprendizaje basado en problemas y para matematicas la teoria

de las situaciones didacticas si era aceptada.

En el caso de Fabiola, las restricciones eran mas fuertes, el modelo epistemoldgi-
co para el estudio no estaba consensuado en la institucién, y tampoco el discurso
tedrico. La observacion de que “no hubiera ningun otro referente después” y que
“se priorizara la forma sobre el fondo” implica que no todos los formadores esta-
ban sujetos a las mismas normas y restricciones institucionales. Por el contrario,
puede verse en el relato de Celeste que la dimension institucional impone menos
reservas para que puedan vivir las praxeologias matematico-didécticas, puesto

que los formadores “pedian una metodologia acorde con cada disciplina”.

La teoria y la practica, de la aplicacién al sentido

Shulman (2005) advierte que es en la practica de ensefianza donde los profesores
ponen en juego una amalgama de conocimientos que los convierte en expertos.
Se trata, entonces, no solo del lugar para aplicar la teoria, sino también de una
fuente de conocimiento, donde surge una sabiduria de la prdctica. Dicha nocién
se inscribe en la tradicion de Dewey (accion-reflexién) y en la de Schon (profesor
reflexivo), pero a diferencia de ellos, Shulman asigna un lugar preponderante al

contenido de la materia y sus implicaciones en el acto de ensefiar.

Tardif (2014), de igual forma, analiza la relacién entre la practica y el conocimien-
to; sefiala que el profesor no es un “idiota cognitivo”, sino un actor racional que
reflexiona y toma decisiones basadas en lo que le funciona en la practica. A su
vez, el formador, cuyos saberes son distintos, debe ser consciente de esa practica
para ayudar al profesor a enriquecerla. Sobre la manera como sus formadores

articulaban sus saberes conceptuales con la practica, Fabiola y Celeste relatan:

F: Articuldbamos lo estudiado en las clases con la practica en los en-
sayos de final del curso. Tenian inicio, desarrollo y el cierre. En el de-
sarrollo teniamos que hacer nuestro registro de clase y compararlo
con la teoria. Por ejemplo, en el semestre veiamos los niveles de Van
Heile y analizdbamos lo que decia el alumno para ver en qué nivel se
ubicaba. También veiamos lo de las situaciones didacticas; revisa-
bamos el registro de nuestra clase y deciamos, “esto demuestra como
fue la validacidn entre los equipos, y aqui al final de la clase se ve la

institucionalizacién con los nifios”.

C: El formador se acercaba a observar nuestras practicas y, una vez

que terminaba, nos realizaba algunas observaciones. Grabdbamos en
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video nuestras clases, después haciamos un registro, y durante la cla-
se los compafieros ponian un fragmento de su registro. Todos lo ana-
lizdbamos: el disefio de la clase, 1a puesta en practica. De igual forma
las fases de la teoria de las situaciones diddacticas: lo que realizaron
los alumnos, la intervencion del docente en cada fase, si la interven-

cion del docente y del alumno correspondian con la teoria o no.

Climent et al. (2013) denuncian la falta de una préactica real sobre la cual reflexio-
nar colaborativamente en el aula formativa inicial; sostienen que, como respues-
ta, en la ultima década, se intensificd la investigacion sobre lo que los estudiantes
para maestro aprenden con el uso de videos de clases. Empero, ya en 2013, los for-
madores de Fabiola y Celeste habian resuelto esa carencia y utilizaban videogra-
baciones de la practica de los formados para interpretar sus acciones a la luz de
la teoria sobre las situaciones didacticas. El hecho revela que reconocian la im-
portancia de contar con un discurso teoérico para la formacion y articularlo con la

préctica, no ajena, sino propia.

Ademas, en ninguno de los dos casos se advierte que los formadores desplegaran
un modelo limitado a la aplicacion de la teoria; prefieren desarrollar la capacidad
de los profesores en ciernes para interpretar las situaciones de ensefianza y de-
tectar qué fenémenos del aula repercuten en el desempefio del alumnado, desde
una perspectiva basada en la didactica de las matematicas (Llinares et al., 2008). El
discurso tedrico, el logos racional que no se genera en la institucion, permite a los
formados dar sentido al proceso praxeoldgico completo: determinar el porqué de
ciertas tareas; justificar, explicar y validar las técnicas para su resolucidn, pero
también respaldar sus justificaciones. Teorizar el discurso tecnoldgico es necesa-
rio para asignar sentido a las acciones de alumnos y docentes en cada fase, y para

verificar si las intervenciones de ambas partes corresponden con la teoria o no.

La indeleble huella de la formacion

Las investigaciones sobre la formacidn inicial de profesores generalmente se li-
mitan a probar una situacidn o tarea formativa especifica o a recabar los relatos
de las experiencias de los profesores en un espacio contingente de formacion (cur-
so, taller, posgrado). Aun asi, un andlisis completo debe profundizar en las cues-
tiones siguientes: ;qué queda después de las experiencias vividas en el proceso
de formacion inicial regular y cotidiano en dos escuelas normales?, ;qué sobre-
vive de esas experiencias en la practica de las profesoras nueve afios después? Al

respecto, las participantes sefialan:
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F: Sigo trabajando de forma parecida. La clase del cajero se me qued6
muy grabada; la he estado trabajando de primero a sexto grados. He
utilizado ese juego para que los nifios comprendan el porqué de las
cosas, pero tengo que confesar que sigue siendo complicado. Los nifios
se cansan, los veo y me veo a mi de chiquita, llorando porque no podia
con lo que me solicitaba el maestro. Hay ocasiones en las que pienso,
“bueno estd bien, paremos aqui y vamos a tomarnos un respiro, vamos
a hacer otra actividad”, aunque no he llegado a la validacidn o la insti-
tucionalizacion. Pero esa clase es 1o que mas se me quedo grabado y

es la huella de mi formacion, definitivamente.

C: Siento que actualmente, como maestra, tengo huellas de mi etapa
como estudiante de la normal, estdn muy presentes. Mi formacién
influy6é demasiado en la manera como soy docente ahora; sigo traba-
jando muchas cosas de aquellas dindmicas, aunque he incluido otras
también, pero la mayor parte de mi practica esta basada en la teoria
de las situaciones did4cticas.

Fabiola y Celeste son profesoras que se distinguen por su labor para ser mejores
cada dia; en el caso de la primera, esa busqueda la ha conducido a completar dos
maestrias y un doctorado; en la segunda, una maestria y un doctorado. No obs-
tante, en el paso por sus posgrados, no volvieron a estudiar con profundidad el
logos, la teoria que orientd sus interpretaciones sobre la ensefianza de las mate-
maticas en la escuela normal. Una se decanto6 por la relacion entre la tecnologia
informadtica y la ensefianza, y posteriormente por otros aspectos de la educacion
matematica ligados a la inclusion. Otra siguio el camino de la investigacion docu-
mental sobre el saber (matematico) a ensefiar y sobre los conocimientos del pro-
fesor. Sus trayectos revelan que, aun hoy, su labor como maestras estd marcada
profundamente por sus experiencias durante la escuela normal, y esto da cuenta
de cuédn esencial es la formacidn inicial en la construccién identitaria del docen-

te y la praxis en el aula.

Conclusiones

El presente estudio se basa en un acercamiento particular a dos profesionales de
la ensefianza matematica. El enfoque puede parecer limitado por el tamafio de la
muestra; sin embargo, la experiencia, aunque unica, caracteristica e inseparable

del individuo, puede dejar lecciones de naturaleza colectiva.
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Una relacion positiva con las matemadticas es un factor que favorece la construc-
cion identitaria del “buen profesor de matematicas”; no obstante, esta sujeta a las
condiciones y exigencias contractuales que estipulan las instituciones formativas,
y a la capacidad de cada sujeto para adaptarse a ellas. Esta dinamica no es exclu-
siva de los docentes en ciernes, pues todo individuo pasa por varias instituciones
en su vida escolar, pero estas presiones son distintas en los docentes en formacién
porque el escenario en el que se desenvolveran como profesionales es el mismo
donde construyeron su representacion sobre lo que implica ser docente: las escue-

las de educacion basica.

Las experiencias presentadas dan cuenta del papel fundamental de la teoria para
que los profesores en formacidn otorguen sentido lo mismo a las tareas y a las
técnicas que a los otros aspectos significativos de la ensefianza. También, articu-
lar el discurso racional les permite comprender que hay relaciones entre teoria
y practica mas alld del modelo aplicativo de la segunda basada en la primera. En
suma, el estudio profundo de una teoria proveniente de la did4ctica de las mate-

maticas parece ser una necesidad imperante en la formacidn inicial.

Un sistema de estudio conjunta a un profesor en formacién, una relacién positiva
con las matemadticas y a un formador que considere el proceso praxeoldgico com-
pleto, pero tales elementos parecen ser insuficientes para la formacion inicial de
los profesores como profesionales competentes. También es necesario trascender
el nivel del formador como mero individuo y estructurar una ecologia institucio-
nal, condiciones propicias en toda la institucion que favorezcan el desarrollo de
praxeologias matematico-didacticas que sean parte de un proceso de formacion

tal como lo exigen las circunstancias actuales.

Finalmente, urgen mas investigaciones que recuperen las experiencias que for-
madores y formados viven en situaciones “regulares”; es decir, también se nece-
sitan trabajos sobre la formacion de profesores, cuyo enfoque investigativo se

aleje de los espacios contingentes de formacion.
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Resumen

La derivada de una funcién denota un concepto
central del célculo que se estudia en los niveles
de educacién media superior y superior en Mé-
xico. Este concepto estd intimamente ligado con
lanocién de funcién y resulta de amplia utilidad
en numerosos escenarios que se solucionan al
desglosar el cambio de las variables involucra-
das. En especifico, la derivada permite estudiar
el desplazamiento y la velocidad, optimizar fun-
ciones y obtener lineas rectas. La investigacién
aqui presentada se concentra en los conceptos de

funcién, derivada, interpretacion geométrica y
determinacion de maximos y minimos. Su meta
principal es demostrar algunas propiedades de
estos tipos de funciones a través de teoremas y
plantear problemas y ejercicios vinculados con
estos conceptos. De talmodo, se busca que loslec-
tores encuentren interesante y util el abordaje
teorico de las derivadas y su aplicacion en situa-
ciones practicas.

Palabras clave: calculo, educacion matematica, derivada de una funcion, funcién continua, inter-
pretaciones de la derivada de una funcién, matematicas.

Abstract

The derivative of a function is a central concept
that is approached in the upper secondary and
higher education levels in Mexico. This concept
is closely linked to the principle of function and
instrumental in numerous situations where it is
essential to analyze the changes of the variables
involved. As an example, derivatives are crucial
in the study of motion and velocity, the optimi-
zation of functions and obtaining straight lines.
This didactic dissertation focuses on the concepts

of function, derivative, geometric interpretation
and determination of maxima and minima. The
main goal is to demonstrate a few properties of
this function type through theorems and to lay
out a set of problems and exercises associated to
these concepts. Hopefully, our readers will find
interest and usefulness in the theoretical study
of derivatives and their application in practical
situations.

Keywords: calculus, mathematics education, derivative of a function, continuous function, inter-
pretations of the derivative of a function, mathematics.
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Funciones continuas y teorema
del valor intermedio

El concepto de funcion, en especifico el de funcion continua, es fundamental en el
calculo de variables reales. Afirmamos que una funcién y = f{x) tiene continuidad
si su grafica es una curva conexa, en términos practicos, si podemos dibujarla sin
despegar el lapiz del papel. Por ejemplo, las funciones y=2x+1,y =x?-2, y=x3-2x
son continuas (Figura 1), mientras que las funciones cuyas graficas aparecen en

la Figura 2 no lo son.

FIGURA 1.
Graficas de algunas
funciones continuas.

FIGURA 2.

Graficas de algunas
funciones con
discontinuidades.

Podemos dar la idea de la nocion de continuidad sin hacer uso de las propiedades
de las graficas. Sea x, un valor de la variable x y sea x, un valor cercano a x,; la
funcidn fes continua si, cuando X, se aproxima a x,, el valor absoluto de la dife-

rencia f(x,) - f(x,) es arbitrariamente pequefio.

Definicion 1.1. Una funcion f(x) es continua en el punto x, si para todo nimero
€ positivo existe un numero § > 0 tal que |f(x,)-f(x,)| <& cadavezque | x,-X, | <6.
Si para todo x en un intervalo [a, b] la funcién y = f{x) es continua en x, decimos
que la funcién es continua en el intervalo [a, b]. Utilizando la nocién de limites

podemos enunciar la definicion de continuidad de la siguiente manera.

Definicion 1.2. Una funcion f{(x) es continua en un punto x,, si:

lim f(z) = f(zo)

T—T(



PadiuaQ &

FIGURA 3.
Grafica de f(x).

Si una funcién f{x) es continua en un intervalo [a, b], toma en x =a el valor A y
para x = b el valor B; entonces, para cada valor M entre A y B existe por 1o menos

un numero c € [a, b] tal que f(c) = M (Figura 3).

Geométricamente, el teorema es obvio. Afirma que si una curva continua, la cual
es la grafica de una funcion y = f{x), atraviesa un par de puntos P(x=a, y=A) y
Q(x = b, y = B) dispuestos en diferentes lados de una linea ¢ paralela al eje x, ne-
cesariamente interseca la linea £. Las funciones con discontinuidades no necesa-
riamente manifiestan esta propiedad, las graficas de las funciones ilustradas en
la Figura 2 son un ejemplo. De este modo, tenemos uno de los teoremas mas im-

portantes sobre funciones continuas.

Teorema 1.1. Si una funcion fes continua en el intervalo cerrado [a, b] y A es cual-

quier numero entre f{a) y f(b), existe al menos un numero c en [a, b] tal que f(c) = A.
Como un primer ejemplo de aplicacién de este teorema, veremos el siguiente.

Ejemplo 1.1. Un corredor a campo traviesa recorre seis kilémetros en 30 minutos.
Probar que en algun momento en el transcurso de la carrera recorrié un kilome-

tro en exactamente cinco minutos.

Demostracion. Si denotamos por x la distancia recorrida, medida en kilémetros
desde el punto de partida, para cada x en [0, 5], f(x) denota el tiempo empleado
para el kildmetro desde el punto x hasta el punto x + 1. La funcidn f es continua.
Sabemos que f{0) + f(1) + fC2) + f(3) + f(4) + f(5) = 30. No todos los f(0), ..., f(5) son
menores que 5y, andlogamente, no todos son mayores que 5. Por lo tanto, existen
puntos ay b en [0, 5] tales que fla) <5 < f(b). Por consecuencia del teorema del
valor intermedio, existe un c entre a y b tal que f(c) = 5; es decir, el kilometro des-

de c hasta ¢ + 1 se recorrié en exactamente 5 minutos.

Ejemplo 1.2. Un sdbado a las 8:00 de la mafiana, un hombre comienza a subir

corriendo la ladera de una montafia hacia su campamento de fin de semana. El
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FIGURA 4.
Las graficas de los
recorridos se cruzan.

domingo a las 8:00 de la mafiana desciende corriendo la montafia. Tarda 20 mi-
nutos para subir y solo 10 en bajar. En un momento del camino cuesta abajo, se
da cuenta de que paso por el mismo lugar a la misma hora el sabado. Demuestra

que el hombre estd en lo cierto (Larson y Edwards, 2010, p. 82).

Demostracién. Expresemos con la variable ¢ el tiempo transcurrido y considere-
mos la altura en que se ubica a cada momento sobre el eje y. Sea s: [0, 20] - [0, h],
donde h denota la altura de la montafia, la funcidn de subida s(t) = c¢ significa que
en el momento t el hombre se encuentra a una altura de ¢ metros. De una mane-
ra andloga, definimos la funcién de bajada b: [0, 10] - [0, h]. Claramente, ambas
funciones son continuas, entonces también la funcion ftal que f(t) = b(t) - s(t) es
continua. Dado que f{0) = b(0) - s(0) =h-0=h >0y f(10) = b(10) - s(10) = 0 - s(10) < 0,
tenemos, por el teorema del valor intermedio, que existe un ¢, € [0, 10] tal que
fit,) = 0. De esto se sigue que b(t,) = s(t,), es decir, en el momento ¢, el hombre se

encontraba ambos dias a la misma altura.

Como un ejemplo mds de la aplicacidn del teorema del valor intermedio, proba-

remos la siguiente afirmacion:

Ejemplo 1.3. Cada ecuacidn cubica con coeficientes reales tiene al menos una raiz
real, a diferencia de las ecuaciones cuadraticas, las cuales no necesariamente

tienen raices reales.

Demostracion. Sea fix) = ax® + bx? + cx + d = 0 nuestra ecuacioén cibica. Esta pue-

de escribirse de manera mds conveniente como:
x3+px?+qx+r=0,(conp=b/a,q=c/a,r=da)
asi que investigamos la funcién y = x3 + px? + gx + r, o escrita de manera diferente:

y=x31 + p/x + ¢/x? + 1/x3)
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Esta funcion tiene continuidad. Siempre que el valor absoluto de x sea mayor

que mazx {3p|, V134, v/ |3r|} tenemos que:

pl— 1ol ol _ Il _ 1

Bl =15 < = s =3
|i|_M al el _ ddl _ 1
221 |2 20 [3ql 3lel 3

|r?| ‘( /!3q|)\ 3¢l 3ldl

y

» - . . 1

P U iy

T T e 1Bl sl 3
Ademas, como:
24 g+ 5] <[2]+ |4+ 5] <1

se sigue que:

p q

r
1+—+_2+—3>O
X X x

Esto quiere decir que el signo de 23 (1 +24+ 4+ #) lo determina el signo de

X3, ya que:

.
1+24+9 4250
T T T

siempre que|z| > |3p|,|/[3p|, |v/|37|. Es decir, si:
a = maz {|x| > [3pl, |\/I3pl, [/13r]}

para x < -a tenemos que f(x) < 0, y para x > a tenemos que f(x) > 0.

Por el teorema del valor intermedio, tenemos que existe un punto x, € [-a, aj tal

que f{x,) = 0, es decir x, es una raiz real de f{(x).

Ejercicios /

Ejercicio 1.1. Sea f: [0, 1] — [0, 1] una funcién continua. Prueba que ftiene un

punto fijo en [0, 1], es decir, que existe x, € [0, 1] tal que f(x,) = x,.
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Ejercicio 1.2. Sean A y B dos ciudades conectadas por dos caminos distintos. Su-
pongamos que dos carros pueden viajar desde A hasta B sobre caminos distintos
de manera que siempre mantienen una distancia entre ellos que no excede un
kilémetro. ¢Es posible que el primero viaje de A a By el segundo de B a A, de tal

manera que la distancia entre ellos sea siempre mayor que un kilometro?

Ejercicio 1.3. Encuentra todas las funciones continuas f: R - R para las cuales se

cumple que f(0) = 1y f(2x) - f(x) = x, para todo numero real x.

Derivada de una funcion

Mientras que el concepto de integral tiene sus origenes en la antigiiedad, el con-
cepto de derivada fue formulado en el siglo XVII por Fermat y otros. Fermat, en
particular, estaba interesado en desarrollar un método para determinar el maxi-

mo y el minimo de una funcidn. La definicién de la derivada de una funcion es:

Definicién 2.1. Una funcién f es derivable en X, si lim f (@0 + h}z = f(@o)
—0

En este caso, el limite se designa por f'(x,) y recibe el nombre de “derivada de f

existe.

»
en XO .

Ejemplo 2.1. Probaremos que la derivada de un polinomio:

peo)=ax"+a, X" +.. +ax+a,

es el polinomio:

7 — -1 -2
p'(x)=nax*+(n-1a, xX*°+..+a,

Teorema 2.1. Si una funcion fes derivable en X,, entonces es continua en x,,.

Demostracion. Tenemos que:

pp ot ) = o) = T
_limf(o—i‘h)—f(l"o) lim
h—0 h h—0
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Entonces, como lim f(zg + h) — f(x) = 0, tenemos que lim f(z) = f(zo).
h—0 h—0

Dado un polinomio p(x) y un numero real r (o complejo), decimos que este es una
raiz o cero de p(x) con multiplicidad k, si (x - r)k es un factor de p(x), pero (x - r)*!
no es un factor de p(x). Ahora veremos un resultado muy interesante sobre la

multiplicidad de una raiz de un polinomio.

Teorema 2.2. Sea z, una raiz de un polinomio p(z). Supongamos que la multipli-
cidad de z, es un numero entero k > 2. Entonces z, es también una raiz de p'(z)

con multiplicidad k - 1.

Demostracion. Supongamos que el grado de p(z) es n y que la multiplicidad de
z, es k; entonces, tenemos que p(z) = a(z - z,)* q(z), donde q(z) corresponde a un

polinomio de grado n - ky para el cual se cumple que q(z,) # 0. Como:
p'(z) = alk(z-z,)*" 1 q(z) + (z - z,)* q'(2)]

tenemos que p'(z) = a(z - z,)*'[kq(z) + (z - z,)q'(z)]. Es decir, p'(z) se factoriza como
el producto de a(z - z,)** por un polinomio de grado n - k. Como k - 1 > 1, tenemos

que z, es un cero de p'(z). Ademas, como:
kq(z,) + (z,-z) q'(zy) = kq(z,) # 0

tenemos que la multiplicidad de z, como raiz del polinomio p'(z) es k - 1.

Ejercicios /

Ejercicio 2.1. Prueba que la derivada de una funcién constante es cero.

Ejercicio 2.2. Demuestra que, si fy g son dos funciones derivables en x,, entonces

la funcion f- g también es derivable en x,.

Interpretacion geométrica

La derivada de una funcion f evaluada en un punto x, es equivalente a la pen-
diente de la recta tangente a la grafica de fen el punto (x, f(x,)). Esta igualdad se

puede visualizar como se describe en el siguiente parrafo.

Sea P(x,, f(x,)) el punto donde queremos analizar la recta tangente, y consideremos
un punto distinto sobre la grafica de f; digamos P(x,, f(x,)). Denotemos por ty t, la
recta tangente por Py la recta secante por Py P,. Tenemos que la pendiente de t,

se obtiene como:
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PQ — f(z1) — f(xo)
QP N T1 — Xo

Entonces, a medida que el punto P, se aproxima al punto P, a través de la grafica
de f, tenemos que el valor de la pendiente de t, se aproxima al valor de la pen-
diente de t.

Tenemos entonces que la pendiente de ¢ es igual a:

lim 2@y F@oth) — f(@o)

P—P QP  h—0 h

,conh=x,-Xx,

Pero esta expresion es, precisamente, la que corresponde a la derivada de feva-

luada en x,, es decir, es igual a f’(xo).

FIGURA 5.
Significado geométrico
de la derivada.

Problemas de maximos y minimos

La derivada de una funcion es una herramienta invaluable al resolver problemas

de optimizacién. Uno de los teoremas mas importantes es el siguiente:

Teorema 2.3. Sea funa funcion definida sobre (a, b). Si x es un maximo (o un mi-

nimo) para f'sobre (a, b), y f es derivable en x, entonces f'(x) = 0.
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FIGURA 6.
Viga de volumen
maximo.

FIGURA 7.
Escalera a través
del pasillo.

Ejemplo 2.2. De un tronco cilindrico debe sacarse una viga rectangular del maxi-
mo volumen posible. ;(Qué forma debe tener su seccién transversal? (Perelman,
1993, p. 200).

Ejemplo 2.3. Dos pasillos que tienen anchos respectivos a y b se encuentran for-
mando un angulo recto. ¢Qué longitud maxima puede tener una escalera de mano
para poder ser transportada horizontalmente de un pasillo a otro? (Angoa et al.,
2005, p. 231)

Ejemplo 2.4. Alas 7:00 a. m. un barco estaba a 60 kildmetros en direccion este de un
segundo barco. Si el primero navega hacia el oeste a 20 km/h y el segundo hacia
el sureste a 30 km/h, ;en qué momento se encuentran mas proximos uno del otro?
(Villena, 2017, p. 172)

Ejercicios /

Ejercicio 2.3. Dos lineas férreas se intersectan conformando un angulo recto. Los
trenes se aproximan a gran velocidad hacia el cruce. Uno parte de cierta estacion
situada a 40 km del cruce; el segundo, de una estacion que dista 50 km del cruce.
El primer tren avanza a una velocidad de 800 m por minuto; el segundo, a 600 m
cada minuto. ¢Cuantos minutos transcurriran desde el instante de partida hasta
que las locomotoras se hallen a la menor distancia entre si, y cual sera esa distan-

cia? (Perelman, 1993, p. 187)
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Ejercicio 2.4. Dada una recta £ en el plano y dos puntos A y B en el mismo lado
de la recta, encuentra qué condiciones cumple el punto X € £ tal que la suma de

distancias AX + BX sea minima.

FIGURA 8. A
Distancia AX + XB
minima.
B
Y X
Ejercicio 2.5. Encuentra la forma de una cometa con un sector circular que tenga
la mayor superficie, partiendo de un perimetro previamente dado (Perelman,
1993, p. 202).
FIGURA 9.
Cometa de area
maxima.

Razén de cambio

Como la derivada expresa el cambio instantdneo que experimenta una variable
con respecto a otra, para una funcion y = f{x) se podria obtener la derivada o razén
de cambio de las variables x y y con respecto al tiempo ¢, es decir, % y % . Esto
nos permitird resolver problemas de aplicacion.

Ejemplo 2.5. Un aeroplano que vuela hacia el norte a 640 km/h pasa sobre cierta
ciudad al mediodia. Un segundo aeroplano que va hacia el este a 600 km/h esta
directamente encima de la misma ciudad 15 minutos mas tarde. Silas aeronaves
estan volando a la misma altitud, ;qué tan rapido se estaran separando a la 13:15?
(Villena, 2017, p. 143)



-
N

PadiuaQ &

PadiUAQ

Ejercicios /

Ejercicio 2.6. Una rueda de la fortuna tarda 2 minutos en completar una vuelta y
su eje se encuentra a una altura de 21 metros del suelo. El radio de la rueda es de
20 metros. ;Con qué rapidez se eleva un pasajero en el instante que se encuentra
a 18 metros del suelo? (Villena, 2017, p. 145)

Referencias

Angoa A., . ). et al. (2005). Cdlculo diferencial en una variable. Benemérita Universidad Auténoma de
Puebla. http://computo.fismat.umich.mx/~fhernandez/Cursos/Calculo/cal_deuv.pdf

Larson, R.y Edwards, B. H. (2010). Cdlculo 1 de una variable. McGraw Hill.
Perelman, Y. (1993). Algebra recreativa. Quinto Sol.

Villena, M. (2017). El libro negro. Cdlculo diferencial e integral. Academia de Ciencias Exactas APOL.


http://computo.fismat.umich.mx/~fhernandez/Cursos/Calculo/cal_deuv.pdf




¢Quieres publicar en esta revista?

y. A\ X Enviar artl'culo

Siguenos en nuestras redes:

(o)

¢Dudas o sugerencias? Escribenos a:

© padiuag@uag.mx

VISITA NUESTRO

SIYN

POD cAsT - Al Visitanos y conoce

las publicaciones que la
FACULTAD DE INGNIER{A DE LA
UNIVERSIDAD AUTGNOMA DE
QUERETARO
tiene para ti:

MAS REVISTAS UAQ EN:
Edicién cuidada, disefnada

y maquetada por

@ DESPACHO DE
PUBLICACIONES

Escucha de la voz de
los autores, entrevistas
y comentarios
relacionados a sus
articulos.

Disponible en:

S0

ingenieria.uaq.mx

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARO

FACULTAD DE INGENIERIA


https://linktr.ee/publicacionesfiuaq
https://open.spotify.com/show/4dwayUbDxsLwWpKYNFx4ml?si=4t9a-p02TGmxZ69U8nACiQ
https://www.youtube.com/@publicacionesfiuaq
https://www.latindex.org/latindex/ficha/27159
https://latinrev.flacso.org.ar/revistas/padiuaq-revista-proyectos-textos-academicos-didactica-las-ciencias-ingenieria
https://ingenieria.uaq.mx/
http://ingenieria.uaq.mx
https://revistas.uaq.mx/index.php/padi/about/submissions
https://revistas.uaq.mx/
mailto:padiuaq%40uaq.mx?subject=
https://www.facebook.com/share/1E9w5yhXeD/

	Contenido
	Editorial ¿Qué nos ofrecen la Neurociencia y otras disciplinas para la enseñanza de las Matemáticas?
	1. Visualizando la función derivada en un ambiente de geometría dinámica	
	Resumen
	Introducción
	Marco conceptual
	Aspectos metodológicos
	Reflexiones finales
	Referencias

	2. Implementación de una propuesta didáctica de Trigonometría diseñada en GeoGebra	
	Resumen
	Introducción
	Marco teórico
	Metodología
	Resultados y discusión
	Conclusiones
	Referencias

	3. Diseño de una interfaz de usuario para la modelización y análisis de circuitos 
eléctricos como u
	Resumen
	Introducción
	Marco teórico conceptual
	Consideraciones metodológicas y teóricas
	Discusión de resultados
	Conclusiones
	Referencias

	4. Modelado Matemático en la formación del docente de matemáticas
	Resumen
	Conociendo el contexto del proyecto
	Marco teórico
	Metodología
	Reflexiones
	Referencias

	5. Subjetividad y experiencia. Formar(se) para enseñar matemáticas
	Resumen
	Introducción
	Marco teórico
	Metodología
	Resultados
	Conclusiones
	Referencias

	RM - Funciones continuas 
y sus derivadas
	Resumen
	Funciones continuas y teorema del 
valor intermedio
	Derivada de una función
	Interpretación geométrica
	Problemas de máximos y mínimos
	Razón de cambio
	Referencias

	¿Quieres publicar en esta revista?

	Botón 9: 
	Botón 10: 
	Botón 11: 
	Botón 12: 
	Botón 13: 
	Botón 14: 
	Botón 15: 


