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PRESENTACION

La ensefianza de las matemdticas continda siendo uno de los retos actuales de la educacién piblica en México,
por ello los programas educativos han buscado apegarse a las competencias matemdticas que postula la
Organizacién para la Cooperacién y el Desarrollo Econémico (OCDE). De ahi, que la OCDE haya creado el
Programa para la Evaluacién Internacional de Estudiantes -PISA, por sus siglas en inglés- que permite medir la
capacidad que tienen los individuos para identificar y entender el conocimiento matemdtico y en ese sentido
la capacidad para razonar, analizar y comunicar las mateméticas (Camarena, 2015).

Bajo este contexto, en esta edicidn la Revista Padi publica cinco articulos que aportan al objetivo
académico y de generacién de conocimiento de las mateméticas en los distintos niveles educativos.
El primero, de Daniela Herndndez y Jesis Noriega, presentan el panorama sobre la importancia que tiene
el lgebra en la educacién matemdtica y el proceso por el cual atraviesan los alumnos, por ello los autores
ofrecen propuestas diddcticas que le permitirdn al alumno una transicién mds efectiva de los conocimientos
de la aritmética hacia el dlgebra. En esta misma direccién Maria Fajardo y Victor Larios demuestran —en
su estudio de caso- los procesos de particularizacién y generalizacién en la educacién matemdtica en una
telesecundaria de la ciudad de Querétaro.

Otro estudio de caso presentado en esta edicién es el de Mariana Lujambio, Victor Larios y Homero
Flores quienes reportan a través de una actividad artistica y matemdtica como introducir el concepto de elipse
en la materia de Geometria Analitica de la Escuela de Bachilleres de la UAQ. Por ofra parte, Alethia Piidn
ofrece una propuesta diddctica para la ensefianza de ecuaciones lineales y su interpretacién geométrica
de solucidn, tépicos contemplados en el plan reticular de las ingenierias. Y por Gltimo, Juan Abreu presenta
los resultados obtenidos tras haber aplicado el enfoque realista de las matemdticas al tema de vectores con
alumnos de 5° semestre de preparatoria y resalta la funcién del docente como facilitador y orientador del
aprendizaje de los alumnos.

Dr. Manuel Toledano Ayala
Jefe de la Divisién de Investigacién y Posgrado de la Facultad de Ingenieria

Referencia:
Camarena, G. Pafricia (2015). “Educacién matemdtica en México: investigacién y préctica docente”.

En Xicoténcatl Martinez Ruiz y Patricia Camarena Gallardo. La educacion matemdtica en el siglo XXI. Institufo Politécnico Nacional, México.
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RESUMEN:

En este trabajo se presenta un panorama muy general acerca del papel que juega el dlgebra dentro

de la educacién matemdtica, asi como el proceso de transicién por el cual pasan los estudiantes

que inician sus estudios de esta materia. Para enfatizar la importancia del élgebra en la formacién
escolar se muestran algunas estadisticas de las pruebas estandarizadas PISA. Se aborda la relacién
que existe entre los conocimientos aritméticos que posee el estudiante y el aprendizaje de conceptos

y procedimientos algebraicos, y, basdndonos en la teoria APOE, (acciones, procesos, objetos y
esquemas) se ejemplifica la importancia de contar con bases aritméticas sélidas para la construccién de
los conceptos y conocimientos algebraicos. Por Gltimo, se abre la puerta a la generacién de propuestas
diddcticas para realizar esa transicién desde la aritmética hacia el dlgebra.

Palabras clave: dlgebra, APOE, aritmética, PISA

ABSTRACT:

In this paper we present a very general view of the roll that algebra plays inside mathematics educa-
tion, as well as the transition process that students go through when they initiate their studies on this
subject. To emphasize on the importance of algebra during formal education, we show some statistical
data collected from PISA standardized tests. We discuss the connection between the arithmetic knowle-
dge that students possess and the learning of algebraic concepts and procedures, and, based on APOS
(actions, processes, objects, schemes) theory we provide an example of the importance of having a
solid arithmetic knowledge base for the construction of algebraic concepts. Lastly, we open the door for
the generation of didactical proposals to work on that transition from arithmetic towards algebra.

Key words: algebra, arithmetic, APOS, PISA
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INTRODUCCION
Pruebas PISA

El sistema educativo en México estd constantemente
sometido a cambios politicos y sociales que impactan en
la educacién en general y en la educacién matemdtica en
particular. Con todos estos cambios es importante que
profesores, investigadores y estudiantes tengan claros los
objetivos que se persiguen en la clase de matemdticas, asi
como la importancia de esta dentro y fuera de los contextos
escolares.

El proceso de ensefianza - aprendizaje de las
matemdticas es un tema conflictivo por si mismo que,
ademds, se ve constantemente afectado por factores
externos. Para darnos una idea de las dificultades que
afronta este proceso de ensefianza - aprendizaje,
podemos referirnos a evaluaciones estandarizadas de nivel
internacional, como lo es la prueba PISA.

la Organizacién para la  Cooperacién y el
Desarrollo Econémico (OCDE) ha desarrollado el Programa
para la Evaluacién Internacional de Estudiantes, PISA por
sus siglas en inglés, como un estudio con fines comparativos
entre los sistemas educativos de los diferentes paises
adscritos a la OCDE. PISA evalta a estudiantes de 15 afos,
inscritos  principalmente en el nivel medio superior,
incluyendo también a estudiantes de nivel bésico
(secundarias generales, técnicas o telesecundarias). En
México, la evaluacién estandarizada PISA se aplica desde

el afio 2000. La finalidad de la evaluacién es identificar si
los estudiantes han adquirido una serie de competencias
consideradas necesarias para su desenvolvimiento en la
sociedad. Estas competencias van enfocadas a  los
dominios de lectura, ciencias y matemdticas.

En el dominio matemético el objetivo es evaluar la
competencia de alfabetizacién  matemdtica.  Esta
alfabetizacién matemdtica se refiere a “la capacidad de las
y los j6venes para analizar, razonar, modelar, argumentar
y comunicarse eficazmente cuando se enuncian, formulan
y resuelven problemas matemdticos en diferentes contextos
y situaciones” (Salas, 2012, pdg. 3).

La evaluacién PISA se aplica cada tres afios. En cada
ciclo de aplicacién se profundiza en alguna de las tres
dreas mencionadas, haciendo menor énfasis en las dos
dreas restantes. En los afios 2003 y 2012 el énfasis
principal estuvo en el dominio matemdtico. De la
informacién publicada por la OCDE (2013) sobre la
evaluacién PISA 2012 en México, podemos destacar
algunos datos estadisticos clave:

e De 2003 a 2012, México aumentd su matricula de
estudiantes de 15 afos inscritos a educaciéon formal
de un 58% a poco menos de un 70%.

* En matemdticas, el rendimiento de estos alumnos
también presenté un aumento, subiendo de una
media de 385 puntos en 2003 a 413 puntos en
2012.



* A pesar del aumento en la media, el 55% de los
estudiantes mexicanos no alcanzé el nivel de
competencias bdsicas en matemdticas. Los niveles
de competencia mds altos son alcanzados por
menos del 1% de los estudiantes mexicanos.

* le media obtenida por los estudiantes mexicanos,
413 puntos, queda por debajo del puntaje promedio
en la OCDE, 494 puntos, considerdndose como una
brecha equivalente a dos afos de escolaridad.

Ademds de estas estadisticas, podemos destacar algunos
resultados interesantes en cuanto a la visién de los
estudiantes sobre las matemdticas. El informe de la OCDE
sefala que los estudiantes mexicanos tienden a evitar las
matemdticas, pues a mds del 75% les generan sentimientos
de ansiedad, siendo este el porcentaje mds alto entre los
paises participantes en la OCDE. Esto desemboca en
resultados negativos a corto y largo plazo, afectando
directamente el rendimiento de los estudiantes y reduciendo
drésticamente las probabilidades de que dichos estudiantes
elijan profesiones que estén relacionadas con las
matemdticas.

México  tiene el desafio de  mejorar
significativamente los resultados obtenidos en la prueba
PISA para, cuando menos, alcanzar los puntajes promedio
de la OCDE. Cabe destacar que los resultados obtenidos
en las dreas de lectura y ciencias no difieren demasiado de
los obtenidos en matemdticas. Sin embargo, es bien sabido
que la ensefianza — aprendizaje de las matemdticas es uno
de los problemas a los que los sistemas educativos se
enfrentan constantemente.

Teoria APOE

Como se menciond en la seccién anterior, la ensefianza —
aprendizaje de las matemdticas es un proceso en conflicto
permanente. Investigadores en matemética educativa y
profesores de matemdtica de todo el mundo centran sus
esfuerzos en encontrar maneras de mejorar estos procesos.
Dentro de estos esfuerzos surgen teorias que pretenden
explicar, entre ofras cosas, cémo es que los estudiantes
adquieren o construyen los conocimientos y conceptos
matemdticos.

La teoria APOE, desarrollada por el profesor Ed
Dubinsky toma como base las ideas constructivistas creadas
por Piaget para el desarrollo del pensamiento légico en los

nifios. Dubinsky describe la teoria APOE (APOS por sus
siglas en inglés) como:

las siglas APOS significan las acciones
(“actions”), los procesos (“processes”), los objetos
(“object”) y los esquemas (“schemes”). Estas son
las construcciones mentales que, segin esta
teoria, un individuo realiza para obtener
significados de las situaciones y de los problemas
matemdticos. Los mecanismos para hacer dichas
construcciones se llaman abstracciones reflexivas
e incluyen la repeticién, la interiorizacién, la

encapsulacién,  la  desencapsulacién,  la
coordinacién, la inversién, etcétera. (Dubinsky,
2000, p. 59).
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Lo cual indica cémo el individuo va formando, a
partir de abstracciones reflexivas, una concepcién de los
conceptos matemdticos. Llas ideas de Dubinsky se
fundamentan en los trabajos desarrollados por Piaget, los
cuales indicaban que el conocimiento no es lineal, el
individuo no aprende por la acumulacién continua de
nuevos conocimientos, es mds bien escalonado, Piaget las
denomina etapas las cuales representan niveles
cognoscitivos  caracteristicos, donde en cada nivel
cognoscitivo se realiza una reorganizacién de los
conocimientos adquiridos en la etapa anterior. (Piaget y
Garcia, 2004).

EL ALGEBRA

Muchas teorias en educacién matemdtica, la visién socio
critica de Skovsmose por ejemplo, defienden la idea de que
la matemética no es una serie de conceptos que deban
estudiarse y aprenderse o memorizarse, sino que se trata
de un conjunto de prdcticas sociales que influyen
fuertemente en la formacién de los futuros ciudadanos. Esto
implicaria que en la educacién matemdtica, profesores e
investigadores, deben buscar la manera de que, a través
de la matemdtica, los estudiantes desarrollen una
capacidad de andlisis, critica y reflexién que les permita
contribuir a la toma de decisiones dentro de la sociedad a
la que pertenecen. (Skovsmose, 1985).

Como profesores e investigadores reconocemos a la
matemdtica como una herramienta presente dentro y fuera

del contexto escolar, necesaria para comprender y manejar
las circunstancias que nos rodean.

Sin embargo, para los estudiantes la importancia de
las matemdticas no siempre estd clara y los docentes se ven
en la dificil tarea de justificar ante sus alumnos la necesidad
de estudiar matemdticas.

En el caso particular del élgebra, las investigaciones
en matemdtica educativa dejan més que clara la
importancia de la misma, no solo como herramienta para
el estudio de otras matemdticas, ciencias e ingenierias, sino
como elemento clave en el desarrollo del pensamiento
légico y racional que los estudiantes necesitardn dentro y
fuera de los contextos escolares. El aprendizaje del dlgebra
implica el desarrollo de estructuras mentales superiores,
generando en los estudiantes procesos mentales que no
podrian desarrollarse por si mismos.

Durante los estudios de bachillerato en México (15
— 18 afios) los estudiantes cursan al menos un semestre o
cuatrimestre de dlgebra e incluso, dependiendo del
sistema, un ciclo escolar completo. Por lo general estos
cursos se dan al inicio del bachillerato, al considerarse que
el élgebra es la matemdtica que les servird como base para
los cursos posteriores y, que si se tienen dificultades en los
cursos de dlgebra, entonces es muy probable que los
estudiantes presenten dificultades en el aprendizaje de los
conceptos que se estudiardn en cursos de matemdticas
posteriores, principalmente por las complicaciones en el
uso y comprensién del lenguaje algebraico. Sénchez y
Serna (2013) sefalan que el dlgebra estd presente en



innumerables formas, una de ellas serian las palabras,
consideradas como una generalizacién, incluso no dicen:
“Cada una tiene un significado en especifico, por lo tanto,
la palabra es un acto verbal del pensamiento, asi como el
dlgebra es el acto escrito que ayuda a la generalizacién y
a la resolucién de problemas en mateméticas” (Sdnchez y
Serna, 2013, pdg. 97)

En el afio 2008, el Departamento de Educacién de
los Estados Unidos presenté Foundations for succes: The
final report of The National Mathematics Advisory Panel. El
reporte sefiala que, aunque son muchas las dificultades que
los estudiantes enfrentan en su formacién matemdtica, las
politicas educacionales ven al dlgebra como una de las
preocupaciones  principales, considerando que los
conocimientos adquiridos durante los cursos de dlgebra
serdn necesarios para los cursos matemdticos que el
estudiante deba enfrentar mdés adelante. Ademds,
investigaciones muestran una fuerte relacién entre
completar exitosamente sus cursos de dlgebra en nivel
bachillerato, el éxito a nivel licenciatura y el nivel de
ingresos una vez que el estudiante se adentra en la vida
laboral.

Es tan grande el impacto del &lgebra en el desarrollo
del pais que, en 2006 el Presidente crea The National
Mathematics Advisory Panel, con la responsabilidad de
generar recomendaciones y propuestas para “fomentar un
mayor conocimiento y un mejor rendimiento matemdtico
entre los estudiantes estadounidenses.” (NMAP, 2008,

pdg. xiii)

DEL ARITMETICA AL ALGEBRA

Considerando el nivel de importancia que tiene el
aprendizaje del dlgebra dentro de la matemdtica educativa
no resulta exitrafio que numerosos investigadores 'y
profesores desarrollen diversas propuestas acerca del
método més adecuado para dar a los alumnos una primera
aproximacién al dlgebra que resulte exitosa y que siente las
bases adecuadas para sus futuros encuentros con las
matemdticas. Aunque diversos autores sefialan diferentes
métodos, con sus ventajas y desventajas, una opinién
generalizada es la importancia de los conocimientos
previos del alumno, los cuales sentardn las bases para que
el alumno asimile, de forma correcta o no, la nueva
informacién.

Como lo describen Palarea, Ruano y Socas (2008)
inclusive los alumnos considerados como los mas
capacitados, matemédticamente  hablando,  presentan
grandes dificultades cuando inician sus estudios de
élgebra. Una de las razones para estas dificultades puede
explicarse en el hecho de que, al iniciarse en el élgebra,
los estudiantes traen consigo los conceptos, nociones y
enfoques de aritmética e interpretan al dlgebra como una
generalizacién de dichos conceptos aritméticos. No
obstante, el aprendizaje del dlgebra requiere un cambio en
las estructuras mentales del estudiante para pasar de
situaciones numéricas especificas a proposiciones mds
generalizadas. (Filloy y Kieran, 1989).
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Para los estudiantes, resulta extremadamente
complicado expresar y entender ideas en un lenguaje
matemdtico y, el proceso de transicién de lo informal a las
representaciones formales para la resolucién de problemas,
resulta dificil para los alumnos que se inician en el dlgebra.
Si a estas dificultades, naturales en el proceso de
aprendizaje, se afiade la falta de bases sélidas de
conocimientos previos, nos toparemos con una serie de
obstéculos y errores que serdn dificiles de subsanar. Es
importante que los profesores sean capaces de identificar
cudles son los errores bdsicos que comenten los alumnos,
ya que esto les brindard informacién valiosa acerca del
origen de estas concepciones erréneas.

Para la mayoria de los investigadores, estas
concepciones erréneas no son accidentales, si no que
tienen su origen en los procedimientos personales que los
alumnos eligen para darle tratamiento a un problema
algebraico. Estos procedimientos, a su vez, vienen dictados
por las experiencias anteriores de los alumnos en
matemdticas. En los dltimos afios, muchos profesores e
investigadores en educacién matemdtica han centrado
esfuerzos en analizar los métodos més adecuados para
hacer la transicién de la aritmética al dlgebra,
considerando que es justamente en esa transicién donde
puede encontrarse la fuente de muchos de los errores y
dificultades que los estudiantes presentan al iniciar sus
estudios en dlgebra (Socas, 2007).

En Martinez, Rojas y Villanueva (2015) se realizé un
andlisis de tres cursos de matemdticas intensivos,

impartidos en la Escuela de Bachilleres de la Universidad
Auténoma de Querétaro.

) En dicho andlisis se consideraron los cursos de
Algebra |, Geometria Analitica y Célculo. De las
evaluaciones aplicadas durante el desarrollo del curso de
d4lgebra, se detectaron una serie de errores o problemas de
aprendizaje que la mayoria de los estudiantes presentaban,
en este caso, se mencionan Unicamente las referentes al
dlgebra:

Curso Algebra
Principales Resta y suma de ndmeros enteros y
problemas fracciones;
detectados Multiplicacién;

Uso de signos;

Uso de signos de agrupacién;
Factorizacién;
Simbologia;
Conjunto de ndmeros.

Tal como las autoras sefialan, los principales errores
detectados en dlgebra se deben a la deficiencia en las
habilidades aritméticas de los alumnos, quienes encuentran
muy complicado entender y expresarse en el lenguaje
matemdtico. Con todo lo anterior, se vuelve evidente la
necesidad de contar con bases aritméticas sélidas antes de
iniciar a trabajar con dlgebra.



VISION DESDE APOE

Como se menciond al inicio del articulo, los trabajos de
Piaget indican que los individuos no aprenden de manera
lineal sino escalonada, lo cual implica que en el proceso
de aprendizaje el individuo realiza una reorganizacién de
los conocimientos que ya posee para afadir a sus
estructuras mentales el nuevo conocimiento, en este caso, el
concepto matemdtico.

Aqui radica la importancia de tener buenas bases
previas para aprender un nuevo concepto, si los niveles
anteriores  presentan incompetencias, deficiencias o
defectos serd dificil que los nuevos conocimientos queden
bien establecidos, ya que no podrén enlazarse los
conocimientos previos con los nuevos.

Para que la idea se entienda mejor se presenta un
ejemplo de la importancia de la aritmética en conceptos
algebraicos. Se analiza la resolucién de ecuaciones de
primer grado; para realizar este andlisis se hace una
descomposicién genética del concepto, esto es dividir dicho
concepto en las minimas partes que el alumno debe ir
aprendiendo, es plantear un camino en términos de
construcciones mentales que el estudiante debe seguir para
construir de manera exitosa el concepto. (Roa-Fuentes y
Oktag, 2010). La descomposicién genética se trabaja de la
construccién mental més simple, la accién, para terminar
con la mds compleja, el esquema; sin embargo, para
resaltar la importancia que tienen los niveles inferiores en
la formacién de nuevos conceptos realizaremos la

descomposicién del mecanismo mental mds complejo al
mds simple para poder recalcar la importancia que tienen
las bases previas antes de formar el conocimiento.

Resolucién de ecuaciones de primer grado

El concepto de resolucién de ecuaciones de primer grado
(REPG) lo tomaremos desde un punto de vista general,
donde el alumno no solo debe ser capaz de resolver la
ecuacién, sino que también sea capaz de interpretar
propiedades para analizarlas y poder resolverlas, y
ademés identificar problemas fuera del contexto
matemdtico. Es por esto que el concepto REPG puede ser
comprendido bajo tres conceptos que provienen de
diferentes construcciones mentales (Barbosa, 2003).

a) Interpretacién de REPG: podemos ver la resolucién
como un ente matemdtico que es necesario
interpretar y al cual lo podemos manipular a partir
de diferentes propiedades de los nimeros y de la
aritmética.

b) Resolucién de REPG: aqui es donde vemos qué tipo
de transformaciones son permitidas, cudl es el mejor
método para resolver el problema (algebraico,
gréfico, por software, efc.) o cémo se pueden
minimizar los cdlculos.

c) Identificacién de REPG: en esta parte es donde el
estudiante  debe  vincular  un  problema
descontextualizado y poder matematizarlo para
generar una ecuacién de primer grado y con esto
poder resolverla donde dicho resultado pueda
regresarlo a su contexto original.
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Estas tres diferentes construcciones mentales pueden
verse como esquemas de tal manera que hablemos del
esquema de interpretacién, el esquema de resolucién vy el
esquema de identificacién de resolucién de ecuaciones de
primer grado, a continuacién, se presentan las
descomposiciones de los tres esquemas.

Esquema de interpretacién

El esquema segin la teoria APOE es el conjunto de
mecanismos mentales necesarios para la concepcién del
concepto matemdtico. Quiere decir que es el conjunto de
acciones, procesos y objetos que se generaron para la
resolucién de ecuaciones de primer grado.

Obijeto
En este nivel el estudiante es capaz de concebir algunos
procesos que utilizé anteriormente para verlo como un
todo, generalizar los procesos, y construir transformaciones
sobre esta totalidad.

Aqui el estudiante es capaz de aplicar las
propiedades de los nimeros y la aritmética para interpretar
las ecuaciones, intuye como puede ser la respuesta de la
ecuacién, imagina como puede ser la gréfica y las
propiedades de la misma, es capaz de identificar una
ecuacién de primer grado con sus propiedades y
diferenciar la ecuacién de primer grado de otro tipo de
ecuaciones.

Proceso
En el nivel de proceso el estudiante es capaz de reflexionar
sobre el concepto, sin realizar acciones especificas sobre

él. Para nuestro ejemplo se dice que el alumno tiene la
concepcién de proceso del concepto REPG si tiene nociones
sobre las propiedades de las ecuaciones de primer grado,
si logra diferenciarlas de otro tipo de ecuaciones.

Sin embargo, no intuye cémo puede ser la respuesta
ni la gréfica de la misma, ademds que no puede utilizar las
propiedades de los nimeros para imaginar el posible
resultado de la ecuacién.

Accion
Es el nivel més simple, aqui el estudiante manipula
fisicamente el objeto, en este caso las ecuaciones de primer
grado.

En este nivel el estudiante intuye como es la ecuacién
de primer grado, la manipula y la compara con otro tipo
de ecuaciones, no puede relacionar las propiedades de los
nimeros con la ecuacién, no tiene bases para imaginar la
gréfica ni la posible solucién.

Pre-accion

Para que el estudiante pueda identificar las ecuaciones de
primer grado necesita ciertos conocimientos previos que se
denominan  pre-accién  (Barbosa, = 2003).  Estos
conocimientos son indispensables para comenzar a formar
el nuevo concepto, aqui es donde reside la importancia de
la aritmética, los conocimientos necesarios para el
concepto de REPG son: conocimiento de las propiedades
de los nimeros, conjuntos de los nimeros, algoritmos de las
operaciones aritméticas, propiedades de las operaciones
bdsicas, leyes de signos.



Sin estos conocimientos de pre-accién el estudiante no
podréd comenzar a identificar una ecuacién de primer
grado.

Esquema de resolucién

En este esquema se juntan los mecanismos mentales que
cred el estudiante para poder resolver las ecuaciones de
primer grado.

Obijeto
El estudiante tiene la concepcién de objeto de REPG cuando
es capaz de identificar el mejor método para las
ecuaciones que resuelve, ya sea de forma algebraica o
gréfica, domina las operaciones necesarias para la
resolucién y conoce las propiedades de las operaciones
para minimizar los célculos.

Proceso
Cuando el estudiante es capaz de resolver por un solo
método las ecuaciones de primer grado se dice que tiene
la concepcién de proceso del concepto.

Intenta resolver las ecuaciones de manera mecdnica,
a través de un algoritmo, generalmente el que mds domina,
pero no puede minimizar cdlculos por no conocer las
propiedades de las operaciones. No reflexiona sobre el
trabajo que realiza y lo lleva a cometer errores.

Accion
Se dice que el estudiante estd en el nivel de accién del
concepto REPG cuando utiliza valores uno a uno para
poder encontrar el valor que satisfaga la igualdad. No es

capaz de reflexionar sobre las propiedades de la ecuacién
y no conoce métodos para resolver el ejercicio, ni métodos
que minimicen cdlculos.

Pre-accion

Al igual que el esquema pasado se necesitan ciertos
conocimientos previos para poder comenzar con la
formacién del concepto de REPG. En este caso los
conceptos que necesita el estudiante son:

propiedades de las operaciones bdsicas, leyes de los
signos, algoritmos para las operaciones aritméticas y
conocimientos sobre grdficas de los nimeros reales.

Sin estas bases el alumno no puede concebir el
concepto de resolucién ya que no puede operar las
ecuaciones. Como en dlgebra se necesita un mayor nivel
de abstraccién mental, ya que se trabaja con variables y
ya no Unicamente con valores concretos como los nimeros,
es indispensable que tenga bien establecidas las bases de
la aritmética para poder crear la abstraccién.

Esquema de identificacién

No solo es importante la parte de resolver el problema e
identificar las propiedades de las ecuaciones, también se
enfoca en que el estudiante pueda identificar qué
problemas de la vida diaria pueden resolverse con
ecuaciones de primer grado, para esto se necesita que el
estudiante construya un esquema de identificacién de las
ecuaciones de primer grado.

Objeto

En este mecanismo mental el alumno es capaz de identificar
problemas descontextualizados, pasarlos a una expresién
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que él pueda resolver como ecuacién de primer grado,
para, una vez resuelto la ecuacidn, regresar al contexto
original. Tiene la capacidad de identificar que problemas
son de primer grado y cudles no.

Proceso

En este nivel el estudiante tiene dificultades para identificar
que problemas se pueden resolver con ecuaciones de
primer grado y cudles no.

Utiliza el mismo método para todos los ejercicios sin
reflexionar en las partes que componen el problema. En los
ejercicios que, si logra pasar a ecuaciones de primer grado
y logra resolverlas, tiene dificultades en pasar el resultado
al contexto original.

Accion
Aqui el alumno intenta resolver el ejercicio desde un punto
de vista l6gico, utilizando solo algunos datos que identificé
en el problema, pero sin pasarlo a un contexto matemdtico.
No identifica la ecuacién de primer grado que caracteriza
el ejercicio, pero puede llegar a resolverlo.

Pre-accion

Al igual que en los esquemas pasados es fundamental que
el alumno posea ciertos conceptos previos, en este caso
seria una identificacién de las operaciones aritméticas
desde un punto de vista fuera del contexto matemdtico. Que
sea capaz de identificar cuando utilizar fuera del aula las
operaciones y como utilizarlas, identifica los datos
principales y la idea de lo que se le pide.

COMENTARIOS FINALES

Desde la teoria constructivista de Piaget se viene
destacando la importancia de considerar los conocimientos
previos del individuo cuando se pretende que este adquiera
nuevos conocimientos y, a pesar de que en el sistema
educativo se aceptan estas teorias constructivistas como
base para el desarrollo de planes y programas, en las
clases de matemdticas ain se encuentra el obstdculo de no
tomar en cuenta dichos conocimientos previos antes de
enfrentar al estudiante a la nueva informacién, se obvia la
importancia de los mismos, lo que desemboca en que afio
tras afio los alumnos repitan los mismos errores y arrastren
concepciones equivocadas a sus siguientes cursos.

Ausubel Novak y Hanesian mencionan: “Si tuviese
que reducir toda la psicologia educativa a un solo principio
enunciaria este: El factor mds importante que influye en el
aprendizaje es lo que el alumno ya sabe. Averigiese esto
y enséfiese consecuentemente” (Ausubel, Novak vy
Hanesian, 1983, p. 1). El cual recalca lo que hemos
venido mencionando desde el punto de vista de la teoria
APOE, lo mds importante es que el alumno posea bases
sélidas en aritmética, que conozca los conceptos, sus
propiedades y pueda manejarlos adecuadamente, para
que los conceptos en dlgebra queden mejor
conceptualizados.

Con todo esto, abrimos las posibilidades a la
elaboracién de propuestas diddcticas, tomando los
lineamientos de la teoria APOE, que involucren activamente
los conocimientos previos de los estudiantes en los procesos



de construccién y adquisicién de nuevos conocimientos.
Para ello se tendria que analizar los conocimientos
aritméticos que el individuo posee, asi como sus
concepciones erréneas, y trabajar sobre ellos en un
proceso de transicién hacia el dlgebra, en el cual, el
alumno con las concepciones aritméticas correctas se
capaz de realizar los procesos de abstraccién necesarios
para llegar a concepciones algebraicas igualmente
correctas.
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RESUMEN:

El proceso de generalizacién aunque no aparece de manera explicita como una de las finalidades

que el alumno debe alcanzar en los tres ejes en que se divide el estudio de las matemdticas durante la
educacién secundaria, se ha considerado importante conocer cémo son las generalizaciones que los
alumnos plantean. Este trabajo tiene la intencién de dar cuenta de los procesos de particularizacién y
generalizacién, éstos Gltimos categorizados en reconstructivos, expansivos y disyuntivos. Los tipos de
generalizaciones fueron evidenciados en una préctica argumentativa realizada con estudiantes de tercer
grado de una telesecundaria del Estado de Querétaro, en actividades correspondientes al eje Forma,
espacio y Medida. Los resultados indican que el tipo de generalizaciones que los alumnos dan depende de
su dominio en el lenguaje matemdtico y de sus habilidades para validar conjeturas, hay alumnos que no
abandonan el proceso de particularizacién para avanzar a la generalizacién.

Palabras clave: generalizacién, particularizacién, argumentacién.

ABSTRACT:

Though the generalization processes does not appear in the explicit way as one of the purposes that the
students must reach in the three axes in which the mathematics study is divided during the secondary
education, it has been considered the generalization process important to know how they are the
generalizations that the students raise. This work has the intention of realizing of the processes of
particularization and generalization the above mentioned categorized in reconstructive, expansive and
disjunctive. The types of generalization were demonstrated in an argumentative practice realized with
students of the third degree in a telesecundaria school of Querétaro’s State in activities corresponding to
the axis Forms, space and measure. The results indicate that the type of generalizations that the students
give depends of his domain in the mathematical language and on his skills to validate conjectures there are
students who do not leave the particularization process to advance to the generalization.

Key words: arguments, generalization, particularization.
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INTRODUCCION

Consideraciones generales

El estudio de las matemdticas en educacién bdsica
considera tres ejes, Forma, Espacio y Medida, Sentido
numérico y pensamiento algebraico’ y Manejo de la
informacién. Para cada uno de ellos se esperan finalidades
que el alumno debe alcanzar durante su estancia en la
secundaria. Uno de los fines mds relevantes del eje sentido
numérico y pensamiento algebraico, es el de generalizar
ngﬁi?d Jézs aritméticas mediante el uso del dlgebra (SEP,

Este trabajo tiene el objetivo de evidenciar el
proceso dual de generalizacién-particularizacién realizado
por alumnos de tercer grado de secundaria, en actividades
de temas correspondientes al eje Forma, Espacio y Medida.
Conviene aclarar que en los Planes y Programas de Estudio
(2011) para educacién secundaria, no se hace explicito el
descrroh)o en el estudiante del proceso de generalizacién,
es sblo en el eje Sentido numérico y pensamiento
algebraico donde aparece. Sin  embargo se ha
considerado que dicho proceso (generalizacidn) estd de
manera técita en los otros dos ejes.

REFERENTE TEORICO

El enfoque ontosemisdtico de la instruccién
matematica

El Enfoque Ontosemidtico de la Instruccién Matemdtica

] es un modelo tedrico compuesto por cinco niveles
que pretenden describir, explicar y valorar los procesos de
instruccién matemdtica (Font, Planas, 2010). El modelo
tiene herramientas para una diddctica descriptiva y
expleico’rivo que ayuda a responder 3qué ha sucedido y por
qués

INSTITUCIONAL

PERSONAL

Figural. Modelo del EOS y los procesos duales.
los cinco niveles para el proceso de instruccién se
describen a continuacién:

1. Andlisis de los tipos de problemas y sistemas de
practicas.



2. Elaboraciéon de las configuraciones de obijetos y
procesos matematicos.

3. Andlisis de las
diddcticas.

trayectorias e interacciones

4. ldentificacién del sistema de normas y metanormas.

Valoracién de la idoneidad didactica del proceso de
instruccion.

El primer nivel pretende estudiar las prdcticas matemdticas
realizadas en un Froceso de estudio matemdtico, tomando
en cuenta tanto al agente que realiza la préctica, como el
contexto en que se ejecuta dicha préctica. Dado que el
agente realiza occionegcforc la resolucién de situaciones
problema, hay que considerar otros aspectos como valores,
intenciones, objetos y procesos matemdticos.

El segundo nivel de andlisis se enfoca en los objetos y
procesos que intervienen en las précticas, asi como los que
emergen de ellas. Este nivel de andlisis describe la
complejidad ontosemidtica de las prdcticas matemdticas
como factor explicativo de los conflictos semiéticos.

El tercer nivel implica el andlisis didéctico con
orientacién a describir de los patrones de interaccién, los
conflictos y su resolucién, asi como la relacién con los
aprendizajes de los estudiantes.

El cuarto nivel de andlisis estudia la relacién de normas
y metanormas que condicionan los procesos de instruccién,
en este nivel hay que tomar en cuenta los fenémenos de
interaccién social que suceden en los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matemdticas.

. El quinto nivel se centra en la valoracién de la
idoneidad didéctica de los niveles previos, con la

intencionalidad de identificar mejoras del proceso de
estudio en nuevas implementaciones.

El EOS segin Rubio (2012) propone procesos
matemdticos que fueron agrupados por familias, ya que
oseen caracteristicas en comun si se comparan dos a dos.
a figura muestra dichos procesos identificados en el
decdgono, la flecha doble color azul refiere al proceso dual
que este trabajo priorizé.

El proceso de Generalizacién

la generdalizacién segun Krutestskij 41976) se puede
distinguir desde dos niveles, la habilidad personal para ver
algo general y conocido en lo que es particular y concreto
(someter un "caso particular ‘@ un concepto general
conocido) y la habilidad para ver algo generolg/ fodavia
desconociJo en lo que es particular y aislado & educir lo
general a partir de casos concretos para formar un
concepto). En términos escolares para un alumno una cosa
es ver la posibilidad de aplicar una férmula conocida a un
caso particular y ofra cosa es deducir una férmula
esconocida a partir de casos particulares.

El tipo de generalizacién depende de las
construcciones men’ro?es del individuo (Harel & Tall, 1991).
Se han distinguido tres tipos de generalizacién de los
esquemas cognitivos segin Harel & Tall (1991), hay
expansiva, reconstructiva y disyuntiva. Lla expansiva
cuando el sujeto amplia el rango de aplicabilidad del
esquema sin reconstruirlo. la reconstructiva cuando el
sujeto reconstruye un esquema existente en orden a ampliar
su aplicabilidad. Lla generalizacién del esquema es
disyuntiva cuando el sujeto construye un nuevo esquema no
conectado con los existentes.

El proceso complementario a la %anerolizocién es la
particularizacién, pues implica trabajar con objetos
matemdticos individualizados, si se toma en cuenta la
propuesta de Krutestskii, asi como la de Harel y Tall, se
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habla en ambos casos <1ue para llegar a la ?enerolizocién,
hay que recurrir al empleo de casos particulares.

METODOLOGIA

Este trabajo sélo toma los dos primeros niveles de andlisis
propuestos por el EQS, de manera que la prdctica
matemdtica que se analizé fue la de argumentacién que es
evidenciada en las respuestas de los alumnos a las tareas
planteadas. El proceso en el gue se centrd la atencién fue
el de generalizacién identiticada en los argumentos
proporcionados por los alumnos.

El experimento de ensefianza se llevé a cabo en una
escuela secundaria del estado de Querétaro, de la
modalidad de telesecundarias, con 28 alumnos del tercer
grado, en un laboratorio de cémputo, en lap tops.
frabajo se realizé por parejas y las evidencias fueron
recabadas en hojas de trabajo, archivos en Geogebra y
grabaciones de audio.

Estructura de las hojas de trabajo

Llas actividades planteadas  corresponden a los temas
vigentes para el tercer grado del eje Forma, espacio y
medida del Plan de es’rudlosof)oro educacién secundaria. La
organizacién de las actividades se realizé tomando en
cuenta la unidad cognitiva de los teoremas (referencia).

[ Exploracién ]

[ Planteo de Conjetura ]

4

[ Exploracién y Sistematizacion ]

4

[ Elaboracién de argumentos ]

Figura 2. Etapas de la Unidad Cognitiva de los Teoremas.

Se describe de modo general cada una de las etapas,
donde conviene aclarar que en una misma actividad se
presentaron etapas repetidas, pues la hoja de trabajo
requeria del planteo de mas de una conjetura, por lo que
era necesario explorar, plantear la conjetura y argumentar
en reiteradas ocasiones.

Etapa de Exploracién: los alumnos en construcciones
realizadas en Geogebra 'y Iguic:wlos por preguntas observan
regularidades, en tridngulos, en paralelas cortadas por
transversales, etc.

Etapa de Planteo de Conjetura: una vez que se
observaron las regularidades, los alumnos guiados por
preguntas se esperaba que glon’recron una conjetura.

Efapa de EXFlorocién y Sistematizacién: al plantear la
conjetura los alumnos habran de verificarla, por lo que se



les pide que observen sus construcciones, las propiedades
geométricas o las caracteristicas que anotaron en la
conjetura.

Elaboracién de Argumentos: verificada la conjetura en
la etapa anterior, los alumnos habrén de escribir los
argumentos producto de la observacién de regularidades.

Descripcién de las actividades

Las actividades se disefiaron con base en los temas
Eropuestos para el tercer grado de secundaria del eje

orma, espacio y medida, de los planes de estudio vigentes
(2011]. Se relacionaron entre si siete temas con la finalidad
de que el alumno tuviera elementos sélidos para construir
argumentos a sus conjeturas.

La primera actividad fue la circunferencia como lugar
geométrico, donde la finalidad era que el alumno
construyera el concepto de circunferencia a partir de la
exploracién en una construccién en Geogebra.

La segunda actividad consistié en establecer la rigidez
triangular y la desigualdad triangular como condiciones
para construir tridngulos. Los alumnos debian enunciar las
dos reglas a manera de generalizacién.

La tercera actividad fue la de identificar y definir los

dngulos opuestos por el vértice, asi® como los
correspondientes en rectas paralelas.
la cuarta actividad  fue determinar mediante

construcciones los criterios y los no criterios de congruencia
en tridngulos. Llos alumnos debian usar conceptos
matemdticos establecidos con anterioridad como * los
dngulos correspondientes y los opuestos por el vértice.

La quinta actividad consistié en enunciar el Teorema de
Tales mediante construcciones en Geogebra, ademés
debian apoyar sus conjeturas con los conceptos
matemdticos anteriormente construidos.

La sexta actividad fue establecer los criterios y los no
criterios de semejanza en tridngulos. Las conjeturas debian
validarse con los conceptos matemdticos anteriormente
abordados como la proporcionalidad de segmentos, pero
ahora aplicada a tridngulos, la razén de proporcionalidad,
en este caso como razoén de semejanza.

La séptima actividad abordé la homotecia directa e
inversa donde los alumnos debian formular las pr%)iedodes
geométricas de figuras homotética cuando k <0, k>1, k
enfre Oy Tyk=1.

RESULTADOS Y DISCUSION

Dada la insuficiencia en la precision del lenguaije
matemdtico por parte de los alumnos para redactar
argumentos que se orienten a la generalizacién, en el
sentido estricto de la palabra, se optd por identificar dicho

roceso con base en ﬁ] clasificacién propuesta por Harel y
?oll (1991). Respecto a la particularizacién se considerd
implicito en la categorizacién mencionada.

El total de preguntas analizadas fue de 945 de las siete
actividades, '~ aunque  aparecieron  ofros  procesos
matemdticos en las respuestas de los alumnos este estudio
sélo va a reportar los de generalizacién y particularizacién.

Tabla 1.Frecuencia de aparicién de proceso de generalizacién y
particularizacién

Proceso Frecuencia de
matematico aparicion
Generalizacion 18%
Expansiva
Generalizacion 17%

Disyuntiva
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Generalizacion 7%
Reconstructiva

Particularizacién 9%
Otros procesos A1%

Las figuras representan ejemplos de los procesos de
generalizacién y particularizacién, para cada una de ellas
se hard una descripcién breve con el fin de proporcionar
una orientacién de por qué se clasificaron de esa manera.

La particularizacién se observé en esta respuesta, la
actividad consistié en elaborar la regla de la desigualdad
triangular con base en la construccion de un triéngulo en
Geogebra con circunferencias intersectadas, donde al
moverlas el triGngulo podia desaparecer, por lo que los
alumnos debian “enunciar por qué poscga tal hecho,
después de plantear y validar esa conjetura para ese caso,
debian generalizar para todos los tridngulos. La respuesta
se tomd como particularizacién porque anota de manera
separada cémo son los segmentos para tridngulos
escalenos, isdsceles y equildteros, no logra generalizar a
todos los tridngulos.

10, ¢Que caracteristicas deben tener entonces los seqmentos para fa construccion el

) { e L sy . [ . ’
tridngule? ¢/ fode5 difetentes , 10005 1070/
0 deg /9%//05 Voo feiont:

Figura 3. Ejemplo del proceso de Particularizacién.

La figura 4 es un ejemplo de generalizacién del tipo
disyuntiva que se presenté en la actividad de homotecia
directa, cuyo obijetivo era que el alumno con ayuda del
software observara y enunciara lo que sucedia con los
vértices correspondiente de la figura homotética, se les
pedia no cruzar el centro de homotecia porque esta primera

actividad estaba enfocada a la homotecia directa. En este
ejemplo el alumno estd respondiendo como si se tratase de
una figura, cuando la pregunta alude a los vértices. El
sujefo “construye un nuevo esquema puesto que puede
identificar visualmente cudndo es proporcional y cuéndo es
congruente la  figura de acuerdo a  determinadas
propiedades de la construccién 'y a los conceptos
matemdticos construidos en actividades anteriores como las
ropiedades de los tridngulos semejantes y congruentes.
in embargo no puede decir qué sucede con los vértices
correspondientes. Su nuevo esquema, que seria el de tomar
como sinénimos vértices ?/ figuras, parece inconexo con los
ofros esquemas como [a congruencia y semejanza de
Figuros porque no responde para los vértices sino para las
iguras.

5, Mueve el tridngulo mayor por el'vértice 4, , sin cruzar el Centro de' Homotecia
y responde: ¢Qué sucede con el vértice correspondiente de A, B y C? Sugerencia:
activa “rastro” para cada vértice correspondiente.CS  plotaciom( y ot /' ve
(Ba' j 1 q choear ¢ wgrvr///‘ ,fm al $eram /‘a(é

0 Mdyoidy @ profercion
Figura 4. Ejemplo de Generalizacién del tipo disyuntiva.

Lla actividad de semejanza consistié en enunciar los
criterios a partir de la construccién realizada en Geogebra
del Teorema de Tales, la figura 5 refiere al criterio lado,
lado, lado y se tomé como un ejemplo de generalizacién
del tipo reconstructiva porqrue el alumno Treconstruye el
esquema que tenia sobre las tiguras a escala para aplicarlo
a la nueva situacidon que se le presenté concerniente a
tridngulos y asi es decir se ampliar su aplicabilidad.

2. Con base en tus resultados responde: éComo son los lados de los tridngulos? éPor
qué? Spn a CScalo

Figura 5. Ejemplo de Generalizacién del tipo reconstructiva.



La generalizacién expansiva se eéjemplifico en la figura
6 que corresponde a la actividad del teorema de Tales,
donde los a?umnos debian establecer la constante de
proporcionalidad de segmentos. La definicién se fue
construyendo  con la_ " comparacién de  segmentos
obteniendo el cociente. Se consideré como generalizacién
expansiva la respuesta del alumno, ya que tiene el esquema
referente al teorema de Tales y aplicd la definicién para
establecer la condicién que debe cumplirse al comparar
segmentos, no hay movilizacién del esquema, ni tampoco
se tracciona, sélo se amplia el rango de aplicabilidad, esto
es que el alumno concluyé ‘que la constante de
proporcionalidad es el Teorema de Tales.

11. ¢Qué condiciones se deben cumplir al comparar segmentos? ¢CO6mo llamarias a

dicha condicién? TP.O\ FA NN 'd(; "‘\0\\63
Figura 6. Ejemplo de Generalizacién del tipo expansiva.

Los resultados indican que aunque los alumnos llegan a
establecer generalizaciones lo qlmolcen con conceptos
erréneos o inventados, confunden las propiedades de las
figuras semejantes, con las de las congruentes, no hay
orden en sus respuestas eso quiere decir aunque empleen
casos particulares en algunas tareas que asi lo requerian,
no garantizé que eso los condujera a la generalizacién. Las

eneralizaciones expansivas predominan como proceso en
os alumnos en donde no hay reconstruccién de esquemas
o bien construyen nuevos, péro éstos no guardan relacién
con los previos.

COMENTARIOS FINALES

A pesar de que los alumnos llegan a generalizar esta
primera exploracién evidencia una carencia del lenguaje
matemdtico, de ahi que se recomiende incitar al alumno a
nombrar debidamente a los objetos mateméticos, ya que
parecen no abandonar las expresiones cotidianas al

construir sus respuestas. Convendria también ayudarle al
alumno a distinguir los conceptos matemdticos en los
miltiples campos, pues frafan en geometria como sinénimos
los conceptos de igualdad y congruencia.

La generalizacién es un proceso matemdtico importante
que debe desarrollarse en los alumnos, éste debe mejorar
conforme el estudiante vaya avanzando en el aprendizaje
de los objetos matemdticos, con la finalidad o‘e
perfeccionar las formas de expresién al momento de
comunicar sus generalizaciones. Si los esquemas de los
alumnos se reconstruyen y se ligan con los ya existentes en
términos de Piaget (25]0) el objeto ‘matemdtico se
transformaria y se dotaria de un nuevo significado.
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RESUMEN

El curriculo actual de matemdticas demanda planear actividades que desarrollen
competencias clave en los alumnos, Utiles en su formacién como individuos y requeridas
para alcanzar metas colectivas. En este trabajo se reporta una actividad artistica y
matemdtica para introducir el concepto de elipse en la materia de Geometria Analitica
de la Escuela de Bachilleres UAQ. La actividad se fundamenta en el enfoque por
competencias y bajo la filosofia de matemdticas realistas propuesta por Freudenthal.

Palabras clave: educacién, Geometria Analitica, competencias, matemdticas realistas.

ABSTRACT

The current mathematics curriculum demands to plan activities that develop student’s key
competencies, useful in their training as individuals and required in helping to accomplish
collective goals. In this work an artistic and mathematical activity is reported to introduce

the concept of ellipse in Analytical Geometry class from the Bachilleres school at UAQ.
The activity is based on the competence approach and the philosophy of realistic
mathematics proposal by Freudenthal.

Key words: education, analytical geometry, competencies, realistic mathematics.
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INTRODUCCION

La educacién busca la integracién de las personas frente a
una sociedad en plena evolucién, tiene como objetivo
formar individuos que tengan los medios personales y
materiales para continuar con un desarrollo intelectual,
moral, laboral y disciplinario.

El aprendizaje de las matemdticas es un reto para
los docentes que las ensefian, se requiere el desarrollo de
competencias que han sido valoradas y estudiadas en
investigaciones nacionales e internacionales. El enfoque
demanda en el nivel medio superior que los alumnos
desarrollen  tanto  competencias  disciplinares  como
genéricas que forman parte del perfil de egreso de la
escuela de bachilleres de la Universidad Auténoma de
Querétaro (Escuela de Bachilleres Universidad Auténoma
de Querétaro, s.f.).

Al ensefiar matemdticas se espera que los alumnos
sean hdbiles para realizar actividades  usando  su
razonamiento légico -pero también en el uso del lenguaije
y de las TIC- y ademds adquieran habilidades como el
trabajo colaborativo, la comunicacién, la autonomia,
entre otras.

El profesor, ademds de permitir que los alumnos
escalen niveles cognitivos, debe permitirles desarrollarse
en un medio donde puedan adquirir estas habilidades.
Uno de los principales objetivos de la Geometria Analitica
es que los alumnos puedan establecer una conexién entre
la Geometria y el Algebra, es decir, reconozcan que un

dibujo en el plano cartesiano puede ser representado
también como una ecuacién algebraica.

la Geometria  Analitica permite  desarrollar
habilidades matemdticas claves para el futuro del
estudiante de bachillerato: la capacidad de abstraccién y
generalizacién, asi como la valoracién del lenguaje
algebraico como una potente herramienta  para
representar de manera matemdtica relaciones y
propiedades de lugares geométricos (Escuela de
Bachilleres Universidad Auténoma de Querétaro, s.f.).

En este articulo se reporta una actividad artistica
elaborada en el curso de Mateméticas V (Geometria
Analitica) de la Escuela de Bachilleres de la UAQ, como
parte introductoria al tema de la elipse. Ademds de dar
una breve descripcién de la actividad, se reportan
resultados del desempefio de los alumnos al realizarla y
las competencias que se involucran.

FUNDAMENTACION

Se puede reconocer a la educacién como un proceso
social, por extensién la educacién matemdtica también es
un proceso social (Bishop, 1980). Bajo esa premisa no se
puede ver la ensefianza de las matemdticas como un
conjunto de conocimientos, sino como la interaccién de
esos conocimientos con el individuo; de esta interaccién
depende el buen aprendizaije.

Al aprender matemdticas los alumnos deben
desarrollar competencias que lo lleven al saber hacer,



saber ser y saber conocer, para permitir una formacién
integral de los individuos de la sociedad.

En la actudlidad, la globalizacién y la
modernizacién exigen comprender y funcionar dominando
las tecnologias y las grandes cantidades de informacién
disponibles; asi como desafios colectivos para el beneficio
de la sociedad para tener un balance econdémico y
sustentabilidad  ambiental con equidad social. Las
competencias que los miembros de la sociedad necesitan
para alcanzar metas se han ido haciendo cada vez mas
complejas (Rychen & Salganik, 2001). Entonces para
definir competencia se deben tomar en cuenta varios
factores:

Una competencia es mds que conocimientos y
destrezas. Involucra la habilidad de enfrentar

demandas  complejas, apoydndose en vy
movilizando recursos psicosociales  (incluyendo

destrezas y actitudes) en un contexto en particular.
Por ejemplo, la habilidad de comunicarse
efectivamente es una competencia que se puede
apoyar en el conocimiento de un individuo del
lenguaje, destrezas prdcticas en tecnologia e
informacién y actitudes con las personas que se
comunica (Rychen & Salganik, 2001, p 3).

Las competencias clave son descritas por Rychen &
Salganik, (2001) quienes las integran en tres amplias
categorias que los docentes deben considerar al planear
sus actividades: usar herramientas de manera interactiva
(ej. lenguaje, tecnologia), actuar de forma auténoma e
interactuar en grupos heterogéneos.

Los alumnos deben realizar actividades que les permitan
relacionarse con diferentes tipos de herramientas
tecnoldgicas o fisicas, poder comunicarse con los demds,
asi como tomar la responsabilidad y el manejo de su vida.
“la necesidad de que los individuos piensen y actien
reflexivamente es fundamental en este marco de

competencias” (Rychen & Salganik, 2001, p.4).

La reflexién se desarrolla cuando los alumnos dejan
de seguir métodos o técnicas, aplicando férmulas de
forma rutinaria, y permiten la interaccién con otros medios
que les llevan a aprender de las experiencias y a actuar
criticamente.

Los docentes deben considerar que si bien las
verdades matemdticas son las mismas en todas partes y
para cualquier persona, esto no significa que la
educaciéon matemética deba ser igual en todas partes. La
ensefianza de las matemdticas debe tomar en cuenta la
individualidad del alumno y los contextos sociales y
culturales.

Los planes de estudios, los exdmenes, los libros, la
formacién de ensefantes y la investigacién estdn
dominados por el énfasis en el conocimiento de la
materia y en la ejecucién de la técnica.(...)lo que
en verdad necesita un ensefiante no es un texto,
sino actividades y recursos que contribuyan al
desarrollo de los alumnos (Bishop, 1980, pp. 26 y
29).

Es necesario fomentar, entonces, “la capacidad de los
alumnos para resolver y responder adecuadamente en
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situaciones  que requieren de la utilizacién  del
conocimiento matemdtico y de las destrezas propias del
pensamiento  matemdtico”  (Romero, Gonzélez, &

Quintanilla, 2014).

Bajo estos fundamentos han surgido corrientes

dentro de la diddctica de las matemdticas que toman en
cuenta al aprendiz y al medio, ademds del conocimiento
matemdtico. La educacién matemética realista es una
filosofia propuesta por Hans Freudenthal, se resume en
que esta debe ser cercana a la realidad de los alumnos, y
ser relevante para la sociedad con el fin de constituir un
valor humano (Bressan, Zolkower, & Gallego, 2004).
Los alumnos deben tener la oportunidad de reinventar la
matemdtica, es decir, no la crean ni la descubren sino
reinventan modelos, conceptos, operaciones y estrategias
matemdticas, con un proceso similar al que usan dl
inventarlas (Bressan et al., 2004).

La Educaciéon Matemdtica Realista no pretende ser
una teoria general del aprendizaje, como lo es, el
constructivismo, sino que es una filosofia, que se concreta
en un conjunto de teorias locales de ensefianza de temas
de la matemdtica (Gallego & Bressan, 2011).

El énfasis en matematizar la realidad se instala en
lo que se llama matemdticas para todos, Freudenthal
destaca que no todos los estudiantes son futuros
matemdticos, para la mayoria, toda la matemdtica que
necesitan es la que les serd Otil para resolver problemas
en las situaciones de la vida diaria. Sin embargo, es
necesario a veces para los docentes dejar atrds los

problemas de la vida cotidiana y referirse a la matematica
para mostrar constelaciones de conceptos, estructuras y
sistemas que hayan sido inventados y probados dentro de
ella (Gravemeijer & Teruel, 2000).

la realidad es entendida como una mezcla de
inferpretacién y experiencia sensible, lo que implica que
la matemdtica también puede formar parte de la realidad
de una persona. Realidad y lo que cuenta como sentido
comdn para una persona no son cosas estdticas sino que
crecen y son afectadas por los procesos individuales de
aprendizaje (Gravemeijer & Teruel, 2000).

Los alumnos deben realizar actividades que les
permitan relacionar la  matemdtica con su entorno,
despierte su interés y promueva su creatividad. Los
alumnos deben manipular modelos, construir definiciones
y matematizarlos para resolver problemas.  Estas
construcciones les permitirdn desarrollar competencias y
llegar a mejores niveles de comprensién de la matemdtica.
Sin embargo, debemos reconocer que, para cumplir
ambos objetivos se deben seguir varios procesos
cognitivos de los estudiantes que permitan su desarrollo
dia a dia, es decir, toda la comprensién no estd en una
sola actividad, sino en un proceso de ensefianza apoyado
en estas actividades, como plantea Godino (2002, p 14):

El reconocimiento de la complejidad del
conocimiento  matemdtico debe llevarnos a
reconocer también una complejidad para el logro
de la competencia y comprensién matemdtica, las
cuales no pueden ser concebidas como estados



dicotémicos, esto es, se tiene o no, competencia, se
comprende o no se comprende un contenido
matemdtico. Se tratan mds bien de procesos en
progresivo crecimiento y mejora, que, ademds,
deberdn ser valorados relativamente a los contextos
institucionales correspondientes.

DESARROLLO METODOLOGICO

El curriculo de Geometria Analitica en la escuela de
bachilleres se estructura con cuatro unidades, siendo la
cuarta correspondiente al tema de las cénicas. La elipse es
la tercera cénica que se estudia en el curso, los alumnos
tienen una idea intuitiva del concepto de elipse; pues al
incio de la unidad se dio una introduccién a las cénicas
donde se explica su origen y la ecuacién general.

Sin embargo, no se ha dado una definicién formal
de elipse, la actividad que se describe a continuacién
tiene por objetivo que los alumnos deduzcan la definicién
por medio de la construccién grdfica de ocho elipses en
un plano que formen una mandala para decorar.

El trabajo de clase, llamado actividad artistica, se
elaboré en dos grupos de 55 y 56 alumnos, se trabajé en
parejas con la finalidad de fomentar la colaboracién entre
ellos; se llevd a cabo en tres sesiones de una horg,
algunos alumnos terminaron la decoracién en casa por
falta de tiempo.

Con la actividad se pretende ayudar al desarrollo
de competencias genéricas y disciplinares que son parte

del objetivo de la materia y del perfil de egreso de los

estudiantes de la Escuela de Bachilleres. En cuarto
semestre  los  estudiantes  contindan  desarrollando
capacidades y habilidades bdsicas como la  del

razonamiento matemdtico, el uso adecuado del lenguaije y
su capacidad lectora; el docente debe proporcionar
recursos, herramientas y actitudes adecuadas que
permitan a los egresados participar en esta sociedad del
conocimiento ya sea incorporédndose al siguiente nivel
educativo o en su caso al dmbito laboral (Escuela de
Bachilleres Universidad Auténoma de Querétaro, n.d.).

Se espera, entonces, que el estudiante sea cada
vez mds auténomo al enfrentar las dificultades que se le
presenten durante la actividad; exprese sus ideas
utilizando distintas representaciones y elija un lenguaije
adecuado; piense critica y reflexivamente; aprenda de
forma auténoma cuando revise sus procesos de
construccién del conocimiento matemdtico y los relacione
con su vida u ofras édreas del conocimiento; trabaje de
forma colaborativa, aportando ideas y soluciones.

La actividad se realiza en dos partes: primero se les
da instrucciones concretas de cémo dibujar una mandala;
posteriormente se les pide que analicen su construccién y
con base a ella definan el concepto de elipse; se finaliza
con el cdlculo andlitico de la ecuacién de una de las
elipses que dibujaron.

la primera parte de la actividad comienza con una
introduccién para explicar una de las relaciones que hay
entre el arte y la matemdtica: la simetria. La introduccién
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tiene como finalidad fomentar que los alumnos realicen
una conexién de la matemdtica con otro tema fuera de
ella. Es decir, matematicen su realidad, para que después
aprendan  definiciones de objetos matemdticos al
inferactuar con su representacién grdfica. A continuacién
se presenta la actividad.

La siguiente actividad tiene como finalidad hacer
un trabajo artistico que represente ecuaciones
matemdticas. Elige una pareja con la que te sea
cémodo trabajar, si lo prefieres también puede
realizarse individualmente.

La actividad contiene instrucciones especificas de
cémo realizar una plantilla:

1. Adhiere con lapiz adeshivo el papel milimétrico

al papel cascarén de tal forma que cubra toda el drea

2. Dibuja con l4piz fino un plano cartesiano cuyo
origen sea el centro de tu plano milimétrico {...).

3. Dibuja con lapiz fino dos rectas que pasen por
el origen de tu plano de tal forma que cada un divida a
la mitad cada cuadrante (...).

4. Dibuja con compds una circunferencia con
centro en el origen y radio igual a una unidad |...).

5. Observa los puntos donde intersectan ambas
circunferencias con las rectas (incluyendo los ejes) y
remdrcalos con |dpiz. En los 16 puntos remarcados
inserta cuidadosamente un alfiler...La figura obtenida
hasta ahora debe ser la de la imagen, en donde cada
cruz del dibujo representa un alfiler.

6. Recorta un pedazo de hilo de aproximadamente
18 c¢cms. Amarra el hilo a uno de los alfileres dejando
aproximadamente 3 cms de un lado del alfiler y 15 cms
del ofro lado. Ahora debes amarrar la parte larga del
hilo al alfiler que se encuentre en la misma recta y el
mismo cuadrante del primero al que amarraste el hilo,
de tal forma que la longitud del hilo entre un dlfiler y
otro sea 12 cms (es decir 6 unidades de tu dibujo)(...).

7. Coloca la mina de lépiz gruesa entre tu hilo y
los alfileres (...). Mueve la mina suavemente sin
despegarla y sin dejar de estirar el hilo de tal forma
que con este movimiento dibujes una cénica |...).

8. Realiza el procedimiento 6 y 7 usando cada
pareja de alfileres de tu dibujo que se encuentran

alineadas 'y en el mismo
cuadrante.

S : S 9. Observa la figura
‘ formada y decérala con colores
e a tu gusto (...).

L

x~—————— En la segunda parte de la

actividad se espera que el
alumno haya entendido que
X X con el procedimiento se dibujé
una elipse que puede definir.
: Se pide a los alumnos
Imagen 1. contesten las preguntas:

5Qué figura se formé al dibujar
con la mina y el hilo25Qué figura se formé al hacer el
procedimiento 8 veces? Define elipse, apoyéndote del
procedimiento que usaste para dibujarla.



En esta parte se espera que los alumnos logren
identificar el lugar geométrico que dibujaron y lo puedan
definir dados dos puntos fijos y un punto que se mueve.

Finalmente se solicita que resuelvan una parte analitica,
eligiendo una sola elipse de la cual pueden obtener su
ecuacién usando la definicién.  Se pide dibujen en un
plano cartesiano un boceto de la elipse de la cual
obtendrén su ecuacién. Por dltimo los alumnos escriben
una conclusién y una reflexién de su trabajo.

RESULTADOS

Al redlizar la actividad encontramos  resultados
interesantes que serdn descritos a continuacién.
Primeramente diremos que los alumnos trabajaron
sin grandes dificultades la parte préctica, la gran mayoria :
se sintieron motivados al realizarla, usando todas sus Imagen 2. Fotografias de mandalas hechas por los alumnos
habilidades; fue dtil para los alumnos realizar el trabajo
en parejas, lo cual permitié fomentar la colaboracién y
desarrollar competencias de comunicacién con otros.
Al realizar la actividad, los alumnos se expresaron
artisticamente, utilizaron diferentes técnicas como lépiz,
colores, pintura acrilica, confeti, collage. Se muestran
algunos de los cuadros finales decorados en la actividad:
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A continuacién se muestra una tabla de los
resultados obtenidos en las preguntas que se hicieron
posteriores a la actividad prdctica:

Observaciones Si No Medianamente
Contesta correctamente qué figura se formé al dibujar o o
. : 92% 8% -
con la mina y el hilo.
Contesta correctamente qué figura se formé al hacer el o o
. 96% 4% -
procedimiento ocho veces.
Define correctamente la elipse.’ 19% 46% 35%
Ubica correctamente la elipse que elige para calcular su
ea ¢ s aReSias b 58%  42% :
ecuacién en el plano cartesiano.
Calcula correctamente la ecuacién del lugar geométrico 62% 38% -
Escribe una opinién positiva de la actividad.? 69% 19% -

Tabla 1. Respuestas de 55 alumnos que realizaron la actividad.

'Se considera correcto cuando el alumno escribe una
definicién que cuenta con todos los elementos del lugar
geométrico llamado elipse y los relaciona correctamente.
Se considera medianamente correcto cuando logra
identificar los elementos pero no relacionarlos o relaciona
correctamente algunos elementos pero no identifica todos.
2 El 12% no escribié ninguna opinién de la actividad.



Analizando las respuestas de los alumnos, la Define elipse, apoyandote del procedimiento que usaste para dibujarla \
mayoria identifica la gréfica de la elipse y la figura final ona Gqura ovdada, dargada Y de\gon con é\%i\c\\f{ X
que se formé; algunos la llaman flor, otros mandala. consomtes, ocvpa 0 espccrd geowadkned en @ Qe

f - I 5. Definicién de elipse d | :
Se encontraron  dificultades  para  definir magen ». Letinicion de elipse de on dlumne

correctamente la elipse, solo el 19% (Tabla 1) logré Otros alumnos, asociaron su procedimiento con el
deflnlrlc de forma coherente, entendible Yy usando su trazo de una Circunferenciql por lo tanto asocian la
construccién (Imagen 3). Un 35% logré una definicion definicién de elipse a la de circunferencia (Imagen 6).

carente de elementos, o con un uso inadecuado del

|engUG|e (Imagen 4)' sin e.mbargo enherjde eI C(.)ncepto' El Define elipse, apoyandote del procedimiento que usaste paradibujarla: e AO oL /C(c - ch"—‘:
46% de los alumnos asocian la definicién de elipse con la £ R i ke or1E o B8 e

. T .. . =20 7 Mo A

figura geométrica y sus conocimientos previos, con un uso dos Focos y un porte ¢

inadecuado del lenguaje (Imagen 5). Imagen 6. Definicién de elipse de un alumno.

e S U Los alumnos deben dibujar en un plano cartesiano
:CQN\Q.I\\Q\QS 2n  \og Q\‘QSQ\ N S > . \ C  QSA\Ge 7 | ,f. d | I. d I | | | , .«
B . e s TRy son Nowodos Seos. ] a grdfica de la elipse de la cual calcularén su ecuacién.
\ Y 2 WARAS = TLR2OMOS  poran ADu\ox T . .
105 pustes  Que Bescrloen & Ay, fcmt\(\;‘)’?& fearite o El 58% ubica correctamente la elipse, dados los focos, un
(086 porto  cumple con \o CBod N ‘15 S > QMgse v 42(7 f d | f | &rti b d | |
o Vo RN SHE e e e % confunde los focos con los vértices, ubicando mal la
3 = NIVEY o\ O\ eo © S\Ctany ch i .
B e Taeento o0 Yo coided No s B e S elipse (Imagen 7).
,-"em?re T & un‘émsl \ﬂéa?er\é\e.r-\cme_‘\h W z:ﬂ- AT
Cocomvoxa \o  vane Y rozondo., 2

Imagen 3.Definicién de elipse de un alumno.

=

Es el lUSL'
OI’S’JVYHWQ

Cons‘—l-onh “ag
3 E"'(‘Vh—l yam c s
gol‘;,' of esde tipe c cénics o e\ sig) e X :
= ]
@.ft?‘:;u, o
1 &
Imagen 4. Definicién de elipse de un alumno.

T
e ;
9 OM("‘LYK‘O oh\ Penty CtV( Se WMueye C.Lf-r\c{r Su

SR e respecto o los clos foces o Wand. ¢

Imagen 7.Elipses ubicadas en el plano cartesiano por los alumnos.
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Por Gltimo, el 62% de los alumnos logra calcular
correctamente la ecuacién de la elipse. Para calcularla se
requiere de la condicién que define a la elipse dibujando
su lugar geométrico:

dFl—p + sz—p =c (])

Donde P es el punto que se mueve (la mina que
dibuja la elipse), F; y F, son los focos (puntos donde se
colocan los alfileres) y ¢ es una constante (la longitud del
hilo que une ambos focos).

Este porcentaje es mayor al de los alumnos que
logran definir correctamente la elipse, pues la condicién
fue deducida y comentada en grupo, antes de proceder a
caleular la ecuacién particular de una elipse.

De la creacién de las mandalas con elipses surgieron
cuadros artisticos creativos, que fomentaron al desarrollo
de las competencias que se describen a continuacién.

a. Competencias genéricas
Es auténomo y cuida de si mismo: Se conoce y
valora, aborda problemas y retos teniendo en cuenta
objetivos. Los alumnos hicieron conciencia durante la
actividad de sus valores, sus destrezas y dificultades
(Imagen 8).

Lo L3
arti shes \“éd\\ cauncs

S ANA S QE\*’YO\DU‘C oy ~ \ e
;\(\bm\% \ O e x GO0 FQ(C s ¥l d\f\o\\cj‘(
e Y' (\ré O\C\ ovqR lensamos = o< Qf
< : LS
s OH‘S‘\ S0 Na CLGAS =P fkc i
VA O CY\C\ Q 32 o Co(\F,L‘QQ

Imagen 8.Comentario sobre la actividad de un alumno.

Se expresa y comunica: Escucha, interpreta y emite
mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacién de medios, cédigos y herramientas apropiados.
Los alumnos expresaron sus ideas con su pareja, también
desarrollan  una  expresién artistica 'y  realizaron
conclusiones a partir de su trabajo, exponiendo

dificultades y aspectos que les gustaron realizar (Imagen
9).

ue ta Cfreatwu\oag ¢ O QO en
( 2 3 \ A A Y : S
Ooroan!ZWUcn., 0oemnus e wer e N oNGLS
‘-C) C&&JL’. e pLe Qe \oacalr  aphea nQC DUES
| : b, P
maoremo™cls, § en
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cConoauimientos
lo en o
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Imagen 9. Comentario sobre la actividad de un alumno.

Piensa critica y reflexivamente: Sustenta una
postura personal sobre temas de interés y relevancia
general, considerando ofros puntos de vista de manera
critica y reflexiva. Los alumnos evaluaron argumentos y
opiniones en parejas, haciendo una reflexién sobre los



nuevos conocimientos adquiridos. Dieron a conocer sus
ideas y argumentos de forma clara.

/‘/"“ w e //ﬂa/&uv ol /4%4’)-"/4"’%({19"‘”&/ %
e el cvedide se Wc_o\ Cyechento
e engt  Cereon e G, /Ieovw- o&_ Lo
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./[c ﬁé/?¢l40\ eyl Ern m@/ g AJ‘ ?!/?«vm.g), 9/74\;*'60:
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Imagen 10. Comentario sobre la actividad de un alumno.

Aprende de forma auténoma: Aprende por interés
propio a lo largo de la vida. Los alumnos reconocieron
tener interés en la actividad, también sus dificultades.
Establecieron relaciones de la actividad con su vida y
otras dreas del conocimiento.

Me 90%10 la adivdad aunge no  haya tendo  pnacha estetica
POIGe no ho S1d0 como aros aclos anlerares. ¢ SO0
vez
Jdeen |o aplicaeisn oe prede tener, ademas. 3 10.pumera
ae haoo los calcuos matemahas O gsio-———— |
Imagen 11. Comentario sobre la actividad de un alumno.
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Imagen 12. Comentario sobre la actividad de un alumno.

Trabaja en forma colaborativa:  Participa 'y
colabora de manera efectiva en equipos diversos. Los
alumnos colaboraron entre si, aportando sus ideas y
llegando a acuerdos mutuos para realizar la creacién
artistica, también sobre la compra de materiales y divisién
del trabajo.

.mQ (eI bew Valogion | @ WAL BaiveyCl oD
o (S TPNNGY) {I‘»\Q) R '\'Ct_bc;jC)‘, '\'Cd;x((ckabno) (@S do,
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Imagen 13. Comentario sobre la actividad de un alumno.

b. Competencias disciplinares

Las competencias disciplinares buscan formar a los
estudiantes en la capacidad de interpretar el entorno que
los rodea matemdticamente. Los alumnos finalmente
calcularon la ecuacién matemdtica de su dibujo (Imagen
14), lo que les permite aplicar procedimientos y
contrastarlos como modelos establecidos o situaciones
reales. Algunos alumnos reconocieron que las elipses
aparecen en otros campos de estudio. Los alumnos logran
interpretar las ecuaciones como una representacion
andlitica de la elipse.
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Imagen 14. Cdlculo algebraico de elipse realizado por un alumno.
CONCLUSIONES

Lograr que los alumnos desarrollen competencias es un
proceso largo que debe tener un seguimiento durante su
formacién, sin embargo, se pueden disefiar actividades
que vayan enfocadas a desarrollar dichas competencias.
Matematizar objetos construidos en la realidad de los
alumnos, permite despertar su interés en las matemdticas,

ademds de mostrarles que dicha materia tiene relacién
con ofras ciencias menos abstractas.

Esta actividad permitié a los alumnos usar su creatividad y
trabajo en equipo; aunque el obijetivo final era relacionar
una ecuacién matemdtica con su representacién grdfica
para definir la elipse, los alumnos pusieron empefio en
entfregar un cuadro con diferentes materiales que les
permitié expresarse artisticamente.

Notamos que los alumnos estdn  poco
acostumbrados a redactar conclusiones y opiniones en la
clase de matemdticas, pues cominmente se dedican a
seguir algoritmos proporcionados por el maestro, que
muchas veces no comprenden. Al pedir a los alumnos que
interpreten resultados o definan un objeto matemético por
medio de su representacién gréfica (que pueden construir)
les permite desarrollar habilidades del uso del lenguaie.
Sin embargo como mostramos en este articulo, tienen
dificultades al hacerlo, por lo que se debe insistir en
permitir a los alumnos que interpreten por escrito u
oralmente los resultados de problemas matemdticos.

El objetivo de la actividad no se cumplié puesto
que un pequeiio porcentaje logré definir la elipse
correctamente; sin embargo, se puede observar que un
mayor porcentaje logra realizar los cdlculos algebraicos
para encontrar la ecuacién, a pesar de que gran parte de
los alumnos argumenta tener dificultades para hacerlo, es
claro que estén mds acostumbrados a resolver ejercicios
que a usar su razonamiento y su lenguaje para describir
objetos matemdticos.



Gracias a este trabajo podemos concluir que es
necesario realizar actividades que le permitan a los
alumnos desarrollar otras competencias diferentes a las
l6gico matemdticas, principalmente las relacionadas con
uso del lenguaje.

Se esperaba que mds alumnos pudieran definir la
elipse con base en su construccidén; sin embargo,
mostramos que los alumnos estdn limitados por el uso del
lenguaije y la reflexién de los conceptos matemdticos. Se
deja abierta la investigacién sobre el uso del lenguaje en
la actividad, ademds dejaomos la siguiente pregunta
abierta para responder en trabajos futuros: scudles son las
dificultades de los alumnos al definir un objeto matematico
a partir de su construccién?
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RESUMEN:

El presente trabajo es una propuesta diddctica para la ensefianza del tema de ecuaciones lineales

y la interpretacién geométrica de la solucién, el cual, forma parte del plan reticular en el drea de
ingenieria. En este articulo se proponen dos prdcticas relacionadas con el tema, con el objeto de
mejorar la comprensién del mismo a través de la construccién de un poliedro cuyas caras se asocian
a ecuaciones de planos, que el estudiante determina, con respecto a un sistema de coordenadas

de referencia y luego forma, con las ecuaciones de las caras un sistema, cuya solucidn se interpreta
y verifica tanto en forma fisica, como con la ayuda de un programa de cémputo para graficar las
ecuaciones de los planos. La primera de las prdcticas corresponde al caso de sistemas de ecuaciones
que tienen solucién Unica, y la segunda, al caso de sistemas que tienen muchas soluciones.

Palabras clave: Sistemas de ecuaciones, interpretacién geométrica.

ABSTRACT:

This work is a didactic proposal for teaching the subject of linear equations and geometrical
interpretation of the solution, which is part of the reticular plan in the area of engineering. This
article describes two practices related to the subject in order to improve understanding of the
same, through the construction of a polyhedron whose faces are associated with equations of
planes, the student determines with respect to a coordinate system reference and then form a
system of equations whose solution is interpreted and verified both in physical form and with the
help of a computer program that plots equations planes. The first of these practices corresponds
to the case of systems of equations that have unique solution and the second to the case of
systems that have many solutions.

Key words: Systems of equations, geometrical interpretation
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INTRODUCCION

Investigaciones realizadas desde la década de 1980
revelan que la ensefianza y el aprendizaje de las
matemdticas constituyen uno de los problemas mds
significativos dentro de cualquier modelo educativo

(Garcia R. 2013).

En la sociedad contemporénea se considera a las
matemdticas como una de las disciplinas de conocimiento
mds importantes, esto por cudnto la disciplina puede
contribuir a que los estudiantes logren desarrollar sus
capacidades de exploracién, justificacién, representacién,
discusién, descripcidn, investigacién y prediccién.

Por lo anterior, no siempre logra constituirse en un
medio de comunicacién efectiva entre las personas, salvo
aquellas que lo conozcan y manejen con propiedad; lo que
puede implicar que mientras el docente utiliza un lenguaje
técnico los educandos pueden interpretarlo coloquialmente
o viceversa, lo que dificulta y, en ocasiones, imposibilita
una sola interpretacién (Garcia, 2012). Para Camarena
(2010aq), no hay duda de lo anterior e incluso afirma que el
alto indice de reprobacién en los cursos universitarios es
una muestra del poco interés que muchos estudiantes
manifiestan por las matemdticas debido a su “desconexién”
con “su” realidad y “su” entorno, asi como por la
desarticulacién que existe con los ofros cursos de las
carreras que cursan. Esto lleva a un conflicto permanente
que contribuye a propiciar la sensacién de que el
aprendizaje de las matemdticas es un fin en si mismo,
contradiciendo el planteamiento de verlas como un
lenguaje dentro de la sociedad del conocimiento y como un

instrumento para muchas dreas cientificas y profesionales
ligadas al desarrollo de competencias.

Con el objeto de contribuir a la conexién del tema
de sistemas de ecuaciones lineales y la interpretacién
geométrica de sus soluciones con el entorno del estudiante,
y ayudar a una mejor comprensién de conceptos abstractos
como el plano y la recta de interseccién de los mismos, se
propone en este trabajo el desarrollo de dos précticas
como actividades de aprendizaje.

DESARROLLO

Se proponen dos Prdcticas que se identifican con el fitulo
de actividad en el presente trabajo. La primera actividad
estd disefiada para el caso de los sistemas de ecuaciones
que tienen solucién Unica y la segunda actividad
corresponde al caso de sistemas de ecuaciones que tienen
muchas soluciones. Se desarrolla totalmente, a manera de
ejemplo, la actividad 1y la actividad 2 solo se propone.

En ciertas partes del desarrollo de ambas prdcticas,
se ha incluido la utilizacién de programas de computadora
para graficar las ecuaciones de los sistemas, porque en este
caso_es un recurso necesario para los procesos de
ensefianza y aprendizaje y mejora la comprensién
cognoscitiva e os conceptos matematicos
correspondientes al tema.

Actividad 1. Interpretacién geométrica de la solucién de
sistemas de ecuaciones lineales algebraicas que tienen
solucién Unica.

a) Construya un poliedro en forma de pirdmide regular.



b)

d)

a)

Seleccione un sistema de referencia de coordenadas
rectangulares y determine, usando este sistema y
efectuando las mediciones de longitud necesarias,
las coordenadas correspondientes a cada uno de los
vértices.

Obtenga una ecuacién para cada una de las caras
considerando que corresponden a una parte
triangular de un plano en el espacio.

Forme un sistema de ecuaciones lineales con todas
las ecuaciones de las caras, resuelva y verifique
que la solucién es Unica y esta corresponde con las
coordenadas del vértice ubicado en la parte més
alta de la pirdmide.

Utilice un programa de cémputo para graficar cada
una de las ecuaciones de las caras y verifique que
las grdficas tienen un Unico punto en comin y que
este corresponde con la solucién del sistema de
ecuaciones.

DESARROLLO DE LA ACTIVIDAD 1

El ndmero de caras y la forma de la base la indica el
maestro. Suponiendo que el poliedro que se
construye es la pirdmide regular cuya base es un
cuadrado de 6 unidades de lado y la altura es de 5
unidades, como se muestra en la figural.

o

8 8

Figura 1. Pirémide de base cuadrada de lado
igual a 6 y altura igual a 5

b) La ubicacién del origen del sistema de referencia la

elige el estudiante que desarrolla la actividad,
seleccionando un sistema de coordenadas cuyo
origen es uno de los vértices ubicados en la base de
la pirémide. Efectuando las mediciones necesarias y
observando la figura 1, las coordenadas de los
vértices son A(0,0,0), B(6,0,0), C(6,6,0), D(0,6,0),
E(3,3,5).

Para obtener la ecuacién del plano de cada una de
las caras se utiliza la forma general de la ecuacién
de un plano ax+by+cz=d, donde d =0 si el
plano pasa por el origen (Stanley L. Grossman,
Algebra lineal, 7. edicién). Asi, para la cara
correspondiente al triéngulo BCE, los puntos B, C, E
pertenecen al plano, y estas coordenadas deben
verificar la ecuacién general, sustituyendo las
coordenadas, se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones:
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a(6) + b(0) + c(0) =d
a(6) + b(6) +c(0) =d
a(3) +b(3)+c(5) =d

Al resolver el sistema usando Gauss-Jordan mientras
consideramos que las variables son a, b, c, la matriz
de coeficientes aumentada es

6 0 0 d
6 6 0 d
33 5 d

Y cuya forma escalonada reducida es

10 0 d/6
[0 1 0 0 ]
00 1 d/10

El sislema equivalente que se obtiene es

a=d/6
b =0
c=4d/10

Sustituyendo en la ecuacién general

oy +L, =g

6 "V T10" T
Multiplicando por 30 y dividiendo entre d la
ecuacién anterior, se obtiene la ecuacién del plano
correspondiente a la cara BCE.

5x + 0y + 3z =30

Procediendo de manera semejante para la ecuacién
correspondiente al plano que pasa por los puntos C,
D, E se obtiene el sistema de ecuaciones

a(6) + b(6) + c(0) = d
a(0) + b(6) + c(0) = d
a(3) +b(3) +c(5) =d

Cuya solucién para a, b, c es

a=0
b =d/6
c=d/10

Sustituyendo en la ecuacién general se obtiene

oty L,y
Ty 1077

Multiplicando por 30 y dividiendo entre d la

ecuacidn anterior se obtiene la ecuacién de la cara
CDE.

Ox + 5y +3z =30

En el caso del plano que pasa por los puntos D, A,
E, se trata de un plano que pasa por el origen del
sistema de coordenadas y la ecuacién general es
ax + by +cz=0.

a(0) + b(6) + c(0) = 0
a(0) + b(0) + c(0) = 0



a(3) +b(3) +c(5) =0

La matriz de coeficientes aumentada del sistema

anterior es
06 0 O
00 0 O
33 50

Y su forma escalonada reducida es

10 5/3 0
01 0 O
00 0 O

El sistema equivalente es

+2c=0
a 3C—
b =0

0=0

Este sistema equivalente tiene muchas soluciones,
haciendo ¢ igual a un valor arbitrario, ¢ = a se
obtiene la solucién general del sistema.

a= —
b =
c

a

R cw|wi

Si se hace a = 3, se obtiene una solucién particular
a=>5
b =0

d)

c=3

Al sustituir estos valores de los coeficientes en la
ecuacién del plano que pasa por el origen, la
ecuacidn de la cara DAE es

—5x+0y+3z=0

Si procedemos de manera semejante para la cara
que pasa por los puntos A, B, E, se obtiene la
ecuacién del plano correspondiente a la cara ABE.

Ox —5y+3z=0

Formando un sistema con las ecuaciones de las

caras, BCE, CDE, DAE, ABE.

5x + 0y +3z =30
Ox + 5y +3z =30
—5x+0y+3z=0
Ox —5y+3z=0

Si se aplica el método de Gauss - Jordan, la matriz
de coeficientes aumentada es

5 0 3 30
0 5 3 30
-5 0 3 0
0 -5 3 0

Y la reduccién a su forma escalonada queda

49



Padi: Revista de proyectos y textos académicos en Diddctica de las Ciencias y la Ingenieria. Afio 1. Ndm. 002, Septiembre de 2017, ISSN en trdmite.

Reserva de Derechos al Uso Exclusivo No. 04 - 2017 - 081015494400 - 203

S OO -
[N ]
S rRrOoO O
S UTWwW W

lo que verifica que tiene solucién Unica y esta
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de la pirdmide
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El programa de cémputo que se usa en esta parte
queda a eleccién del estudiante, dependiendo de los
programas a los cuales tenga acceso.

Utilizando el programa de cémputo Derive 6 para
graficar cada uno de los planos y haciendo los
ajustes necesarios a la gréfica, se obtiene la figura
2, donde se observa que los planos correspondientes
a las ecuaciones de las caras BCE, CDE, DAE, ABE
tienen gréficamente un solo punto en comin vy
corresponde con la solucién del sistema de
ecuaciones.
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Figura 2. Grdfica de las ecuaciones de los planos correspondientes a
las caras de la pirdmide, hechas con el programa Derive 6.

Actividad 2. Interpretacién geométrica de la solucién de
sistemas de ecuaciones lineales algebraicas que tienen
muchas soluciones.

Usando el mismo poliedro de la actividad 1.

a)

b)

Forme un sistema de ecuaciones lineales con las
ecuaciones de dos caras adyacentes, resuelva vy
verifique que el sistema tiene muchas soluciones.

Escriba la solucién general del sistema como un
conjunto de ecuaciones paramétricas de una recta
en el espacio donde el parédmetro es la variable que
se supone arbitraria en la solucién general.



c) Utilice un programa de cémputo para graficar las
ecuaciones paramétricas y verifique que la grdfica
es una recta en el espacio y que esta linea recta
corresponda con la arista que se encuentra entre las
dos caras adyacentes graficando los planos
correspondientes.

CONCLUSIONES.

La actividad 1 de aprendizaje, propuesta y desarrollada a
manera de ejemplo en este trabajo, integra aspectos de
modelacién matemdtica en un contexto del alumno. El uso
del poliedro en forma de pirdmide regular vuelve tangible
el concepto abstracto de un plano en el espacio geométrico
y le permite al estudiante asociar ecuaciones a diferentes
superficies planas con respecto a un sistema de referencia
seleccionado por él mismo.

La interpretacién geométrica que se da a la solucidn
de un sistema de ecuaciones, formado por las ecuaciones
correspondientes a las caras de la pirdmide, se comprueba
en forma fisica ya que la solucién del sistema es dnica y
corresponde con el vértice que se encuentra en el punto
mds alto.

Es importante notar que, el desarrollo de la actividad
requiere aplicar procedimientos de solucién de sistemas de
ecuaciones, tanto para obtener la ecuacién de cada una de
las caras, como para obtener la solucién del sistema de
ecuaciones formado por las mismas, por lo que se espera
que el estudiante identifique los diferentes propésitos en el
contexto de la aplicacién.

Asi mismo, la realizacién de la actividad 1y 2, dl
incorporar el uso de programas de cémputo para graficar
los planos correspondientes, hace uso de la tecnologia
para llevar la diddctica de un tema a mejores situaciones
diddcticas, justificando con ello ampliamente su utilizacién.

La actividad 2 es propuesta para la interpretacién
geométrica de la solucién de sistemas de ecuaciones
algebraicas lineales que tengan muchas soluciones, usando
el mismo poliedro de la actividad 1. El estudiante puede
usar la misma pirdmide para ambas actividades pero se
espera que cada alumno utilice una pirdmide regular
diferente.

En lo relativo al uso de la tecnologia para graficar
ecuaciones que tienen tres variables, se puede afirmar que,
el uso de programas de cémputo también mejoraria la
diddctica de la interpretacién geométrica de la solucién de
sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales, pero tal
propuesta se deja como un posible trabajo futuro.
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RESUMEN:

La disociacién muy comin del binomio teoria-prdctica en algunos conceptos de la matemdtica, ha
dado a esta ciencia una falsa reputacion de exclusividad para mentes especiales. El acercamiento de
conceptos matemdticos a partir de situaciones reales, matematizando la realidad, es una manera de
acercar estos a un publico mds amplio, que se siente atraido por las aplicaciones que pueden tener en
distintos contextos. En el presente trabajo se presentan los resultados observados al aplicar el enfoque
realista de las matemdticas al tema de vectores con alumnos de 5° semestre de preparatoria, matema-
tizando (modelizando) un par de poliedros regulares. Se rescata ademés el papel del docente como
facilitador y orientador del aprendizaje de los alumnos.

Palabras clave: matematizacién, poliedro, vector, razén éurea.

ABSTRACT:

The binomial common dissociation between theory and practice in some concepts of mathematics, have
given to this science a false reputation of exclusivity for special minds. The approach of mathematical
concepts from real situations, mathematizing reality is a way to bring these to a wider audience, which
is aftracted to the applications they can have in different contexts. In this paper, the results observed

in applying mathematics realistic approach to the issue of vectors with students from 5th semester of
high school are presented, mathematizing (modeling) a pair of regular polyhedra. Also is rescued the
teacher’s role as facilitator and guide to the student’s learning.

Key words: mathematizing, polyhedra, vector, golden ratio.
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INTRODUCCION

Lla matemdtica es, sin lugar a duda, el resultado més
asombroso del intelecto humano. La mathema, como
llamaban los griegos a esta drea del conocimiento, nace,
como su nombre lo indica, de un deseo profundamente
humano de comprender, representar y predecir la realidad,
de comunicarla en una cultura que se ha apropiado de ella
y la ha desarrollado a niveles insospechados (Osta, 2013).

Muchas han sido las aportaciones de diversos
individuos, muchos de ellos perdidos en el anonimato de
una cultura, han hecho en favor del desarrollo de esta
ciencia: chinos, egipcios, griegos, mayas, por mencionar
solo algunos, son referencias obligadas para comprender
la concepcidn y evolucién histérica del vasto conocimiento
matemdtico. De todos ellos nos sorprende esa increible
capacidad de observacién y abstraccién, dos habilidades
tan frecuentes en las mentes de grandes matemdticos de
todos los tiempos.

El concepto de matematizacién no es, ciertamente, un
concepto nuevo en el ambiente matemdtico. Podemos
afirmar que asi surgié la matemdtica en sus origenes
perdidos en la historia del mismo hombre. Sin embargo, si
es un enfoque que se ha venido rescatando desde hace
algunas décadas. El vertiginoso adelanto, produccién y
formalizacion de la  matemdtica, observado desde
mediados del siglo XIX y hasta principios del siglo XX, le
dio una mala reputacién de inaccesibilidad, bien sea por
la complejidad o por la abstraccién lograda en sus
conceptos 'y métodos, fuera del alcance del “mundo
comin”. La matemdtica se percibié en este tiempo como
un conocimiento exclusivo de las “mentes brillantes”: los
matemdticos.

Para Husserl, es Galileo quien anticipa el concepto de
matematizacién al comenzar a ver a la naturaleza desde la
bptica de la geometria, relacionando la experiencia
sensible del mundo que nos rodea con el campo objetivo,
coherente y potencialmente infinito, de la matemdtica. La
geometria pura del ideal griego pasa a un segundo
término. Se busca representar la realidad, modelizarla, en
términos matemdticos (Osta, 2013).

Ya para finales del siglo XX, el trabajo de Freudenthal
sobre la Educacién Matematica Realista (1977) supuso una
vuelta a las bases, a eso que dio origen a las mateméticas
y que Galileo habia ya anticipado 400 afos atrés: la
estrecha relacién con la realidad. Se aprende matemdticas
desarrollando y aplicando conceptos y herramientas
matemdticas en situaciones de la vida diaria, llenas de
sentido para el estudiante y relevantes para la sociedad
(van den HeuvelPanhuizen, 2009).

El concepto de la Trasposicién Diddctica, desarrollado
or Chevallard en el dmbito de la Didactica de las
atemdticas, supuso también en esta misma perspectiva un
nuevo impulso a esta manera de entender la matemdtica,
al explicar el proceso de transformacién que sigue un
“saber sabio” para hacerse un “saber del alumno”. En este
escenario se ha de considerar con especial atencién el
papel del docente, quien re contextualiza y personaliza el
saber, para lograr que los alumnos lo hagan propio:
adapta los objefos a ensefiar y los organiza en el tiempo,
formando un “saber ensefiado” (Chevallard, 1998).

DEFINICION DEL PROBLEMA

El curso de Matemdticas NS (Nivel Superior) del Programa
del Diploma del IBO (Organizacion del Bachillerato



Internacional) para alumnos de quinto semestre de
preparatoria, pretende —entre ofros objetivos- que los
alumnos opfiquen sus conocimientos matemdticos a la
resolucién de problemas extraidos de una diversidad de
contextos, logrando con ello desarrollar su comprensién de
las formas y las estructuras matemdticas y apreciar las
relaciones entre conceptos pertenecientes a distintos temas
(IBO, 2016). En particular, la unidad 4: Vectores, busca
proporcionar una introduccién al uso de los vectores en dos
y tres dimensiones, y facilitar la resolucién de problemas
relacionados con puntos, rectas y planos.

Tradicionalmente, el curso se ha enfocado en la
exposicion de conceptos y procedimientos
descontextualizados, con resolucién de problemas que
implican la aplicacién y mecanizacién de técnicas y
algoritmos, muchas veces carentes de significacién para los
alumnos, lo que ha supuesto un ambiente drido y poco
motivante para el aprendizaje, con periodos de poca
cc|>ncentrocién y poca retencién en la memoria a largo
plazo.

Se ha observado que al final del tema, los alumnos
pueden operar vectores y resolver cierto tipo de problemas
relativos al tema, pero no logran visualizar aplicaciones
mds alld de los mismos.

PROPUESTA

La propuesta que se hizo para lograr acercar aplicaciones
de la unidad 4 del programa del curso, consistié en
matematizar poliedros utilizando vectores. En particular, se
trabajé con el icosaedro y el dodecaedro (poliedros
regulares de 20 y 12 caras, respectivamente).

El objetivo de la propuesta hecha es: Disefiar una
actividad que muestre una aplicacién del tema de vectores

g los alumnos de tercero de preparatoria del Colegio
Alamos, donde los alumnos refuercen y pongan en prdctica
los temas de la unidad 4: Vectores, del curso Matemdticas

NS.

La hipdtesis que se sostiene es que: El acercamiento
de conceptos teéricos en contextos realistas, utilizando
modelos fisicos tangibles construidos por fos mismos
alumnos, favorecerd que los estudiantes participen
activamente en la construccidn y apropiacién de nuevos
conocimientos, logrando también que relacionen a estos
con conocimientos previos de diversas éreas.

Previo a la actividad se trabajé durante dos sesiones
de 90 min con el grupo algunos conceptos bésicos relativos
al tema, como qué es un vector, su nofacién y
representacién gréfica, vector de posicidn, suma y resta de
vectores y el producto escalar (producto punto) y vectorial
(producto cruz) de vectores. Posteriormente se trabajé en
una sesién con todo el grupo donde se presentaron los
objetivos de la actividad y se acordaron las reglas que se
seguirian en las sesiones de trabajo.

Los objetivos propuestos fueron:
1. Matematizar un icosaedro y un dodecaedro.

2. Aplicar los concef)tos y operatividad de vectores en
una situacioén real.

3. Profundizar en propiedades de los poliedros.
Las reglas acordadas fueron:

1. la actividad se realizard en equipos de 3
personas.
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2. La duracién de la actividad serd de 5 sesiones
de 90 min.

3. Cada equipo debe tener acceso a internet, por
ejemplo a través de un teléfono celular, para
realizar las investigaciones previstas.

4. Alfinal de cada sesién se entregard una bitdcora
donde se relatard el trabajo realizado durante la
sesién: 3qué se hizo? 3qué se investigé? zqué

roblemas se encontraron? 3cémo se resolvieron
E:ts dificultades? 3qué aprendi? 3cémo me senti?

5. la comunicacién entre los equipos no estd
permitida: solo se puede hablar con los
integrantes del equipo.

Cada una de las cinco sesiones tuvo sus propios objetivos
particulares:

Sesién 1:

* Investigar qué es un poliedro, cémo se clasifican,
ué es un sélido platénico y qué significado le
3obcn los griegos a estos.

* Investigar qué es la proporcién durea, qué es un
recténgulo aureo y qué impacto tuvo esta proporcién
en la cultura griega.

* Construir un icosaedro a partir de la interseccién de
tres rectédngulos dureos (el material se les
proporciona en clase) a la manera de la Figura 1.

Sesion 2 y 3:

* Verificar que el sélido construido a partir del modelo
se trata de un icosaedro.

* Calcular el drea superficial y el volumen del
icosaedro construido.

Figura 1. Construccién de un icosaedro a partir de la interseccién de
3 rectdngulos dureos.

Sesién 4y 5:

* Verificar que el icosaedro puede inscribirse en un
dodecaedro.

* Calcular el drea superficial y el volumen de
dodecaedro circunscrito al icosaedro.

Acerca de las relaciones de las propiedades de inscripcién
de estos poliedros, se buscé que los alumnos intuyeran la
naturaleza de esta propiedad, al percatarse que el
icosaedro posee 12 vértices en igual cantidad que el
nimero de caras del dodecaedro, por lo que podrian intuir
que los vértices del primero se ubicaban en el centro de las



caras del segundo. Al respecto, puede consultarse el
trabajo de Guillén y Puig (2001).

RESULTADOS

Los resultados observados en la actividad fueron muy
alentadores, tanto desde el punto de vista de la produccién
matemdtica lograda, como del dnimo y ambiente de la
clase. Los siguientes comentarios muestran, de manera
resumida, la informacién conseguida de las bitdcoras
entregadas por los alumnos al final de cada sesién y de la
percepcién del docente responsable del curso

Sesién 1:

Los alumnos mostraron en principio poco interés en la
primera parte de la investigacién, pero al adentrarse un
poco mas en el tema y empezaron a comprender el
significado que en el contexto cultural tuvo para los griegos
la razén aurea (sobre todo en el dmbito orquitecténicg) y
los sél idos platénicos, se observd un cambio en su actitud
y en sus discusiones dentro del grupo. La construccién del
icosaedro supuso un buen reto para la mayoria de los
equipos, ya que hubo varios intentos fallidos. Es de
destacar la persistencia de un equipo por lograr un
icosaedro “cuasi” perfecto, que les llevé a redlizar el
modelo en 3 ocasiones.

Sesion 2 y 3:

La sesién inicié un poco con no saber cémo verificar
que el sélido era un icosaedro. Habia argumentos simples
como “si es, porque se parece a un icosaedro”, o “porque
tiene 20 caras”. El profesor tuvo que guiar un poco el
razonamiento del grupo, cuestiondndoles sobre si era
suficiente que pareciera icosaedro o que contara con 20
caras. Al cuestionarles sobre qué caracteristica deberian

tener las caras, los alumnos cayeron en la cuenta que
deberian de ser iguales y con forma de tridngulo equilétero.
A algunos se les ocurrio entonces medir los triéngulos con
una regla, pero se dieron cuenta que no todas las aristas
del modelo median lo mismo. El profesor sugirié entonces
la matematizacién del poliedro a partir de vectores:
referenciar los vértices del icosaedro respecto de un sistema
xyz por medio de puntos, y asociar estos puntos a sus
respectivos vectores de posicidon. A partir de esta
sugerencia, los alumnos lograron modelar las aristas del
po?iedro a partir de diferencias de vectores y calcularon el
dngulo entre dos vectores o la longitud de estos para
mostrar que los triGngulos eran equildteros. Calcularon las
dreas de las caras y determinaron el érea del icosaedro. El
objetivo del cdlculo del volumen del icosaedro no se
concluyé por falta de tiempo.

Sesién 4y 5:

A los alumnos se les dificulté darse cuenta que las
aristas del icosaedro se ubicaban en el centro de las caras
del dodecaedro. Sin embargo, la situacién se resolvié al
pedirles que investigaran en internet cémo podria ser esto.
A partir de esto, lograron definir la ecuacién del plano que
contenia a cada una de las caras del dodecaedro,
determinaron las ecuaciones de las rectas que contenian a
las aristas intersectando los planos de las caras y calcularon
las  coordenadas de los vértices intersectando las
ecuaciones de las aristas. De esta manera lograron
calcular el drea de las caras del dodecaedro vy
posteriormente el drea superficial del mismo. El objetivo
del célculo del volumen del dodecaedro no se concluyé por
falta de tiempo.

En general, se noté un buen trabajo de los equipos,
con mucha participacién al interior de los mismos. Los
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alumnos mostraron mucho interés por la actividad y
lograron aplicar los conceptos de vectores revisados en el
par de sesiones anteriores a la actividad. La participacién
del docente fue muy importante para ayudar a que los
alumnos  conectaran  dichos ~ conceptos  con la
matematizacién de los poliedros, de manera que sugiriera
herramientas o algoritmos para que los alumnos intentaran
y se acercaran cﬁ modelo real a través del lenguaje de
vectores.

Los alumnos ademds manifestaron en sus bitdcoras
que la dindmica de la actividad les habia resultado
atractiva porque aprendieron muchas cosas por ellos
mismos y vieron una aplicacién de vectores conectada con
algo real.

CONCLUSIONES

Llos resultados observados en la actividad fueron muy
satisfactorios en general, tanto para los alumnos como para
el maestro. El profesor reporté que noté a los alumnos muy
metidos en la actividad y con un trabajo constante durante
todas las sesiones. Una dificultad especial que se observé
es la falta de habilidad de los alumnos para trabajar
expresiones algebraicas que aparecieron en los cdlculos a
fin de evitar la representacién decimal de ciertas
cantidades, razén por la cual se vio conveniente trabajar
con la representacién decimal de las mismas aproximadas
a tres decimales.

El objetivo planteado al inicio se cumplié
satisfactoriamente, ya que la actividad permitié a los
alumnos reforzar y poner en préctica los temas de la unidad
4: Vectores en el curso mencionado, de una forma atractiva

ara los alumnos. De igual forma, el desenvolvimiento de
E)s alumnos en la actividad evidencia la veracidad de la

hipdtesis sugerida, y nos lleva a resaltar la importancia de
buscar acercar conceptos matemdticos a partir de la
experiencia y realidades tangibles cercanas a los alumnos,
tal y como lo plantea el concepto de matematizacién.
Finalmente, resaltar el papel que desempena el docente en
este proceso, facilitando y acompafando en la aplicacién
de los conceptos matemdticos en situaciones reales.
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