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PRESENTACION

La revista Padi pretende generar un espacio para la propuesta, la critica y la reflexién en
un tema fundamental en el desarrollo de las sociedades: educacién. En el entendido que la
educacién, la ciencia y la cultura son pilares que no se pueden estudiar de manera aislada.
En esta publicacién bi-anual, se podrdn encontrar articulos inéditos relacionados con el
quehacer docente en la formacién de las competencias en los estudiantes de los distintos
niveles educativos, sin perder de vista desde luego, la misma profesionalizacién del docente.

El mundo en el que habitamos parece depender cada vez en mayor medida del
conocimiento cientificoy tecnolégico, el cual ha transformado nuestra sociedad de una manera
acelerada. Aqui caben las preguntas 3cémo podemos contribuir a que los conocimientos
que se generan y transmiten en las Instituciones Educativas realmente proporcionen las
herramientas para mejorar nuestra sociedad? 3cémo lograr que la educacién sea un motor
de movilidad social?2 3cémo reducir la brecha entre paises desarrollados y en vias de
desarrollo en el contexto educativo? 3qué papel juega la ciencia, tecnologia e innovacién
en las aulasscémo superar el aprendizaje cientifico a partir de la memorizacién de datos
descontextualizados?.

Sin lugar a dudas, es necesaria la reflexién, el andlisis, la propuesta pero sobre todo
la participacién de todos para responder a estas y otras preguntas que nos encontramos en
el dia a dia como docentes en nuestras instituciones. Bienvenidos aquellos que comparten la
preocupacién por mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Propongamos juntos una sociedad mejor, desde nuestro quehacer, desde nuestra
trinchera; el ingenio para crear, no para destruir.

Dr. Manuel Toledano Ayala
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RESUMEN

Basados en la teoria APOE como marco teérico y metodoldgico, investigamos desde

una postura cognitiva, las estructuras mentales necesarias para modelar la construccién
cognitiva de los valores y vectores propios en R? como objeto. Con el propésito de
analizar la forma en que estudiantes de ensefianza media lo aprenden, se disefid una
descomposicién genética (DG) para este fin. La puesta a prueba de esta DG en estudiantes
de ensefianzamedia a través de un cuestionario(conjuntamente con los comentarios que
ellos hicieron de sus respuestas), mostré que los elementos desde el dmbito geométrico -

la Rotacién en 180° con centro en el origen y la homotecia— son conceptos matemdticos
relevantes para la construccién del concepto valor/vector propio como objeto en R2.

Palabras clave: Valor propio, Vector propio, Rotacién, Homotecia, Teoria APOE.

ABSTRACT

Based on the APOS theory as a theoretical and methodological framework, we investigate
from a cognitive stance, mental structures needed to model the cognitive construction of
eigenvalues and eigenvectors in R? as an object. In order to analyze how middle school

students learn it, a genetic decomposition (DG) was designed for this purpose. The testing
of this DG in high school students through a questionnaire (together with the comments they
made their answers) showed that elements from the geometric field —the rotation 180° with
center at the origin and the homothecy- are relevant mathematical concepts to build the
concept value/eigenvector as an object in R2.

Keywords: Eigenvalue, Eigenvector, Rotation, Homothecy, APOS Theory.
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INTRODUCCION

Los procesos de ensefianza y aprendizaje en élgebra
lineal para estudiantes de Ingenieria, Pedagogia y/o de
licenciatura en Matemdticas, Fisica y Quimica, precisan
en general, de elementos de las teorias de espacios
vectoriales, de coordenadas, de transformaciones lineales
y de valores/vectores propios. Dorier y Sierpinska (2001)
plantean que el problema central en esta materia consiste
en que el estudiante tiene que trabajar con conceptos
matemdticos de naturaleza muy general, pero tratados
con elementos particulares. Especificamente, los conceptos
de valor y vector propio representan un obstdculo mayor,
porque precisan de una construccién previa y fuerte de
espacio vectorial y transformacién lineal, y como los
aprendices no entienden su naturaleza general, se
inclinan fuertemente por procedimientos calculatorios
especificos que sabe manejar, pero no necesariamente los
comprende (Robinet, 1986; Moore, 1995; Parraguez,
lezama y Jiménez, 2016).

Salgado y Trigueros (2014), reportan los resultados
de una investigacién acerca del aprendizaje de los
valores y vectores propios, de los estudiantes en un curso
en el que estos conceptos se han ensefiado, usando un
disefio diddctico basado en la teoria APOE (Accidn,
Proceso, Objeto, Esquema). Sin embargo, ain no se ha
reportado  un modelo cognitivo 'y su  validacién
propiamente tal, plasmado en una descomposicién

genética, para el caso particular de valores y vectores
propios enR?,  direccién que toma la presente
investigacién, cuya finalidad es develar elementos del
dmbito geométrico, que permiten la construccién de este
objeto matemdtico en R?.

De acuerdo a varios textos de estudio (Por ejemplo:
Poole, 2011; Lay, 2007) los valores/vectores propios se
definen de la siguiente forma:

Si A es cualquier matriz numérica cuadrada, de
tamano nxn, entonces:

(1) Un valor propio, denominado A, es un escalar, que
para un vector v distinto al nulo, se cumple la
siguiente condicién: Av = Av.

(2) El vector v se llama vector propio de 4, si: Av = iv.

RELEVANCIA DE LOS VALORES/VECTORES
PROPIOS

Los valores y vectores propios pertenecen a los tépicos de
mayor aplicacién del dlgebra lineal. De hecho, es raro
encontrar un érea de la ciencia aplicada donde nunca se
hayan usado. Por ejemplo, se usan en éreas de las
matemdticas, fisica, mecdnica, ingenieria eléctrica y
nuclear, hidrodindmica, aerodindmica, economia, efc.,
entre los que cabe destacar, el problema de la



diagonalizacién de una matriz. También hay muchas
aplicaciones précticas, entre las que destacamos: El orden
en que los resultados de la bisqueda aparecen en Google
se determina mediate el cdlculo de un vector propio (ver
https://en.wikipedia.org/wiki/PageRank).

PREGUNTA Y OBJETIVO GENERAL DE
INVESTIGACION

las preguntas de investigacion que surgen de la
presentacién en los apartados anteriores, son por un lado
desde la matemdtica: 3Que prerrequisitos son necesarios
para el aprendizaje de los valores/vectores propios? y
por ofro, desde la cognicién y la diddctica 3Cuales son
las estructuras y mecanismos mentales asociados a la
construccion delos conceptos valores/vectores propios?
Para responder estas preguntas se posesiond esta
investigacion desde estudiantes de ensefianza media
utilizando como marco teorico la teoria APOE.
Consideramos que esa teoria es pertinente para este
estudio dado que justamente se aboca al andlisis de la
construccion de conceptos matematicos y proporciona una
metodologia que permite el diseno de instrumentos y el
analisis de los datos de forma congruente con la
propuesta teorica.

FUNDAMENTACION TEORICA: TEORIA APOE

La teoria APOE (Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas),
desarrollada por Dubinsky (Arnon, Cottril, Dubinsky,
Oktag, Roa, Trigueros & Weller, 2014) y el grupo de
investigacién RUMEC  (Research in  Undergraduate
Mathematics  Education  Community) es una teoria
reconocida en la comunidad de investigacién en
Diddctica de la Matemética. En ella se toma como punto
de partida el mecanismo de abstraccidon reflexiva
propuesto por Piaget (Dubinsky, 1991) para describir la
construccién de objetos mentales, relacionados con
objetos matemdticos especificos. La abstraccién reflexiva
se pone de manifiesto en la teoria a través de distintos
mecanismos: interiorizacion, coordinacidn,
generalizacién, encapsulacién 'y reversién, como se
explicita a continuacién.

Consideremos un concepto  matemdtico.  Un
estudiante muestra una construccién accién de dicho
concepto si las transformaciones que hace sobre él se
realizan paso a paso, obedeciendo a estimulos que son y
percibe como externos. El ha interiorizado la accién en un
proceso si puede realizar una operacién interna que hace
(0 imagina) esencialmente la misma transformacién
enteramente en su mente, sin necesariamente realizar
todos los pasos especificos. Por ofra parte, dos o mds
procesos pueden coordinarse para construir un nuevo
proceso y un proceso puede revertirse o generalizarse. Si
el estudiante considera un proceso como un todo, y
realiza y construye transformaciones sobre él, se afirma
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que ha encapsulado el proceso en un objeto. Ademds, si
necesita volver desde el objeto al proceso que le dio
origen, se dice que ha desencapsulado el objeto.

En general puede decirse, a la luz de esta teoriq,
que las dificultades del estudiante con el simbolismo
matemdtico provienen de tratar de realizar acciones sobre
procesos que no han sido encapsulados. Al tratar un
problema matemdtico, el estudiante evoca un esquema y
puede destematizarlo para tener acceso a sus
componentes, utiliza relaciones entre ellos, y trabaja con
el conjunto. Un esquema estd siempre en evolucién y
puede considerarse como un nuevo objeto al cual pueden
aplicdrsele acciones y procesos; en tal caso, se dice que
el esquema se ha tematizado.

Para operacionalizar la teoria como marco de
investigacién se requiere del disefio de un modelo
predictivo, llamado descomposicién genética (DG), que es
un modelo hipotético que describe en detalle las
construcciones y mecanismos mentales que son necesarios
para que un estudiante aprenda un concepto matemdtico
(Arnon et al., 2014). En el caso de esta investigacién
interesa el disefio de una descomposicién genética que
describa la construccién del conocimiento incluido en los
valores/vectores propios, en el contexto de un concepto
del élgebra lineal.

METODO

Para determinar las construcciones y mecanismos mentales
que subyacen a la construccion de los valores/vectores
propios en estudiantes de ensefianza media, se diseno
una descomposicion genetica que se describe mas
adelante 'y se crearon instrumentos y registros de
observacion, basados en la descomposicion genetica,
para llevar a cabo el analisis de las producciones escritas
de los estudiantes, en particular de sus estrategias de
solucion de los items de dichos registros. Para analizar
dichos  procedimientos,  consideramos que  una
aproximacion adecuada es el estudio de casos (Stake,
2010), ya que es apropiada para estudiar una situacion a
profundidad en un periodo de tiempo acotado.

PARTICIPANTES

Llos participantes de esta investigacién fueron nueve
estudiantes chilenos de dos instituciones distintas. Los dos
casos de estudio propuestos se sustentan vy justifican en la
necesidad de delimitar con precisién las construcciones
que los participantes ponen en juego cuando trabajan con
problemas relacionados con los valores/vectores propios.
Los casos de estudio permiten explicitar y describir las
estructuras y los mecanismos mentales que se presentan en
las situaciones de los instrumentos aplicados. Ademds, la
heterogeneidad en la formacién de los estudiantes de
distintas niveles de formacién permite explicitar las
construcciones y los mecanismos mentales que son
comunes en la construccién de los valores y vectores



propios. centro en el origen, especificamente rotando casos

particulares de vectores dados. la  Accién 2, es
El procedimiento seguido en la seleccién de los casos se inferiorizada, por el uso de una relacién de
basé en la consideracién de las siguientes categorias: correspondencia, que dado un vector se le asigna su

inverso, este proceso obtenido (Proceso 2) se puede
Caso 1: Corresponden a cinco estudiantes de  describir mediante la férmula ¥ - —1-%. Lo anterior
primero medio (etiquetados como E1, E2, E3, E4 y  plasmado en la Figura 1, conformaré un aspecto de la DG.
E5), donde las transformaciones isométricas,

especialmente la rotacién en 180° grados, han Rotacién en 180° con | pecign
formado parte de sus contenidos curriculares en la centro en el origen
institicién escolar 1. AT

Caso 2:Corresponden a cuatroestudiantes  de
segundo medio (etiquetados como Eé, E7, E8 y E9), Proceso, | 9 — 5 1t
donde la Homotecia ha formado parte de sus
contenidos curriculares en la institucién escolar 2.

Figura 1. Interiorizacién de la rotacién en un proceso.

ANALISIS TEORICO

El andlisis tedrico consistié en el estudio profundo, por
parte de los investigadores, de los conceptos matemdticos
incluidos en la construccién del objeto valores/vectores
propios. A partir de este andlisis, se diseid una DG
preliminar de los valores/vectores propios con la
intencién de contar con un modelo epistemoldgico y

Al realizar acciones (Accién 1) sobre el objeto ponderacién
escalar, por ejemplo, dibujando la ponderaciénde forma
geométrica en casos particulares de vectores de R?, permite
ser interiorizadas por la forma algebraica de la ponderacién
por escalar para vectores en R?, originando el proceso que
se describe a continuacién, para A en Ry ven R2

cognitivo de la construccién de del concepto en estudio. v = Avi, va) = (v, Ava).
DESCOMPOSICION GENETICA DE LOS Lo anterior se sintetiza en la Figura 2, y conformard otro
VALORES/VECTORES PROPIOS EN R? aspecto de la DG.

la construccién  hipotética del objeto valores/vectores
propios, en estudiantes de ensefianza media se inicia con
acciones (Accién 2) sobre el objeto rotacién en 180° con
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Ponderacién Escalar |Accion

1
Interioriza
Forma Algebraica
AT = A(v,02) = (vt Ae9) de 1a ponderacion
Pfoceso4 escalar

Figura 2. Accién Ponderacién por Escalar interiorizada en
un proceso.

Al coordinar el proceso 2 y proceso 4, por separado con la
idea de funcién (proceso 1), como relacidén, se generan
nuevos procesos, el Proceso 5 y Proceso rotulado, como una
férmula, lo que se muestra en la Figura 3, y conformard otro
aspecto de la DG.

Ptocesol Forma Alzebrazca
AT = Ae1,12) = (Ao Ava) ¢ 12 ponderacidn
Furcion (f(x)) 1
Pfoca_so‘ T — 17 — P:oceso4 escalar
L T
Coordacion o
) v AT | P
Rot(7) = -1¥ M R
180°
Rotulacién
Procaso Rotulado

Figura 3. Coordinaciones de procesos que dan origen a
otros procesos.

Un estudiante que logre encapsular el proceso 5, es decir,
que tenga como objeto la ponderacién escalar, utilizando
como medio la idea de funcién, obtiene el objeto 2, que al
ser rotulado se puede expresar mediante una relacién
algebraica, como lo muestra la Figura 4.

T — a7 Procesw5

Biiasla i
1 Rotulacion
f(7)= (O7) = A =0x Ay Objeto,

Figura 4. Encapsulacién de un proceso en un objeto.

El objeto 2 al ser rotulado de esa forma, muestra la
construccién objeto de los valores y vectores propios en R2.
Dicho objeto 2 al ser desencapsulado en dos procesos como
casos particulares: por un lado, la rotacién en 180° (Proceso
rotulado), donde el elemento matemdtico que la propicia es
la ponderacién por el escalar A = -1; y por ofro lado, se
puede desencapsular en un proceso geométricoa través de
la variacién (mdltiplo) de la magnitud del vector, (Proceso 6),
lo que se sintetiza en la Figura 5.

Rot (7) = -1 | Desencapeula
180°

Ptofz;toﬂ;izzdo _| £(7)= (A7) = Alxy) = Ox)y) %:;:tzjm
Desencapsula
=3
s - Proceso,
-

| Miltiplo da uvn vectorl

Figura 5. Desencapsulacién del objeto valores/vectores
propios en R2.



La versién de DG hipotética, para ensenanza media en R?,
que se presenta en la Figura 6, emerge del andlisis anterior,
donde se ha puesto de manifiesto que un agente que
permite la coordinacién de procesos, es de la ponderacién
escalar —un caso particular es la rotacién en 180- con
centro en el origen—. También la construccién mental objeto
de la rotacién en 180°, en si mismo como objeto se puede
desencapsular en el proceso que a un vector se le asigna su
inverso aditivo, que a su vez este proceso es una
desencapsulacién del objetof: R? - R?, f(x,y) = A(x,y) =
(Ax, Ay).

lomiéunl&_i)’m Acdién, — i
ceatro on &l ofigsa 2 _Ey::lu \
Interioriza Proceso : Forma Alzsb
: |,\'=~': A1) = “"','\"’I—deh .
Funeida (f(x .
Pmcmz T — 7| (ff‘)) Pmr:em4 ascalar
Como ralzcion
| T
Coordinacién
D 1.
%ezol Rot (x,¥) —(x¥) v Rot(T) = 17 D |
180° 150° _
Encapsulacion
Rotulacién — L R : L2cid
Proceso Rotalado £(7)= O0F) = Ax3)= 0215 O,
Desencppsula
E —
AT Procsso
. 6
P
Miltiplo d2 un vector

Figura 6. DG hipotética para el aprendizaje en ensefianza
media de los valores/ vectores propios en R? .

INSTRUMENTOS

Una vez disenada la DG preliminar (Figura 6), fue
necesario validarla, es decir, tener alguna certeza de su

viabilidad como modelo de construccion de los
valores/vectores propios en R2. Para ello se diseno un
cuestionario con la intencién de documentar las
construcciones y mecanismos mentales previstos en la DG.

Para cada una de las preguntas del cuestionario se
realizé un analisis a priori y ofro a posteriori. Ambos
analisis  fueron profusamente  discutidos entre los
investigadores y las discrepancias se negociaron hasta
alcanzar un acuerdo que se presenta mas adelante como
el andlisis a priori de las preguntas del cuestionario, y
posteriormente como el analisis de los datos obtenidos en
la investigacion.

ANALISIS A PRIORI DE LAS PREGUNTAS DEL CUESTIONARIO

Las preguntas de la medicién que resultaron clave y que
permitié la obtencién de resultados fueron las preguntas que
a continuacién se describen como pregunta 1y pregunta 2.

Pregunta 1

Describa que es lo que hace una rotacién en 180°,

con centro en el origen sobre un grupo de vectores.
Al solicitar al estudiante que describa esta transformacién,
se pretende evidenciar el estado objeto (objeto 1) de este
concepto, debido a que la descricpién puede ser desde lo
geométrico, lo funcional y lo artimético (propiedades), por lo
tanto si logra esta descripcién, bajo estas tres miradas
diremos que tiene una construccién de objeto para la
rotacién en 180° con centro en el origen.

Desde lo geométrico:
Cuando el estudiante no argumenta desde
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la ponderacién por escalar, sino que
inmediatamente muestra que la rotacién en
180° se relaciona con el vector opuesto al
dado (Figura 7), diremos que él muestra
una construccién geométrica de una
rotacién en 180° con centro en el origen.

N

(P

|
N

Figura 7. Concepcién geométrica de la Rotacién en 180°
con centro en el origen.

Desde lo funcional: Si el estudiante es capaz de rotular
la rotacién en 180° con centro en el origen como una
relacién funcional, esto es, T (v) = Royis0c (V) = =1 - v,
diremos que él muestra una construccién funcional de una
rotacién en 180° con centro en el origen.

Desde lo aritmético (propiedades): Cuando el
estudiante describe la rotacién en términos de propiedades
de una estructura algebraica, por ejemplo por medio del

inverso aditivo de un vector (al mirar como un nimero y
recordando la propiedad definida para nimeros reales del
inverso aditivo), diremos que él muestra una construccién
aritmética de una rotacién en 180° con centro en el origen.

Pregunta 2

A continuacién se presenta una funcién T que tiene el
siguiente efecto al aplicarla a un vector v de R?,T(v)
=\v donde )\ es un nimero real.

a) sQué efecto geométrico tine T2 Explique.

b)  SiAtoma los valores 2 'y =2, 3Qué forma toma
T[v)2 Exlique.

c Suponga que tiene los siguientes vectores: v; =

(1,1), va=1(-1,2), vs=(2,4) yvi=(3,-1).
Si 4 esigual a 2, 3Qué sucede con cada uno
de los vectores anteriores? Y 3Si A es igual a -
2 que sucede con ellos? Explique.

d) Explique que sucede si los valores de i son
positivos y negativos, grafique su explicacién.
sQué relacién tienen con cada uno de los
vectores iniciales?

La intensién investigativa para esta pregunta 2, es
mostrar que la transformacién T, entrega un mdltiplo del
vector, es decir es una funcién que asocia a cada vector
evaluado un mdltiplo de este. Como resultado geométrico,
estd subyacente la idea mdltiplo, que es observable con
casos particulares como la contraccién si el valor de 1 esté
entre O< A < 1, y dilatacién de vectores si el valor del es
1 <A, y mds ain los mismos efectos pero en sentido
opuesto si L < =1 y si —=1< A < 0. Un caso donde se
puede observar un aspecto geométrico conocido, es para



L = =1, pues este corresponde a la rotacién en 180° con
centro en el origen para vectores en R2. Estos efectos
geométricos se pueden observar en la Figura 8.

Figura 8. Efecto geométrico sobre los vectores : vi, vz, vay
V4.

ANALISIS DE DATOS

El andlisis de las respuestas de los estudiantes,
conjuntamente con los comentarios que hicieron en estas
respuestas, permitio, por un lado, identificar las
construcciones mencionadas en dicha DG vy, por ofro,
analizar las construcciones y mecanismos mentales mediante

las  cuales los estudiantes pueden  construir  los
valores/vectores propios.
Se analizaron los resultados obtenidos de la

aplicacion del instrumento por los investigadores, quienes los
negociaron en terminos de la DG preliminar. En general, el
analisis fue hecho con nitidez, es decir, se presto atencion a
estudiantes que parecen comprender los valores/vectores
propios y a ofros que parecen no haberlo entendido.
Posteriormente se discutieron las diferencias detectadas en
terminos de la presencia o ausencia de cada una de las
construcciones o mecanismos mentales que aparecen en la
DG preliminar de la Figura 6. Asi, se detectaron los datos
que apoyan las construcciones o mecanismos mentales
previstos en la DG o que puedan aportar informacion para
refinarla.

RESULTADOS

Se presenta el andlisis de algunas respuestas seleccionadas
al cuestionario. Es importante mencionar que esta seleccién
se basa en el interes de este estudio consistente en explorar
la posibilidad de validar las construcciones y mecanismos
mentales previstos en la DG a partir de los razonamientos
que los estudiantes evidencian en sus respuestas. En relacién
a lo obtenido por la aplicacién de la medicién se obtuvieron
los siguientes elementos.

La rotacion en 180° con centro en el origen es
una funcién, que dado un vector v entrega por
resultado -v (Proceso rotulado)
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Aqui en la Figura 9, se
muestra cémo el E6 rotula
la rotacién, por medio de
una descripcién  funcional,
utilizando  un  lenguaije
algebraico de lo obtenido

Figura 10. Fragmento de respuesta de E6 a Pregunta 1

Construccion Acciéon 2 para la rotacion en 180°,
con centro en el origen para vectores en R?
El estudiante E2 da cuenta de acciones (tipo 2) sobre el

geométricamente, o) =Rz objeto rotacién en 180° con centro en el origen para

asociando la rotacién a un [ 0.1€6) ciertos vectores dados, como casos particulares desde lo

cierto tipo de funcién. Figura 9. Fragmento de geométrico, develando el estado accién para la
respuesta de E6 a Pregunta 1. rotacién, como se muestra la Figura 11.

La rotaciéon en 180° como un proceso rotulado ‘
permite obtener el inverso aditivo de un vector : o e e

Otro elemento que se reporta es el cardcter estructural que
esta mostrando el estudiante E6, pues reconoce que la
estructura algebraica tiene efectos geométricos sobre los _ i
vectores y permite obtener aspectos de propiedades de los Sy :
vectores, como si los estuviese viendo o trabajando desde : s
nimeros reales, dando cuenta de una mirada mds profunda

de lo que involucra la aplicacién de este tipo de

transformaciones, como lo ilustra la Figura 10, que muestra Figura 11. Fragmento de respuesta de E2 a Pregunta 2.
el inverso aditivo del vector. l
l‘, Y O e
O aobicon Ya telacion am A€0 Proceso 5 se muestra en la transformacion T que

e : genera una recta a partir del vector v
S T R
Y J- i sy T
KA X pwvns acldwo uL Otro elemento geométrico que se distingue en las
sk resoluciones dadas por los estudiantes, es el Proceso 5 de
la DG, a través de la idea de generador, en el sentido
que para distintos valores de A, a partir de un cierto vector
v se genera una recta en ambos sentidos de este vector,



siendo para los casos en que el pardmetro A, es positivo y
la rotacidén de estos valores en 180°, cuando este es
negativo, como se puede apreciar en la Figura 12.

Figura 12. Respuesta a pregunta 2d de Eé.

La ponderacion escalar y su efecto geométrico
como proceso 4

En el escrito del estudiante E7, la operatoria de
ponderacién escalar no solo es interpretada desde una
mirada algebraica, sino también establecen relaciones
(procesos tipo 4) con lo geométrico de forma directq,
relacionando la magnitud y el sentido de los vectores
(en el caso de que A < 0), como se muestra en la
Figura 13.

6. Grafique en este plano los vectores resultantes para el valor de A =2

$Qué relacin tienen con cada uno de los vectores iniciales? =% i e ne dolole -

. °
Ve ﬁ:.z) . (2,4) Longi dud
A2)
2: 20a3) = (2,9
2R=Z(12): (2,9
2 W= ZCG1Y): (3 -y :
N
2% \ 23,
Ak
S s Bl
N YN\ * 3 4
A 7 :
AR
e B
Pl | s
H \Y

Figura 13. Respuesta a pregunta 2d de E7.

Por lo tanto el valor de pardmetro A determina orientacién
y magnitud de los vectores que se evaltan, es decir, la
ponderacién escalar determina este efecto geométrico,
como se muestra el estudiante E2 en la Figura 14.
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8. Explique que sucede si los valores de ) son positivos o negativos, grafique su explicacion.

1 Qué relacién tienen con cada uno de los vectores iniciales?

N ,

g ~ ! | I\ | 3
| "”9 VA0S X AR Ay '["—/ (1¥Yale
| .

Figura 14. Respuesta a pregunta 2d de E2.
Para el caso de la ponderacién escalar se pesquiso con el
estudiante de segundo medio E7, que la ponderacién
escalar tenia una relacién con una correspondencia, por lo
cual se volvié a él y se le planted la siguiente interrogante.

Dejando de lado la rotacién, ¢Qué otro
efecto geométrico le asocia a este tipo de
transformacion T?

Para esta pregunta se le dejé al estudiante que
dibujara, y explicard a que se referia con esta
funcién, a lo cual reporté que ésta era en realidad la
homotecia como se muestra en la Figura 15.

Figura 15. Respuesta de E7 en relacién a la
ponderacién escalar.

Después de obtenido esto, ofro elemento geométrico
considerado fue la Homotecia, pues se reporté esta como
una transformacién sobre los vectores desde el punto de
vista de una funcién, describiendo una relacién de
cardcter geométrico pero con una descripcién funcional.

Objeto (Objeto 2) valor/vector propio en RZa
través de la encapsulacion del proceso
ponderacion escalar como una funcién

El estudiante E2, no da cuenta del proceso ponderacién
por escalar de forma explicita, sino que mds bien realiza
directamente una encapsulacién de este concepto,
originado en Obijeto 2 de valor/vector propio de la DG,
con base en la coordinacién del proceso funcién como



correspondencia y del proceso de ponderacién por
escalar como se muestra en la Figura 16.

5i (,L\’U\A/Clﬂ"(" A47) «:fd}m x, ‘-L"“‘L‘
A Cao Ao (3<,‘J

KA)— X = X(x,\/\ =(}~X,>\y)

>owl(’ ,\ W K)l 'l\—t'v./‘w Cex ~’.o-oL.x

COO\'A/WJM:, Yy en t)\C o
j,.";\T inyen lbs  1ra ona (-(.;.Jd/
A(—\ Vic"\:)( t

Figura 16. Fragmento de respuesta de E2 a la pregunta
2 del cuestionario.

Desencapsulacion del objeto rotacion en 180°
con centro en el origen

E2 da cuenta de una desencapsulacién de este objeto
rotacién, ya que lo describe como el proceso, a un cierto
vector v lo hace corresponder con —=1-v 6 -1:(x,y), este
objeto lo rotula de tal forma que describe una relacién
funcional para este objeto geométrico. Este proceso de
forma implicita esta coordinado con el proceso de

funcién, a través de la idea de correspondencia, (ver la
Figura 17).

0 O UL S LU € U 1 S Ly ) A . e 3 s
Sid \u( e se xoiu ¢ de ln \'0“"“—‘ (h\{) ot c '1\
6\8 l,’_"' 20 e kaae en A80° "ﬁ“j‘ wa oL Fo: me (): \1

L *
> Y 3. ;Qué puede concluir de aplicar uns rotacidn en 180° con centzo en el orlgen sobre
’ un voctor v cualquiera? : :
' [ X NOX00

“)z pidl  Cong i u\.u;, d\ JU:*m x G\ eeX YO

| IM)
en 4e0°% e md~\ww gopiemn S

LoYs s

|‘\u,u\_/z con L J.»(.uo\,-a A(, J(“[

o0 oL Gon icho
’\J\k:\.(ﬁlw(""‘/) = ("(’-\IJ) 74 (*IY :gﬂ:“_\‘l) 1
1 \ \ ‘
Jt qux ncd}ayﬂc wr poivon

o St ps...o’ qux
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Figura 17. Respuesta de E2, mostrando la
desencapsulacién del objeto Rotacién.

DISCUSION Y CONCLUSION

los resultados de esta investigacién muestran las
construcciones y mecanismos mentales que modelan el
aprendizaje de los valores/vectores propios en R?. Entre
ellos se destacd la rotacién en 180° como proceso que
permite obtener el inverso aditivo de un vector y la
encapsulacién del proceso ponderacién escalar como una
funcién.

En cuanto a la construccién de los valores/vectores
propios en R?, el andlisis de los resultados obtenidos da
cuenta que los estudiantes que logran construirlo,
mostraron evidencias de haber construido las siguientes
construcciones y desarrollado los mecanismos mentales
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asociados a ellas:

* La rotacién en 180° con centro en el origen es una
funcién, que dado un vector v entrega por resultado —
vque de acuerdo a la DG equivale al Proceso
rotulado).

* La rotacién en 180° como un proceso rotulado permite
obtener el inverso aditivo de un vector.

* Lla construccién Accién 2 (segin la DG) para la
rotacién en 180°, con centro en el origen para
vectores en R?, es la que se interioriza en el Proceso 2
(segun la DG).

* El Proceso 5 (segin la DG) se muestra en la
transformacién T (pregunta 2) a través de la
generacién de una recta vectorial.

* Lo ponderacién escalar y su efecto geométrico
muestran la construccién del proceso 4 (segin la DG).

* Lla construccién Objeto (Objeto 2 segin la DG)
valor/vector propio en R? se evidencié a través de la
encapsulacién del proceso ponderacién escalar como
una funcién.

Las evidencias obtenidas dan cuenta de las dificultades
en la construccién del objeto valor/vectores propios en
R?. Claramente, el andlisis de los resultados muestra que
la no construccién del concepto rotacién en 180° como
un proceso rotulado,imposibilita la construccién del objeto
valor/vectores propios en R?. Esta dificultad implica que
no se ha construido la encapsulacién del proceso 5, es
decir, el objeto de la ponderacién escalar, utilizando
como medio la idea de funcién, obtienida a través del
objeto 2, que al ser rotulado se puede expresar mediante

la relacién algebraica  f:R? - R?, f(x,y) = A(x,y) =
(Ax, Ay).

En general podemos decir que las construcciones
previstas en la DG que aparecen en el trabajo de los
estudiantes son, fundamentalmente, la construccién del
concepto de rotacién en 180° con centro en el origen y
también el de homotecia en la construccién de los
valores/vectores propios como un objeto en R% vy la
importancia del reconocimiento de T (en la pregunta 2)
como una funcién. Estos datos muestran que la DG
disefiada parece dar cuenta de las construcciones
necesarias en el aprendizaje de los valores/vectores
propios en R2.

Con este estudio se propone una primera respuesta a la
pregunta de investigacién planteada acerca de las
construcciones y mecanismos mentales asociados a la
construccién de valores/vectores propios en R?, al mismo
tiempo, a la pregunta sobre las construcciones y
mecanismos mentales necesarios para el aprendizaje de
ellos.

Se propone, asi, esta DG a la comunidad interesada en
el aprendizaje de este tema como un posible modelo de
ensefianza y aprendizaje de los valores/vectores propios
en R? y como disefio de investigaciéon que permita
validarla. Los resultados de este estudio, sin embargo, van
més allé de la validacién de la DG. Entre las
contribuciones que la investigacién hace a la literatura se
pueden sefialar el estudio de valores/vectores propios en
R? desde la rotacién en 180° y la homotecia (Ponderacién
por escalar); las construcciones que parecen ser



indispensables en la comprensién de este importante
tépico; la construccién de la rotacién en 180° con centro
en el origen como una funcién (que dado un vector v
entfrega  por resultado -v), la importancia de la
ponderacién escalar y su efecto geométrico muestran la
construccién del proceso 4, el papel de T (pegunta 2)
como funcién y su rol en la construccién objeto de
valores/vectores propios en R?, como paso fundamental
para la comprensién real del mismo. Este estudio
proporciona nueva evidencia de que el uso de las
estructuras de la teoria APOE permite determinar las
construcciones que subyacen a las dificultades de los
estudiantes y a sus estrategias.
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RESUMEN

El pensamiento matemdtico y el pensamiento cientifico son manifestaciones contextualizadas del pensamiento
reflexivo, entendido como el proceso de formacién de significados que lleva al individuo de una experiencia a otra
con un enfendimiento mds profundo de sus relaciones con ofras experiencias y otras ideas. En este ensayo se haré
una reflexién sobre los procesos de razonamiento que estdn detrds del conocimiento cientifico; el papel que juega
el pensamiento matemdtico en la generacién de dicho conocimiento; y las implicaciones en la ensefianza de las
ciencias.

Parte de la reflexién se centra en la caracterizacién de los razonamientos que llevan a la formacién de conjeturas
y la bisqueda de su justificacién; no referimos a los razonamientos deductivo, inductivo y abductivo, y cémo su
combinacién guia la indagacién cientifica.

Palabras clave: Abduccién; deduccién; ensefianza de las ciencias; induccién; pensamiento matemdtico;
pensamiento reflexivo.

ABSTRACT

Mathematical and scientific thought are contextualized manifestations of reflexive thought, defined as the process
of meanings formation that takes an individual from one experience to another with a deeper understanding of
its relationships with other experiences and ideas. In this essay a reflection on the reasoning processes behind
scientific knowledge, the role of mathematical thought in the building of such a knowledge, and its implications
on the teaching of science will be addressed.

Part of the reflection is focused on the characterization of the kind of reasoning that leads toward the posing

of conjectures and the search of its validation; we are referring to deductive, inductive, and abductive kind of
reasoning, and how its combination guide scientific inquiry.

Key words: Abduction; deduction; induction; mathematical thought; reflexive thinking; science teaching.
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INTRODUCCION

Para los efectos del presente ensayo, consideramos que un
cientifico es toda aquella persona que se dedica a la
ciencia, sin hacer distinciones sobre el cardcter de dicha
ciencia, puede ser natural o social.

Un cientifico debe poseer una manera de pensar y
de concebir su entorno acorde con su posicién de persona
que busca el conocimiento. Este conocimiento debe ser
vélido, considerado como verdadero por la comunidad de
cientificos en la que se desenvuelve y, de ser el caso, por
la sociedad a la que pertenece.

El pensamiento cientifico es un pensamiento

reflexivo que se puede resumir de la siguiente manera
(Rodgers, 2002: 845):

e Es un proceso de formacién de significados que lleva
al individuo de una experiencia a ofra con un
entendimiento més profundo de sus relaciones y sus
conexiones con ofras experiencias y otras ideas.

* Es una manera de pensar sistemdtica, rigurosa y
disciplinada, con sus raices en el cuestionamiento
cientifico.

* Es necesario que se dé en el seno de una comunidad,
a partir de la interaccién entre individuos.

* Requiere actitudes que valoren el crecimiento personal
e intelectual del individuo mismo y de los demds.

Segin, John Dewey (1910), filésofo y pedagogo
estadounidense, el pensamiento reflexivo sigue cinco
pasos légicos:

a) La sensacién de una dificultad o su percepcién.

b) Su ubicacién y su definicién.

c) Sugerencias de posibles soluciones o explicaciones en
la forma de hipétesis o de conjeturas.

d) Desarrollo, mediante razonamientos légicos, de las
implicaciones de las sugerencias.

e) Observacién y experimentacién mds detallada que
lleva a la aceptacién o al rechazo de la posible
solucién o explicacién, es decir, de la conjetura.

Esto es, una persona percibe una dificultad, un
problema, o algo que no encaja del todo en una
situacién; el pensamiento reflexivo hace que la persona
ubique y defina aquello que desperté su curiosidad;
sugiere posibles causas vy, si la situacién es conflictiva,
posibles soluciones; ahora, mediante inferencias lgicas,
determina las implicaciones que pueden tener las
sugerencias de solucién, es decir, las conjeturas sobre las
causas del conflicto o sobre las posibles soluciones;
finalmente, el pensamiento reflexivo lleva a hacer una
especie de recapitulacién, observando y analizando con
més detalle lo que tiene hasta ese momento, y esto lleva a
aceptar o no las conjeturas como vélidas. El pensamiento
reflexivo influye en el sistema de creencias de un
individuo, ya sea reforzando algunas de ellas o
desechando ofras.

Ahora bien, el tipo de razonamiento que utiliza un
matemdtico cuando hace matemdtica es una forma muy
especial del pensamiento reflexivo. El pensamiento
matemdtico dota al individuo de las habilidades de



razonamiento abstracto que le permitirdn adquirir la
capacidad de resolver problemas de manera efectiva,
haciendo un uso racional de las herramientas tecnolégicas
a su alcance.

Asi pues, por pensamiento matemdtico entenderemos
el razonamiento que se da durante el proceso de hacer
matemdtica; este razonamiento tiene elementos inductivos,
deductivos 'y abductivos y adquiere caracteristicas
especiales dependiendo del contexto matemdtico en el
que se dé. Dividimos el pensamiento matemdtico en cinco
categorias igualmente importantes y que se complementan
entre si:

* Razonamiento numérico: implica la comprensién de
los nimeros y su representacién, asi como su
conformacién en conjuntos especificos en donde
existen operaciones y transformaciones entre ellos.

* Razonamiento algebraico: se refiere al entendimiento
de los procesos de reconocimiento de patrones y
generalizacién.

* Razonamiento variacional: estd conformado por la
comprensién de las relaciones funcionales y los
procesos de cambio.

* Razonamiento geométrico: implica la percepcidn
espacial de los objetos que nos rodean y la
comprensién de sus relaciones.

* Razonamiento probabilistico y estocéstico: tiene que
ver con la comprensién de los procesos azarosos y de
célculo de probabilidades.

la matemética es inherente a cualquier actividad
humana, desde el quehacer cientifico y humanistico, hasta
las manifestaciones culturales y artisticas. Por tal motivo,
es importante desarrollar aquellos aspectos bésicos de la
matemdtica que permitirdn desempefiarse
satisfactoriamente en el contexto social y laboral, no sélo
en el académico o cientifico.

Para entender la naturaleza de la matemdtica y la
manera en que se construye el conocimiento matemdtico,
es necesario hacer una recapitulacién sobre cémo se
genera y se valida el conocimiento matemético, que no es
muy diferente al proceso que sigue el conocimiento
cientifico en general.

Bdsicamente, los resultados que un matemdtico
obtiene de sus investigaciones aparecen, en primer
término, como una serie de conjeturas que debe validar.
Es muy probable que una conjetura se forme a partir de
una serie de hechos aislados, siguiendo un proceso
inductivo. Si las evidencias obtenidas convencen al
matemdtico de su plausibilidad, es decir, si hay un
proceso de autoconvencimiento de la veracidad de sus
hallozgos, entonces se aventura a buscar una
demostracién  matemdtica, basada en  procesos
deductivos. Una vez que tiene la demostracién de su
conjetura, la somete a la revisién y al escrutinio de sus
colegas, dando inicio, asi, a un proceso de persuasién
sobre su validez. Si los resultados son lo suficientemente
interesantes o relevantes para el conocimiento y la teoria
matemdtica, es posible que la revisién de la demostracién
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l6gica de la conjetura se haga de tal manera que se dé
una serie de pruebas y refutaciones hasta que sea
aceptada o rechazada por la comunidad.

Si la conjetura es aceptada como vdlida, entonces
adquiere el estatus de teorema; si no, la conjetura puede
utilizarse con las reservas del caso. En ambos casos,
teorema y conjetura, vienen a formar parte del
conocimiento matemdtico.

lo interesante de este proceso de formacién de
conjeturas y su validacién, es que el pensamiento reflexivo
juega un papel importante. Esto es, el investigador,
siguiendo mds o menos en el mismo orden los pasos
l6gicos del pensamiento reflexivo definidos por Dewey,
percibe que algo puede ser importante; ubica ese algo y
lo define o trata de definirlo; sugiere posibles
explicaciones en forma de una conjetura; razona de
manera légica sobre la validez de su conjetura; y busca
mayores evidencias de ésta, hasta que termina por
aceptarla o rechazarla. Ahora bien, este conocimiento se
da en el seno de una comunidad, por ello la necesidad de
someterlo a su escrutinio; esta misma necesidad de que el
resultado sea reconocido como vdlido por la comunidad,
hace que el investigador se someta a una serie de reglas
establecidas tanto en la disciplina misma como por la
comunidad en la que se desenvuelve. En este caso,
hablamos del respeto a las reglas matemdticas y la
honestidad en los planteamientos.

Por tanto, la matemdtica y la generacién de
conocimiento matemdtico implican el desarrollo de un

pensamiento reflexivo contextualizado que se puede
fomentar haciendo matemdtica. Un pensamiento reflexivo
que serd de gran ayuda en la formacién de cientificos y
en la investigacién cientifica.

En este ensayo se hard una reflexién sobre los
procesos de razonamiento que estdn detrds dela
generacién y manifestacién del conocimiento cientifico; el
papel que juega el pensamiento matemdtico en la
generacién de dicho conocimiento; y las implicaciones en
la ensefianza de las ciencias.

LA FORMACION DE CONJETURAS DESDE EL
PUNTO DE VISTA DE LA LOGICA

Pensemos en el siguiente razonamiento:
Premisa Mayor: Todos los perros son animales.
Premisa Menor: Jackson es un perro.
Conclusion: Jackson es un animal.

Este es un modo de silogismo llamado Barbara,
podemos decir que se trata de uno de los razonamientos
més directos y faciles de comprender. Es un razonamiento
deductivo en el que la premisa mayor es una regla
general, la premisa menor es un caso particular y la
conclusién se obtiene directamente de las ofras dos. El
razonamiento serd vdlido si las dos premisas son vélidas.

Ahora, si cambiamos de lugar la premisa mayor y la
ponemos al final del silogismo tendremos:



Premisa 1: Jackson es un perro
Premisa 2: Jackson es un animal.
Conclusién: Todos los perros son animales.

En este caso tenemos una induccién. Las dos premisas
apuntan a un caso particular, Jackson es un perro y es
animal. Este caso lleva a una regla general: Todos los
perros son animales. La conclusién es débil, no es posible
decir que sea vdlida tomando como ejemplo un solo
perro. Habria que indagar mds. En este tipo de
razonamiento el conocimiento para determinar la validez
de la conclusién estd contenido en las dos premisas, la
validacién consistiria en encontrar mds casos de perros
que también sean animales: cudntos mds perros animales
encontremos, mds fuerte serd la conclusién. Decimos que
la conclusién es una conjetura.

Intercambiemos ahora la segunda premisa y la conclusién
en nuestro silogismo:

Premisa 1: Todos los perros son animales.
Premisa 2: Jackson es un animal.
Conclusién: Jockson es un perro.

Este tipo de razonamiento no se puede considerar una
induccién, pues parte de una regla general. 3Es un
razonamiento vdlido? sla certitud de las dos premisas
aseguran la veracidad de la conclusién? La respuesta
claramente es no. Si cambiamos la redaccién del
razonamiento a:

Jackson es un animal; todos los perros son animales,
enfonces es posible que Jackson sea un perro.

El conocimiento que puede llevarnos a la validez de
la conclusién no se encuentra en las premisas. Habria que
buscarlo en ofra parte. En este caso una simple inspeccidn
del animal podria sacarnos de la duda.

A este tipo de razonamiento, Charles Sanders Peirce,
fildsofo pragmdtico estadounidense, llamé razonamiento
abductivo. Lo expresé de la siguiente manera (Peirce,
citado en Psilos 2011, p. 132):

Se observa un hecho sorprendente C.
Pero si A fuera cierto, C se estaria observando.
Entonces existe razén para pensar que A es cierto.

En nuestro caso el hecho observado es que Jackson es
un animal. Si Jackson fuera perro, tendriamos que Jackson
es animal. Enfonces existe razén para pensar que
Jackson sea un perro.

Asi pues, mientras que en los razonamientos
deductivo e inductivo la validacién de la conclusién estd
en las mismas premisas, en el razonamiento abductivo
hay que buscarla en otro lado.

En el dmbito de la matemdtica un razonamiento
abductivo seria el siguiente.

Este trigngulo fiene la propiedad de que la suma del
cuadrado de la longitud de dos de sus lados es igual
al cuadrado de la longitud del tercero (hecho
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observado). Yo sé que los frigngulos rectdngulos
cumplen con esta propiedad (regla general], entonces
es posible que este tidngulo sea  rectangulo
[conjetural.

Coincidimos con Peirce (2014) y otros autores (Anderson,
1995; Douglas, 1995; Fann, 1970; Reichertz, 2010;
Russell, 1965) en que este tipo de razonamiento lleva a
una indagacién con razonamientos de tipo deductivo e
inductivo que nace de probar la validez de la conjetura y
generalizarla. En este caso la pregunta que nos hariamos
es: sserd, entonces, que fodos los triéngulos que tengan
esta relacién entre la longitud de sus lados sean
rectdngulos? Si tomamos esto como cierto, scudles serian
las consecuencias? 3Qué se puede deducir de esto?

5Cémo podemos probar la hipédtesis? Lo primero
que se puede hacer es ver si el tridngulo observado y
otros con la misma caracteristica cumplen con el hecho de
ser rectédngulos. Cuando se tienen casos suficientes como
para estar seguros de que la regla general se cumple,
entonces se buscaria una cadena de razonamientos
deductivos (cuyas premisas estdn sustentadas por la teoria
matemdtica) que lleven a la conjetura como conclusién.

LA INDAGACION CIENTIFICA

Tomando en cuenta lo dicho hasta este momento, un
razonamiento de tipo abductivo es el primer paso en un
proceso de pensamiento reflexivo y, por ende, de un
proceso de indagacién cientifica. Peirce reconoce tres

etapas de la indagacién cientifica (adaptado de Psillos,
2011, pp. 143-144; traduccién propia).

la completa serie de desempefios meniales entre o
observacién del maravilloso fenémeno y la aceptacién de la
hipdtesis, y la estimacion final de su plausibilidad,
considero que es la primera etopa de la indagacién. Su
férmula caracteristica de razonamiento la llamo abduccion
[refroduccién en el texto original), es decir del consecuente al
anfecedente.

la abduccién no permite seguridad. la hipdtesis debe ser
probada. Esta prueba, para que sea légicamente vdlida,
debe honestamente iniciar, no como inicia una abduccién,
con el escrutinio del fenémeno, sino con el examen de la
hipdtesis, 'y exhibir foda sverte de  consecuencias
condicionales que se seguirian de su veracidad. Esto
constituye la segunda etapa de la indagacién. Por su forma
caracteristica de razonamiento, nuestra sociedad le ha
proporcionado el nombre de deduccién.

Una vez que el propésito de la deduccién, el recabar
consecuentes de la hipdtesis, es llevado a cabo de manera
suficiente, la indagacién entra es su fercera efapa, la de
establecer qué fan lejos tales consecuentes concuerdan con
la experiencia, y de juzgar en consecuencia si la hipdtesis
es sensiblemente correcta o requiere alguna modificacién
no esencial, o debe ser completamente rechazada. Su
forma caracteristica de razonamiento es la induccién.

El desarrollo de la ciencia estd lleno de ejemplos de
razonamiento abductivo que lleva al planteamiento de
una conjetura o hipdtesis y a la bisqueda de su
aceptacién completa bajo ciertas circunstancias o su
completo rechazo.



Un ejemplo de esto es la evolucién del concepto de
dtomo, desde las consideraciones filoséficas de
Demécrito, hasta el modelo atémico de Schrédinger. Todo
apunta a un proceso que adn no termina.

Segin la versién més aceptada (Enciclopedia de
Filosofia de Stanford, 2004), Parménides afirmaba que no
podia haber un cambio sin que implicara que algo viniera
de la nada; y como la idea de que algo viniera de la
nada es algo que se tenia por imposible, entonces decia
que el cambio era ilusorio. Pero los cambios estdn ahi, se
pueden testificar diariamente, por tanto, negar el hecho
no era la solucién. En consecuencia, varios filésofos, entre
ellos Demécrito y su maestro Leucipo de Mileto, se dieron
a la tarea de buscar una explicacién alternativa sobre las
causas del cambio.

Podemos poner el razonamiento de Parménides
como una abduccién de la siguiente manera:

Se observa un cambio en la materia. Si algo surgiera
de la nada, estariamos observando cambios; por
fanto, es posible que algo surja de la nada.

Parménides no avanza mucho en su razonamiento, el
siguiente paso fue negar el hecho observado (el
movimiento es ilusorio), en lugar de tratar de probar su
conjetura: hay cosas que surgen de la nada; o dado el
caso, cambiarla.

Porsu parte, el razonamiento de Demdcrito se puede
establecer como:

Se observa un cambio en la materia. Si- hubiera
principios  constitutivos de la  materia  que no
percibimos, estariamos observando los cambios. Por
fanto, es posible que existan esos principios.

Y en lugar de negar lo observado, lo que hizo fue
tratar de probar su conjetura suponiendo la existencia de
bloques indivisibles de materia que al combinarse con
otros bloques provocaban los cambios que si podemos
percibir. A estos bloques los llamé dtomos.

la existencia misma de los d&tomos como una
estructura indivisible era una conjetura, conjetura que
retomé Newton y modificé Dalton muchos siglos después
para explicar los elementos quimicos, dando a los dtomos
formas y tamafos diferentes. Es decir, la conjetura que
suponia la existencia de los &tomos, si no verdadera,
resulté 0til para explicar algunos fenémenos. A medida
que avanzd la tecnologia y la ciencia fue evolucionando,
el concepto de d&tomo perdid su caracteristica de
indivisible, el dtomo est4 compuesto de particulas como
electrones, neutrones, protones, muones y un ndmero
grande de otras particulas (particulas elementales). Pero
bdsicamente la conjetura de Demécrito sigue vigente,
scudl es la estructura minima e indivisible de la materia
que origina los cambios que observamos? zExisten tales
estructuras? Sabemos que la energia juega un papel
fundamental en la conformacién de la materia, y la luz
tiene un comportamiento dual: como corpisculo y como
onda. Incluso tenemos una ecuacién que relaciona la
energia con la masa: E = mc?; por tanto es razonable
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creer que tal vez no exista dicha estructura y todo sea un
intercambio entre materia y energia.

En la naturaleza, por lo menos hasta donde se
conoce, la materia se encuentra en estado sélido, liquido,
gaseoso o en forma de plasma. Y es posible tener
conversiones entre estos estados. Entonces, es plausible
pensar que, al final de cuentas, Aristételes tuviera razén
cuando argumentaba que la materia es un continuo y los
cuatro elementos tierra (sélido), agua (liquido), aire (gas) y
fuego (plasma) compartan algunas caracteristicas.

El punto a resaltar con todo lo anterior, es que el
razonamiento abductivo puede embarcarnos en un
proceso de reflexiéon y de formacién de conjeturas que,
eventualmente, nos llevaria al conocimiento, o a destinos
insospechados como la poesia quees el caso de Edgar
Alan Poe con su texto Eureka escrito en 1847.

Pensamiento matemdtico e investigacion

cientifica

En geometria, un ejercicio tipico es el siguiente:
Si tenemos dos segmentos de diferente longitud que
se cruzan en su punto medio, el cuadrildtero que se
forma con los extremos de los segmentos es un

paralelogramo.  3Es vélida la afirmacion  anterior?
Explica por qué si o por qué no.

Al resolver este ejercicio un profesor de matemdtica de
bachillerato (tres Ultimos afios antes de iniciar la

universidad) respondié de la siguiente manera:

Si-es un paralelogramo, pues en un paralelogramo
sus dngulos internos miden lo mismo v sus diagonales
se cruzan en su punto medio.

sEs correcto este razonamiento?

Si planteamos la afirmacién como un razonamiento
abductivo, quedaria asi:

Hecho observado: Dos segmentos que se cruzan en
su punto medio.

Si todos los cuadrildteros cuyas diagonales se cruzan
en su punto medio fueran paralelogramos, entonces
es posible que estos dos segmentos sean las
diagonales de un paralelogramo.

La conjetura que hay que revisar seria:

Todos los cuadrildteros con diagonales que se cruzan
en su punto medio, son paralelogramos.

Y no como lo pone el profesor del ejemplo:

Todos los paralelogramos tienen diagonales que se
cruzan en su punto medio.

Es decir, el razonamiento abductivo nos ayudaria a
plantear la conjetura correcta.

Una vez que tenemos la conjetura correcta, para
probarla podemos recurrir a procedimientos deductivos,
es decir, considerar que consecuencias tendremos de
considerar que en el cuadrildtero sus diagonales se cruzan
en su punto medio, y si estas consecuencias nos llevan al



hecho de que el cuadrilétero es un paralelogramo.

Como en el caso del dtomo, es posible que el
razonamiento abductivo lleve a un proceso de validacién
y refutacién de conjeturas que tome afos, décadas e,
incluso, siglos.

Tomemos, por ejemplo, el caso de la férmula de
Euler que relaciona el nimero de vértices, aristas y caras
de un poliedro regular: V- A =C + 2, en la que V es el
nimero de vértices, A el nimero de aristas y C el nimero
de caras.

El problema original fue la clasificacién de los
poliedros por parte de Euler, 1758 (adaptado de Lakatos,
1963, p. 6):

Mientras  que la  clasificacién de  poligonos  en
geometria plana puede hacerse con facilidad de
acuverdo con el nimero de sus lados, que siempre es
igual al ndmero de sus dngulos, en estereotomia la
clasificacién de  poliedros representa un  problema
mucho mdas dificil, ya que el solo nimero de caras
resulta insuficiente para este propdsito.

Segin Lakatos, la linea de pensamiento del matemdtico
fue: si pudiera establecer una relacién entre los elementos
de un poliedro, como en el caso de los poligonos, seria
facil hacer la clasificacién. El razonamiento que se
vislumbra en el argumento de Euler es de tipo abductivo:

Si se pudieran clasificar los poliedros, tendriamos una
relacion entre sus elementos. Tengo una relacién entre

sus elementos, enfonces es posible que se puedan
clasificar.

El hecho observado es la relacién entre los
elementos del poliedro, y la conjetura es que los poliedros
se pueden clasificar. La cuestidn estd en que Euler no tenia
la relacién, supone que existe por la correspondencia
entre poligonos y poliedros. A diferencia de Parménides
que negd el hecho, Euler supone que existe y se abocé a
encontrarlo.

la férmula que encontrd, de hecho, fue otra
conjetura que requeria demostracién: esta conjetura tuvo
una serie de demostraciones y refutaciones que llevaron
varias décadas (Lakatos, 1963).

En términos generales, podemos concluir que la
matemdtica se ve sometida al escrutinio de las leyes de la
inferencia 'y su  conocimiento no se produce
exclusivamente con razonamientos de tipos inductivo y
deductivo. Sin embargo, debido a las caracteristicas de la
teoria matemdtica y la forma en que se construye, el
pensamiento matemdtico da un cardcter més riguroso al
quehacer cientifico en general.

La matemdtica ha impactado todos los dmbitos del
quehacer humano. No obstante, parece ser que el
pensamiento matemdtico no ha tenido el mismo impacto.
Veamos el siguiente ejemplo:

la Figura 1 fue tomada de la revista Annals of
Applied Biology.

35



Pédi: Revista de proyectos y textos académicos en Didéctica de las Ciencias y la Ingenieria. Afio 1. Nom. 001, abril de 2017, ISSN en tramite.

>
-
o
IS

Fruits remaining on the tree (%)

80

60

40

20

Patron de frutificacion de longan, Dimocarpus longan: desde la polinizacion hasta el

¢

desarrollo de arilos

B 35 -
y = 144.69¢0285x

R?=0.9331

- [y ¢) S} w
=) wul o 2 =)
L 1 1 L 1

% of relative flower fruit drop

421
1

T T T 1 0 T T T T T T T T 1
3 4 5 6 7 8 9 01 2 3 4 5 6 7 8 9
Week Week

Annals of Applied Biology
pages 357-368, 11 JUL 2016 DOI: 10.1111/aab.12306

Figura 1. Patrén de fructificacién del érbol de longan u ojo de dragén.
Fuente: Annals of Applied Biology.

La grdfica A muestra la tendencia de
la permanencia de frutos de longan
(también conocido como ‘ojo de dragén’),
una fruta tropical asidtica parecida al
lichi. Parte de la explicacién que se da en
el articulo sobre la grdfica A es como
sigue (traduccién propia)

las flores/frutos caen de 1 a @
semanas después de la floracién,
siguiendo una tendencia exponencial
(R? = 0.9331) segin la ecuacion y =
144.69e%28% en la que X" significa

semanas después de la antesis. (Pham,
etal, 2016: 363)

Si analizamos la informacién que
se da en la grdfica y lo transcrito en el
pdrrafo anterior, podemos observar lo
siguiente: suponemos que la gréfica con
puntos corresponde a las observaciones
de campo (en el articulo no se menciona
este  hecho), éstas se  hicieron
semanalmente, en consecuencia, los
puntos no deberian estar unidos por
segmentos pues no se sabe qué sucede
entre una medicién y ofra (éste es un
ejemplo de curva discreta). Ahora bien,
teniendo una gréfica de puntos como la



de la figura, 3qué fue lo que llevé a los autores a pensar
en un ajuste exponencial? El coeficiente de determinacién
R? es alto, por tanto, la curva deberia pasar muy cerca de
los puntos, cosa que no se observa en la grdfica. Esto
haria pensar en que se haya cometido algin error en el
célculo de R%. Ahora bien, el articulo estd publicado en
una revista arbitrada, 3falté rigurosidad a los revisores o
simplemente no les parecié importante?

Situaciones como la anterior se deben a la falta de
un pensamiento matemdtico en las lineas de razonamiento
de los autores. zHabrian cambiado los resultados y, por
ende, las conclusiones de haber sido mds rigurosos en el
uso de herramientas matemdticas? 3Qué tan dtiles son las
gréficas en el articulo o sélo tienen la funcién de darle un
cardcter mds ‘cientifico’ al texto?

IMPLICACIONES EN LA ENSENANZA DE LAS
CIENCIAS

La escuela, como el centro de formacién de los integrantes
de una sociedad, se conforma en el lugar en donde se
prepara a los aprendices para la vida. En palabras de
Dewey (traduccién propial):

la gran importancia del pensamiento para la vida
hace necesario su control por parte de la educacién,
debido a su tendencia natural a perderse, y debido a
que existen influencias sociales que tienden a formar

hébitos de pensamiento que llevan a creencias
inadecuadas y eréneas. (Dewey, 1910: 29)

En especial, durante el proceso de formacién cientifica
(incluyo en esta categoria a todos los ingenieros y los
cientificos sociales) es necesario que los aprendices
adquieran hdbitos y habilidades de pensamiento reflexivo
que les permita llegar a inferencias mejor sustentadas. Es
decir, la escuela debe proporcionar al estudiante una
disciplina mental que convierta el talento natural de los
individuos, a través de un ejercicio gradual, en un poder
efectivo (Dewey, 1910):

Cuando la disciplina es concebida en términos
intelectuales (como el poder habitual de una
actividad mental efectiva), se le identifica con la
libertad en su sentido verdadero. Ya que la libertad
de mente significa un poder mental capaz de un
ejercicio independiente, emancipado del control de
otros, no la mera operacién externa sin ataduras
(p. 64. Traduccién propia)

El cientifico necesita esta independencia intelectual
para poder plantear conjeturas y buscar su justificacion
sin apegarse a dogmas. Por lo general, el cientifico se
encuentra con hechos y busca su causa. La disciplina
mental le ayudard descubrir lo que hay en medio y si la
causa encontrada es razonable.

En este sentido, el pensamiento matemdtico podria
ser de gran ayuda. Por consiguiente, seria recomendable
que el estudio de la matemdtica en niveles superiores se
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abocara a desarrollar el pensamiento reflexivo a través
del pensamiento matemdtico.

Para ello es necesario cambiar el enfoque de
ensefianza de la matemdtica que se ha dado en estos
niveles. Exceptuando las carreras de matemdtica pura, la
ensefianza de la matemdtica ha sido como una
herramienta de apoyo a otras materias como fisica,
quimica o biologia; y su concepcién como un cuerpo de
conocimiento acabado no ha cambiado: la matemdtica se
ensefia como una serie de recetas y algoritmos que se
aplican en determinadas situaciones, sin que haya una
reflexién verdadera sobre el origen de tales algoritmos o
el porqué de las férmulas. En este tipo de enfoque no hay
espacio para el razonamiento, sélo la aplicacién
mecdnica de recetas.

Por el contrario, en carreras de matemdtica pura, el
enfoque es axiomdtico y formal, en donde el
razonamiento deductivo juega un papel importante, como
el método Unico para demostrar teoremas. Por lo general,
se inicia con la definicién de conceptos clave, las leyes
bdsicas (y obvias) que rigen algunas relaciones entre tales
conceptos (axiomas) y, a partir de esto, se construye la
teoria, siguiendo una serie de implicaciones deductivas
derivadas de los axiomas, en un principio, y de axiomas y
teoremas mds adelante. Una vez establecido el teorema,
se ejemplifica su aplicacién con ejemplos concretos,
dando a la mecanizacién de procedimientos un lugar
relevante en el aprendizaje.

Es muy comin que una clase de matemdtica
empiece con el enunciado de un tfeorema y, a
continuacioén, la demostracion del mismo llevada a cabo
por el encargado del curso. Tales demostraciones son
tomadas de libros de texto y se las presenta sin muchas
variaciones. Si el profesor es bueno, la demostracién
puede llegar a buen fin sin problema alguno. Pero si el
profesor no tiene mucha experiencia con la reproduccién
de la demostracién, puede pasarse horas platicando con
el pizarrén mientras los estudiantes son mudos testigos.

En ninguno de los dos extremos presentados, hay
espacio para que el estudiante explore, haga conjeturas,
siga lineas de razonamiento y llegue a sus propias
conclusiones.

Para que el estudio de la matemética sea realmente
de utilidad y refuerce el pensamiento reflexivo de los
cientificos en ciernes, es necesario dejar de verla
exclusivamente como una herramienta, o exclusivamente
como una serie de conceptos abstractos sin mayor
aplicacién en la vida cotidiana.

En cada carrera universitaria, incluidas las
humanidades y las ciencias sociales, deberia hacerse un
estudio de la matemdtica inherente a ese campo de
conocimiento y las caracteristicas que tendria en su
cardcter de ciencia, herramienta y lenguaije. En Fisica esto
estd mds o menos claro, pues la fisica y la matemdtica se
han desarrollado de la mano, prestdndose mutua ayuda;
pero la relacién en otras materias como la biologia, la
quimica o la historia la relacién no es tan inmediata.



A manera de Conclusién, me atrevo a afirmar que, Fann, K. T. (1970). Peirce's theory of abduction. The Hague: NI|hOH:
igual que hay una mcfeméﬁ?q fincnciersj, una F'Is_ico' Russell, H. N. (1965). Notes toward a logic of discovery. En Richard
matemdtica o una bio-matemdtica, también es posible J. Bernstein (Ed.), Perspectives on Peirce. (pp.42-65). New Haven:
definir una matemdtica para la historia, la quimica, la Yale University Press.

ingenieria e, incluso, la filosofia o la medicina.

El estudio de estas ramas de la matemdtica
aplicada muy bien podria constituirse en el vehiculo ideal
para fomentar el pensamiento reflexivo en nuestros futuros
cientificos. Hay que allanar el camino.
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RESUMEN

El articulo siguiente tiene como obijetivo el presentar acercamientos numéricos, mediante
sumas, que permitird a los estudiantes realizar transferencias entre representaciones
semidticas, para la aprehensién de los procesos matemdticos asociados al concepto de
integral. Se utilizaré el potencial del ajuste de puntos con funciones de Geogebra como
medio de ensefianza.

Palabras clave: acumulacién, geogebra, integral, noesis, semiosis

ABSTRAC

This paper aims to show numerical approaches, through sums, which allow students to make
transfers bewtween semiotic representations, for apprehension of mathematical processes
associated to integral concept. We will use the Geogebra's potential for a function’s points
adjustment as the teaching medium.
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INTRODUCCION

El curso de Cdlculo Integral que se imparte en los
diferentes bachilleratos, se centra en la utilizacién de
algoritmos que propician solamente el desarrollo de
habilidades mecénicas (por habilidades mecdnicas
entenderemos la secuencia de pasos algebraicos necesaria
para llegar al resultado deseado), es decir existe una
tendencia a privilegiar el aspecto algebraico, y se da poca
importancia a la adquisicién  de los conceptos
fundamentales del curso tales como entender que es una
integral. Este esquema de ensefianza a producido, entre
otras cosas, una tendencia al uso de algoritmos por parte
de los estudiantes.

Aun cuando en el programa del curso se menciona
que "Dada la importancia que tienen las definiciones y
conceptos es conveniente que se introduzcan a un nivel
intuitivo", en la préctica solamente se parte de estas ideas
para llegar a la manipulacién algebraica, es decir que la
ensefianza del Célculo parte de una concepcién estructural
del mismo; lo anterior segin menciona Duval (1993), en
su articulo Semiosis y Noesis “los aprendizajes de base en
matemdticas no pueden solamente ser la automatizacién de
ciertas técnicas operatorias (célculo), sino que debe
también ser la coordinacién de los diferentes registros de
representacién que son ahi utilizados”.

Las investigaciones educativas realizadas, ponen de
manifiesto la dificultad de aprehensién, por parte del

estudiante, de los conceptos, y resaltan la importancia que
tiene la articulacién de los diferentes registros de
representacién del concepto, para lograr una aprehensién
conceptual de los objetos matemdticos. Por ejemplo: Hitt
(1992) considera que "un conocimiento asociado a un
concepto es estable en un alumno, si él puede reconocer
este concepto en sus diferentes representaciones."

Es importante sefialar que algunas de las causas de la
ausencia de utilizacién de diferentes registros de
representacién, por los estudiantes, en los cursos de Cdlculo
Integral, se pueden deber a:

1. Lo complejidad en su utilizacién: Al respecto,
Eisenber y Dreyfus (1966) mencionan que "siempre
que es posible, los estudiantes parecen escoger una
estructura  simbdlica para procesar informacién
matemdtica més que visual", lo cual nos lleva a pensar
que el uso de diferentes registros de representacion
puede ser un problema de aprendizaije.

2. Pérdida de tiempo para usarlos: Por lo que es
importante subrayar que con el advenimiento de las
nuevas tecnologias, tales como siper-calculadoras y
computadoras, se puede tener acceso a diferentes
registros de representacién con un gasto reducido de
tiempo

3. Los profesores no consideran que es un proceso
significativo por el que tienen que transitar los
estudiantes, ademds de no encontrarles el valor



didéctico en su incorporacién, dando como resultado
que no sean parte esencial de su trabajo en el aula.
Esta causa la podemos considera como un problema
de ensefianza.

4. En los libros de texto que son normalmente
utilizados se resalta, solamente, la utilizacién de
técnicas de manipulacién algebraicas.

Resumiendo, la ensefianza del Célculo Integral en el
bachillerato es puramente algebraica, lo cual oculta
informacién muy importante para el estudiante. En este
articulo se expone un acercamiento numérico y grdfico
para propiciar el entendimiento del concepto de integral
que viene a ser un complemento de lo expuesto por Cortés
(Cortés, 2012).

MARCO TEORICO

A la fecha, se ha publicado una gran cantidad de
investigaciones educativas sobre el disefo de propuestas
metodolégicas desde diversos paradigmas para la
ensefianza y el aprendizaje del Cdlculo en el Nivel Medio
Superior y Superior. Se han sefalado los conflictos que
enfrenta la ensefanza formal del Cdlculo, considerando
que privilegia a una algoritmia desprovista de significados
para su aplicacién en otras disciplinas o profesiones;

Otras publicaciones presentan resultados obtenidos,
tanto en innovaciones que responden a las demandas

institucionales de aplicar el conocimiento a Problemas
Reales (Modelo Educativo por Competencias), como en las
innovaciones que responden a la Reforma del Cédlculo
definida en los Estados Unidos desde 1986, con el
propdsito de presentar al Cdlculo “mds esbelto y lleno de
vida”. También se han publicado resultados de prdcticas y
estrategias diddcticas, con o sin la implementacién de
recursos tecnolégicos; e innovaciones para la ensefianza
del Cdlculo en diferentes ambientes y escenarios
educativos, para promover la asignacién de Significados a
la Integral de una funcién como objeto matemdtico.

En relacién a las dificultades en el aprendizaje del
Célculo Integral, Mufoz (2000) afirmé que existe un
desequilibrio entre lo conceptual y lo algoritmico.
Considera que se realiza un énfasis excesivo en el cdlculo
de antiderivadas e integrales indefinidas, descuidando a la
conceptualizacién de la integral definida. En esa misma
direccién, se ha identificado que los problemas que deben
resolver los estudiantes en los que se aplica la integral, son
muy estereotipados, reduciendo su actividad de
aprendizaje a la mecanizacién de técnicas de integracién,
con una excesiva orientacién algebraica, en descuido de
lo geométrico y del significado del proceso de integracién
(Artigue, 2002).

Las ideas teéricas en las que se basa estd propuesta
es explicada a través de la teoria de Registros semiéticos
de representacién propuesta por Duval (1988, 2003,
2005). “Para las matemdticas las representaciones juegan
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un papel importante, ya que permiten trasformar ideas
intangibles en imégenes u objetos reales, que pueden ser
apreciados por nuestros sentidos (vista, tacto, etc.)” (Cortés,
2002). Ademés segin lo expuesto por Duval (1993),
menciona que “los objetos matemdticos no son
directamente accesibles a la percepcién o a una
experiencia intuitiva inmediata y es necesario enfonces
poder proporcionar representaciones”. Con base en esto,
Ferrara, Pratt, & Robutti (2006) citan que:

Es importante construir un entendimiento de
las funciones a través de representaciones
mdltiples y problemas contextuales antes de
poner énfasis en las definiciones estdticas.
Una aportacién de la tecnologia es el ofrecer
el acceso a varios tipos de representacién de
funcién. Esta aportacién ha sido importante
en la investigacién PME a lo largo de las tres
décadas pasadas.

Las representaciones se pueden considerar en dos
sentidos, por un lado las representaciones mentales y por
otro a las representaciones semidticas. Es necesario resaltar
la relacién del sujeto con las representaciones mentales y
con las representaciones semidticas; Dupuis (1997) dice
que “las representaciones semidticas son conscientes
(notorias para el sujeto) y externas (directamente visibles y
observables) y las representaciones mentales son
conscientes e internas”.

Duval (1993) hace una diferenciacién de la
aprehensién de las representaciones semidticas y la
aprehensién  conceptual  del  objeto  matemético,
denominando semiosis a la primera y noesis a la segunda.
Ademés afirma que hay necesidad de utilizar en el
aprendizaje, las diferentes representaciones semidticas de
un objeto matemdtico ya que considera que toda
representacion es cognitivamente parcial en referencia a lo
que ella representa y que de una representacién a ofra
existen diferentes aspectos de contenido que son
representados, y también alerta sobre la posibilidad de
confundir los objetos matemdticos con alguna de sus
representaciones y menciona que una de las posibilidades
que existen para no hacerlo, es usar multiples sistemas de
representacién semidtica.

Es de relevante importancia mencionar que “la
coordinacién de varios registros de representacién
semidtica es fundamental para una aprehensién conceptual
de los objetos matemdticos” Duval (1993). Es decir, que
para lograr la aprehensién del objeto matemdtico (noesis)
debemos, entre otras cosas, lograr primero la aprehensién
de los diferentes registros de representacién (semiosis).

De las investigaciones sobre el aprendizaje mediado
con el uso de tecnologia en la ensefianza del Célculo, se
ha sefialado que no es suficiente enfocar el significado
geométrico del concepto de Integral de una funcién como
Area bajo la curva, para comprender la definicién de la
integral como sumas de Riemann. Por otra parte, Gordon y



Gordon (2007), plantearon la idea de ajustes de funciones
con datos numéricos y de un recurso computacional discreto
para favorecer el descubrimiento del Teorema Fundamental
del Célculo por parte de los estudiantes, con el apoyo de
recursos tecnoldgicos.

Se coincide con Thompson y Silverman (2007),
quienes realizaron investigacién de indole cognitiva,
considerando algunas dificultades sobre la concepcién de
funcién como proceso; plantearon que para comprender la
definicién formal de la integral como el limite de sumas de
Riemann, los estudiantes deben conceptualizar primero la
funcién de acumulacién, como una conceptualizacién
auxiliar; y afirmaron que “la mayor fuente de problemas
cognitivos para la comprensién matemética de la
acumulacién, se da porque es raro que dicha idea se
ensefie en los cursos de Célculo Integral, o si se ensefia, es
raro que se tenga intencién de que se aprenda.”

Por lo anterior es que en este trabajo se pretende
abordar conceptos de Cdlculo Integral a través de un
acercamiento numérico, y estos serdn tratados con
diferentes registros de representacién semidtica.

EXPOSICION DE LA PROPUESTA

A continuacién se presentan dos casos de funciones de
acumulacién: primero de una funcién. Después, de una
funcién no polinomial de la forma f(x) =+x+1.

CASO I: ACUMULACIONES DE UNA FUNCION
POLINOMIAL

Partiendo de una funcién constante, sea la funcién fx)= 3
cuando el incremento es.
La funcién f(x)=3, se puede ver en la figura 1.

6

H

fx)=3

2 0 2 6 8 10 1 14 16 18 20 2

Figura 1. Gréfica de la funcién f(x)=3.

% 28 30 32 34 36 38

1° acumulacion.

Para calcular la primera acumulacién o para obtener una
aproximacién de la primera integral de la funcién f(x)= 3
cuya funcién llamaremos B(x), necesitamos dar un valor
inicial por ejemplo B(0)=-5, y sumando la funcién f(x),
obtenemos la primera acumulacién del siguiente modo:
Cuando x vale O (valor inicial), B(0)=-5, después
incrementando en una unidad a x, x=1, B(0) se incrementa
en 3 wunidades (porque f(x)=3) obteniéndose que
B(1)=-5+3=-2. Incrementando a x en 1 unidad, x=2, B(])
se incrementa en 3 unidades, B(2)=B(1)+3=-2+3=1y asi
sucesivamente. En la tabla 1 se ven los resultados para x
desde O a 10.
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B(x) 5\1-5 20 410 4 70 100 13 16 19] 2! 25
1(x)3/j\3/\533§3§33533§

w

Tabla 1. Tabla de valores de B(x) yﬂx). |

Tomando 2 puntos para calcular la expresién algebraica
de la funcién B(x] se encuentra que la funcién representa a
la recta B(x)= 3x-5. El proceso que se realizé para obtener
la primera acumulacién, se puede representar graficamente
como sigue:

Figura 2. Tratamiento de la Primer Acumulacion Figura 3. Comportamiento de la funcién lincal B{x).

2° acumulacién.

Tomando los valores obtenidos de B(x], construyamos la
segunda acumulacién, que llamaremos C(x). Para esto, se
necesita dar un valor inicial C(0)=-3. Se procede a elaborar
la tabla 2 del modo siguiente.

sNZ : : 0w e e 2
abla 2. Tabla de valores de C(x) y B(x).

Con la condicién inicial y la suma de la funcién de la B(x), se
ha construido una funcién de segundo grado, de la forma
C(x) = a,x” +ax +a,.Tomando tres puntos para calcular la

expresién algebraica y resolviendo el sistema de ecuaciones

resultante  se  obtiene que los  pardmetros  son

3 13 ., .
a, == @ = a,=-3, por lo expresién algebrica de la

2
., 3, 13
funcién es C(x) = S x" + - x=3. El proceso para obtener la

segunda acumulacién, se puede observar en la gréfica
siguiente:

Figura 4. Esta grafica mucstra solo parte de la funcién C(x), Figura 5. Grifica para otros valores de

X.




3° acumulacién.

Tomando los valores obtenidos de C{x/), construyamos la
tercera acumulacién, que llamaremos D(x). Primeramente se
da un valor inicial D(0)=-1 y se elabora la tabla 3 de
acumulaciones:

3 Kl 5 6 7 8 9 10

x 0 1 2
Dix) \l‘lﬂ\-‘ ﬂ12 22 31 -36 34 22 3 44 104
-3 8 10 9 5 2

Cix) 12 25 g2l 60

Tabla 3. Tabla de valores de D(x) y C(x).

Con la ayuda de la funcién cuadrdtica de la forma, se
construye la nueva funcién D(x), que en este caso es de
tercer grado y es de la forma DXx) = a.x* +a,x* +ax +a,,

para encontrar los valores de los coeficientes se toman 4
puntos y resolviendo el sistema de ecuaciones resultante se

| 1 . 1, |
encuentra que valen a, = 5y - ~4ia, - 5'““ = =1, por lo

que la expresién algebraica de la  funcién es:

| | .. L [
D(.r)-;.r"-4x'+;.t-l. En la siguiente grdfica se

-

observa el procedimiento usado para obtener la tercera
acumulacién, partiendo de la segunda acumulacién.

Figura 6. Sc muestra ¢l intervalo [0,10] cuando &

= ], Figura 7. Grifica de la curva D(x)

En la siguiente tabla, se hace una comparacion de las acumulaciones obtenidas para la funcién

polinomial y sus respectivas integrales.

(x)=3

12 acumulacién 3x-5

J3d7c=3x+c1

22 acumulacién 3, 13

3
f(3x +c)dx = Exz +ox+c,

32 acumulacién

3.2 1 6,
7% +ex+c, dx—ix +3x +0x + ¢y

Tabla 4. Comparacidn de las funciones
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Observaciones:

- Se puede observar que en efecto, la 1°, 2° y 3°
acumulacién se aproximan a la 19, 2%y 3% integral
de f(x)=3, respectivamente.

- En cada acumulacién, los coeficientes del
coeficiente mayor, son los mismos que de los
coeficientes del coeficiente de las integrales
respectivas. Es decir, en la 19 acumulacién, el valor
del coeficiente término de primer grado es 3 para
los 2.

- En la 2% acumulacién, el valor del coeficiente del
término de segundo grado es; y En la 3°
acumulacién, el valor del coeficiente del término de
tercer grado es.

- En la tabla se observa que el término constante de
cada funcién acumulacién es la condicién inicial de
que partimos.

CASOIIl: ACUMULACIONES DE UNA FUNCION NO
POLINOMIAL

Se obtienen las sumas en una Funcién no polinomial por
ejemplo f(x) =+x+1 cuando el incremento de x es .
Partiendo de la funcién  f(x) = +/x +1 cuando el incremento

es .
En la figura de abajo se puede apreciar la tabla 5 de
valores de la funcidn f(x) =~+/x+1

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

y ‘ 19 141 173 20 2230 244! 264 282 3 316

Tabla 5. Valores de la funcién f(x).

La funcidén f(x)=+/x+1, se puede ver graficada para
algunos puntos en la siguiente figura 8.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 8. Gréfica de la funcién f(x).

Construccién de la 1%, 27 y 3° acumulacién.

1° acumulacion.

Para calcular la funcién de la primera acumulacién que se
llamaré B(x) y que es una aproximacién de la primera
integral de la funcién  f(x) =+x+1 , primero se da un valor

3.31



inicial por ejemplo y sumando los valores de la funcién f(x) . ?
se obtienen los valores de la primera acumulacién de la x l
siguiente manera: .
Cuando x vale O (valor inicial), B(0)=0.5 (es el valor inicial), . ?
después incrementado en una unidad las x, x=1, por lo que : °
B(O) se incrementa en el valor de f{0), el siguiente punto . 5
B(1) es igual a B(1)=B(0)+f(0); incrementando a x en una 0
unidad, x=2, por lo que B(2)=B(1)+f(1)= y asi : I
sucesivamente como se muestra en la tabla 6. ‘ P
(o}
4 | S O O AU NS SR SETE LT S
X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 _j-"—--  CEE Sl B f@) =V +T1
B(x) 05 2.91 664 887 1131 1395 1677 1977 2293 ’ ‘ : ; ! ; ; ! ’ ’ v "
\Y /‘ N‘ A Figura 9. Gréfica de la funcién f(x), B(x) y R(x)
1(x) 1.73 2 223 244 264 282 3 3.16
Tabla 6. Valores de la funciones B(x] y f(x). 2° acumulacion.

Para obtener la segunda acumulacién o en este caso, una
En la siguiente figura se pueden ver graficados algunos puntos aproximacién de la segunda integral de f(x], utilizando la
de la 1° acumulacién, asi como el comportamiento general de funcién  acumulacién  B(x), se forma la segunda
la grdfica de la funcién f(x)=+/x+1; también se ha acumulacién, que llamaremos C(x), de la siguiente manera:
graficado la 19 integral de la funcién que es: Se da un valor inicial arbitrario, por ejemplo C(0)=1. Se

' 2 o incrementa en una unidad a la x, llegando a x=1, para
R('t)'f“'r”d* '3(’“'”‘ 6 obtener C(1) se realiza C(1)= C(0)+B(0). Para x=2,
incrementamos C(1) en B(1) unidades: C(2)= C(1)+B(1). Y

asi sucesivamente, como se puede apreciar en la tabla 7.

x 0 1 2 3 & 5 6 7 8 9 10
Cix) 1 5 3 591: 1055: 17.19: 2606: 37.37: 51.32 68.09 8786
B(x) O.f 15 29 464 6.64 8.87 11.31 13.95 | 16.77 19.77

Tabla 7. Valores de la funciones C(x] y B(x).
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En la figura siguiente, se puede apreciar el comportamiento

de algunos de los puntos de la 2* acumulacién y de cémo

se aproximan a la 2° integral de la funcién f(x)=+x+1,

que es R(x), la cual algebraicamente se expresa cémo:
| 11

4 5
M(x) = [ RO, = (x4 )P = cx e

Segunda Integral

Primera Integral

f(x) =+Vax+1

7

To T 3 3 0 S G s 5 io
Figura 10. Gréfica de la funcién f(x), R(x), C(x) y M(x)

3° acumulacién.

Para obtener la tercera acumulacién o en este caso, una
aproximacién de la tercera integral de f(x), utilizando la
funcién acumulacién C(x), se forma la tercera acumulacién,
que llamaremos D(x), primeramente dar un valor inicial
arbitrario por ejemplo D(0)=1.5, realizamos las sumas
D(1)=D(0)+C(0) =1.5+1=2.5; D(2)=D(1)+C(1)=2.5+1.5=4
y asi sucesivamente como se puede apreciar en la tabla 8.

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10

D(x) 7: 1291 2346: 4065: 66.71: 104.08 1654 - 223.49

0 1 2
1.5 25 ﬂ B
C(x) N 7\ \5 v 591 10.55 : 17.19 : 26.06 37.37 : 51.32 68.09

Tabla 8. Valores de la funciones C(x) y D(x).

En la figura siguiente, se puede apreciar el comportamiento
de algunos de los puntos de la funcién resultante de la 3°
acumulacién D(x) y como se aproximan a la 3% integral de
la funcién f(x)=+x+1 que se llamard P(x), la cual

algebraicamente se expresa cédmo:
8 o, 11 299
P(x)= | M(x)d = —(x+])? =—x" % —x4%—.
f M, 105 ) 12 15 210

220
200
180
160
140
120
100

o
o
o
o
L

80 <

60 Tercera Integral

40 .
....... Primera Integral

f(z)=vVe+1

10

lo . 2 3 4 H 3 7 B 9
Figura 11. Gréfica de la funcién f(x), R(x), M(x), D(x) y P(x).

Posteriormente se puede utilizar una herramienta como
Geogebra para encontrar la expresién algebraica



asociada a las funciones B(x), C(x) y D(x) a través del ajuste
de curvas. Se puede observar que este método da una
buena aproximacién a la integral. Ahora bien repitiendo
los pasos anteriores pero con lo que se obtiene es una
mejor aproximacién a las correspondientes funciones
integrales.

DESCRIPCION DEL PROCESAMIENTO COGNITIVO
QUE SE ESPERA EN LOS ESTUDIANTES

Con esta propuesta se espera que los estudiantes realicen,
de forma iterada los 5 pasos del procesamiento cognitivo
que se describen a continuacién:

* En un primer paso, realizaron el fratamiento
aritmético (con acciones cognitivas de forma interna
al Registro Numérico) para identificar significados
de las acumulaciones con la orientacién del
profesor.

* En un segundo paso, realizaron la conversidn entre
el registro numérico y el registro geométrico a través
del potencial que ofrece el ajuste de datos con
funciones en Geogebra.

* Entercer paso, realizaron un fratamiento figural (con
acciones cognitivas hacia el interior del Registro
Geométrico) para identificar el comportamiento
gréfico de la funcién de ajuste en Geogebra.

* Como un cuarto paso, se identifica la conversién
entre el registro geométrico y el registro algebraico
que brinda el Geogebra.

* En el quinto paso realizaron un fratamiento
algebraico, (interno al Registro Algebraico), para

identificar la relacién existente entre la funcién real
y la funcién que corresponde a la integral de la
misma.
Para obtener la segunda y tercer integral de la funcién, se
realizaron de forma iterada los 5 pasos descritos. De esta
forma, se propicié la actividad de coordinacidn de registros
semidticos para la aprehensién del concepto de la integral
de la funcién.

CONCLUSIONES

La investigacidén educativa presente, permitié observar que
el proceso de acumulacién, y los procesos de acumulacién-
ajuste, son una buena manera de aproximar a la integral.
Si en un curso introductorio de Cdlculo Integral, se les
explicara este método para aproximarse numéricamente a
la integral, se promoveria el conocimiento de lo que
realmente es “la integral”.

Aunque es algo tedioso estar haciendo tablas y en
este caso, encontrar una funcién “explicita” de la funcién
acumulacién, como en el caso de la funcién f(x) =+x+1,
se puede ver que el hacer esto nos da un acercamiento
numérico que pueda permitir al estudiante entender ideas
bdsicas de conceptos del Célculo Integral.

El presente acercamiento numérico, se constituye en
una alternativa que toma en cuenta aspectos cognitivos que
permitan la conceptualizacién y apropiacién de la integral
como funcién de acumulacién, a fin de propiciar la
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construccién del significado de la definicién formal de la
integral como el limite de sumas de Riemann.
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RESUMEN

El Algebra en bachillerato en México (15 a 18 afios) es el drea de las Matemdticas que es
practicamente la base de los cursos posteriores, por lo que los problemas que tengan los alumnos
durante su aprendizaije se verdn reflejados en su desarrollo académico posterior (Geometria Analitica,
Trigonometria, Cdlculo, Probabilidad y Estadistica). Es por ello que en el contexto especifico de la
Escuela de Bachilleres de la Universidad Auténoma de Querétaro (UAQ) se ha querido indagar sobre
los problemas en su aprendizaje. Este trabajo presenta los primeros resultados de un proyecto al seno
de la institucién orientado en este sentido. En este proyecto se hizo un estudio muestral que tomé en
cuenta aspectos semidticos, el uso del Algebra como herramienta para resolver problemas y sobre las
justificaciones que los alumnos formulan para sustentar sus respuestas. Se observé la necesidad de que
los alumnos le den sentido a las representaciones y a los objetos algebraicos, para que el Algebra se
convierta en una herramienta.

Palabras clave: Algebra en bachillerato, justificaciones y argumentaciones, representaciones
semidticas.

ABSTRACT

The high school Algebra in Mexico (15-18 years old students) is a basic mathematic curse, fundamental
for de subsequent math courses. This means that every problem students have when they learn Algebra will
be reflected in their academic development (Analytic Geometry, Trigonometry, Calculus, Probability and
Statistics). That is why we are interested to research about the learning problems in Algebra at the specific
context of the Bachelors’ School of the Autonomous University of Querétaro (UAQ). This paper presents the
first results of one project inside the institution oriented in this direction. In this project a sample of students
was taken and a quiz has been applied to the students asking about semiotic aspects, use of Algebra as a
tool to solve problems, and students’ justifications to support their answers. We observed the students’ need
to give meaning to representations and to algebraic objects, in order to Algebra becomes a tool and no to
be just a collection of algorithmic processes that must be memorized.

Keywords: High school Algebra, justifications and argumentations, semiotic representations.



INTRODUCCION

la ensefianza de las Matemdticas tiene dificultades por
muy diversas razones, algunas de las cuales estdn
determinadas por las dificultades en el aprendizaje. En la
Universidad Auténoma de Querétaro (UAQ) se ha estado
planteando la necesidad de considerar al aprendizaje
como fuente para identificar problemas en la ensefianza.

Para ello se han realizado varios proyectos de
investigacién, como es el caso del proyecto “la
inferaccién maestro-alumno en las clases de Matemdticas
en el Estado de Querétaro” (2010-2012), en el cual se
realizé un estudio descriptivo de las précticas de
profesores de Matemdticas en el Estado de Querétaro en
los niveles educativos de la Primaria, la Secundaria y el
Bachillerato. Algunas de las conclusiones fueron referentes
al nivel bachillerato en todo el Estado (Larios y Diaz
Barriga, 2013, pdg. 187 y ss.) y entre éstas se incluye el
cambio en la “tipica” dindmica de las clases de acuerdo
con los enfoques que se plantean en el Sistema Nacional
de Bachillerato y que buscan el aprendizaje por medio de
actividades que estdn centradas en el desarrollo de los
alumnos y de un trabajo con los objetos mateméticos.

También se desarrollé el proyecto “El proceso de
justificar y el pensamiento reflexivo en alumnos del nivel
medio” (2012-2014). En este proyecto se ha observado

que los alumnos del nivel medio pueden argumentar
matemdtica de manera progresiva y adecuada al
considerar actividades disefiadas con una finalidad
especifica y que consideran un esquema que tenga la
reflexion como base (Arellano, 2013; Avilés, 2014). Estas
actividades estaban asociadas a conceptos que se
incluyen en los curriculos oficiales, pero se le dio més
énfasis a procesos como la observacién, la argumentacién
y la experimentacién.

Con estos esfuerzos se ha ido acotando el campo
de estudio hacia el aprendizaje de las Matemdticas en la
Escuela de Bachilleres de la Universidad Auténoma de
Querétaro (EB UAQ), para asi proponer lineas de trabajo
en la ensefianza. Este interés se considera justificado por
dos razones:

Por una parte, si se considera un enfoque
sociocultural, sabemos que el contexto social y escolar
influyen los procesos de aprendizaje. Como menciona
Valero (2012, pdg. 190), “numerosas investigaciones han
mostrado cémo la interaccién social en el aula puede ser
un factor determinante en el desarrollo de competencias
matemdticas por parte de los estudiantes. La manera como
los estudiantes pueden llegar a tener competencia sobre
cualquier nocién depende de cémo se desarrolla una
cadena de actividades e intercambios en la que el
maestro y estudiantes negocian el significado de tal
nocién.”
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Es por estas razones que se ha realizado un
proyecto para estudiar la problemética del aprendizaje
del Algebra en el contexto particular de la institucién. Lo
cual permitird plantear las bases para el disefio de
estrategias o acciones especificas en varios niveles que
irian desde la prdctica docente, en el aula y hasta el nivel
curricular.

Tanto el proyecto, como los resultados que se han
obtenido, se describen a continuacion.

ANTECEDENTES Y EL PROYECTO

En Martinez, Rojas y Villanueva (2015) se describe una
experiencia realizada con alumnos del bachillerato de la
UAQ a partir de talleres intensivos de regularizacién. En
esta experiencia se consideraron los cursos relativos al
Algebra, la Geometria Andlitica y el Céleulo (Diferencial e
Integral). Las autoras detectaron como principales
problemas para el aprendizaje lo siguiente en cada uno
de los cursos (pdgs. 239-240):

Cursos Algebra Geometria Calculo
Analitica
Multiplicaciones,
uso de signos
(pomhyo v Leyes de los
. negativo), i

Tematica con signos de Despejes y exponentes,
oge - : multiplicacién

dificultades: agrupacién, uso de signos.

algebraica y

factorizacién, factorizacion

simbologia y
conjuntos de
ndmeros.

Es notorio que entre estas dificultades no aparecen

referencias a representaciones  grdficas, sino @
operaciones aritméticas y algebraicas, asi como a
representaciones de éste Gltimo tipo.
En este sentido afirman:
“Para los alumnos entender el lenguaje matemético
fue algo complicado, pues estdn acostumbrados a
expresar sus ideas en un lenguaje cotidiano y no en
uno abstracto, en especifico en Algebra en el tema

de conjuntos.” (pdg. 240)

En 2008 el Departamento de Educacién de los EEUU
presenté The final report of the National Mathematics
Advisory Panel (NMAP, 2008) en el cual participaron
veinticuatro instituciones de ese pais. Entre los comentarios
que aparecen estd el siguiente:

“Aunque nuestros estudiantes encuentran
dificultades con muchos aspectos de matemdticas,
la mayoria de los que estén involucrados con las
politicas educacionales, ven el desempefio en
A
son preguntas con grandes consecuencias, pues se

gebra como una preocupacién central. [...] Estas

ha demostrado que el curso de Algebra es la
puerta para lograr mejores resultados en el futuro
del estudiante. Los estudiantes necesitan este curso
para poder cursar cursos de matemdticas mds
avanzadas en sus siguientes etapas educativas;
mds aln, investigaciones demuestran que el cursar
aprobatoriamente el curso de Algebra Il estd



relacionado de manera significativa con el éxito
que los estudiantes tienen en la etapa de educacién
superior, y con los ingresos que recibirdn al
obtener un trabajo. De hecho, los estudiantes que
terminan satisfactoriamente el curso de Algebra I
tienen mds del doble de posibilidades de graduarse
de la licenciatura que aquéllos que tienen menor
preparacion matemdtica.” (2008, pdg. xiii)

Todo este interés resulta particularmente relevante si
consideramos que el Bachillerato en la UAQ estd
orientado al aprendizaje final de dos dreas matemdticas:
Célculo y Estadistica. Para ello existe una serie de cursos
que consideran un afio de Algebra, después Geometria y
Trigonometria, tras ello Geometria Analitica y, finalmente
en el tercer ano, los dos cursos mencionados. En otras
palabras, y a pesar de que no existe una seriacién legal
entre los cursos de Matemdticas, pues se considera que un
curso posterior puede ayudar a un alumno a superar sus
dificultades de cursos anteriores, si se tienen problemas en
el curso de Algebra del primero afio es posible que los
alumnos tengan problemas en la comprensién de los
siguientes cursos que tienen una fuerte carga de uso del
lenguaije algebraico.
Martinez, Rojas y Villanueva, en el mismo trabajo que ya
se menciond afirman:

“En la asignatura de Cdlculo los alumnos llegan

con deficiencias algebraicas y estas no permiten la

comprensién de los nuevos conceptos de la

materia, haciendo de ella una de las menos
aceptadas por los alumnos, ya que hace uso de
impartidas  con

casi todas las asignaturas

anterioridad en su paso por el bachillerato.” (pdg.
241)

Este tipo de situaciones han llevado a plantear un
proyecto exploratorio que proporcione informacién inicial
para el diagndstico de la situacién del aprendizaje en la
Escuela de Bachilleres de la UAQ y que a continuacién se
ampliard.

DESARROLLO

a. La muestra

Dado que el proyecto fue pensado para indagar de
manera exploratoria sobre las dificultades sobre Algebra
de los alumnos se consideré la posibilidad de hacer un
estudio cuantitativo tomando una muestra que resultase
hasta cierto punto representativa en los dos principales
planteles de la institucién y que ademds se encuentran en
la zona metropolitana de la ciudad de Querétaro, capital
del Estado homénimo y sede de la UAQ. Estos planteles
(conocidos por “Sur” 'y “Norte” por su ubicacién
geogréfica) agrupan a poco mds de 4,100 estudiantes
que representan la mayor parte de la poblacién estudiantil
de la institucién (el 71.2% de los poco més de 5,800
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alumnos que atiende en total en sus siete planteles
repartidos en el Estado).

Con base en lo anterior se seleccioné una muestra
aleatoria de manera estratificada, tomando de cada
grupo una cantidad fija de alumnos dependiendo del
grado, el turno y el plantel, ya que se conté con el apoyo
de las autoridades de la institucién y se tuvo acceso a las
listas de los grupos. A los alumnos seleccionados se les
invité a participar y se les aplicé un “examen diagnéstico”
tipo encuesta que consté de diez reactivos de diferente
tipo y que se ampliard enseguida. En total se aplicaron
373 “exdmenes diagnéstico” a igual cantidad de alumnos
de los dos planteles mencionados.

b. El instrumento

El instrumento para la recoleccién de la informacién fue un
examen diagnéstico de diez reactivos, algunos de opcién
mdltiple y ofros para respuestas abiertas, que tenian
diversas  orientaciones. En  este  trabajo  sélo
mencionaremos los reactivos que estuvieron orientados al
estudio de:
® El uso o desuso de modelos algebraicos para
resolver planteamientos.
* El sentido de los signos algebraicos.
e El uso de tipos argumentos para justificar las
respuestas.
e El uso de diversos registros semidticos de

representacién (gréfico y algebraico).

En este sentido se irdn considerando los reactivos
utilizados de acuerdo a la temdtica recién mencionada.

La aplicacién duré, en todos los casos, a lo mucho
una hora y fue durante su jornada normal de clases y en
sus respectivos planteles. Los alumnos que asistieron
estuvieron en salones normales (con butacas) y no
utilizaron calculadoras (no se les pidié, ni se les prohibid).
Estuvieron organizados por el grado académico.

Dado el tamafo de la muestra y el compromiso de
respetar los datos personales de los alumnos participantes,
no se les dio un seguimiento posterior. No obstante, uno
de los propésitos de estos resultados es que sirvan de
base para un estudio posterior en la misma Escuela de
Bachilleres.

RESULTADOS Y DISCUSION

¢. Uso o desuso de modelos algebraicos para
resolver planteamientos

Dos de los reactivos del instrumento fueron pensados para
este rubro, pues se esperaba que los alumnos utilizaran en
alguna medida el Algebra como medio (herramienta) para
resolver una situacién planteada. Los reactivos son:



3. Un auto inicié un viaje con el tanque lleno y cuando se

. , . 7
detuvo en una gasolinera habia consumido 3 de su

capacidad. Cargd sélo 38 litros y entonces el medidor

. 3 . .
marcé partes del tanque. 3Cudl es la capacidad del

tanque? Describe todo el desarrollo y la respuesta.

8. 3De qué nimero 78 es el 150%2 Escribe todo el
procedimiento que hagas.

En el primer caso (reactivo 3) se esperaba que los
alumnos realizaran un desarrollo algebraico similar a lo

siguiente:
lx+38=§x
3 1 31 24-5 19
=—x-—x=[--—|x= X=—Xx
5 8 5 8 40 40
x=40'38=40.19'2=40-2=80
19 19

Asi que la capacidad del tanque de combustible es de 80
litros, pues asi el automévil inicié su viaje con el tanque

. .7
lleno y en la primera parte se gasté 3 del tanque, es

decir 70 litros. En la gasolinera cargé 38 litros y asi el

. 3
tanque tuvo 48 litros, que son 5 del tanque.

En el caso del reactivo 8 lo que se esperaba que los
alumnos pudiesen plantear (y resolver) una ecuacién como
la siguiente:

1.5x =78
x=7—8=52
1.5

Es decir, que la respuesta buscada es 52.

Como se puede observar los dos reactivos tienen
diferente nivel de dificultad en términos de la necesidad
de plantear un modelo algebraico como herramienta para
resolverlos. Mientras que en el primero podria ser més til
aplicar técnicas algebraicas, en el segundo podria resultar
superfluo. Sin embargo la idea era ver qué tanto los
alumnos utilizaban Algebra, si tenian preferencia. En este
sentido también es importante mencionar que se
contabilizé la cantidad de alumnos que dieron la
respuesta

estrategias aritméticas o algebraicas, pero también se

correcta  independientemente i utilizaron
consideré la situacién en que los alumnos plantearon
ecuaciones “incorrectas” o que manipularon erréneamente
las expresiones planteadas pues una situacién es resolver
un problema y otra tratar de hacerlo con una cierta
herramienta que puede estar disponible.

En oftras investigaciones se han hecho categorizaciones
para estudios parecidos, como el de Frost (2015, pdg. 3)

que plantea las siguientes categorias para las respuestas:
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1. “Correcto — La estrategia de solucién es vélida
matemdticamente 'y el conjunto  solucién  fue
declarado explicitamente.

2. "Conjunto solucién ausente — La estrategia de
solucién es vdlida matemdticamente, pero no es
proporcionado el conjunto solucién.

3. “Conjunto solucién incorrecto — Lla estrategia de
solucién es védlida matemédticamente, pero el
conjunto solucién dado es incorrecto.

4. "Error algebraico/aritmético — Un error algebraico
o aritmético ocurre. Tipicamente este error cambié
tanto la naturaleza del problema como del conjunto
solucién.

5. “Insercién de simbolos literales — Un simbolo literal
fue insertado artificialmente en algin punto de la
respuesta escrita.

6."Otro — Esta categoria incluye respuestas en
blanco, ‘no sé’, etc.”

Sin embargo después de revisar las repuestas de los
alumnos para nuestro trabajo y considerando que, por
ejemplo, la categorizacién anterior se planteé para
estudiar la resolucién de ecuaciones y desigualdades mas
no para resolver planteamientos, se propuso la siguiente
categorizacion:

Categoria

Subcategoria

Se plantea un modelo
algebraico (correcto o
no)

Manipula correctamente las
literales y resuelve
correctamente

Lo resuelve parcialmente con la
manipulacién algebraica

No utiliza el modelo algebraico
para resolver

Utiliza estrategias aritméticas

No resuelve

Introduce algunas
literales

Hace alguna manipulacién con
las literales, pero utiliza
estrategias aritméticas y lo
resuelve

No manipula las literales, pero
utiliza estrategias aritméticas y
lo resuelve

No resuelve

No utiliza literales

Utiliza estrategias aritméticas y
lo resuelve

No resuelve

No lo resuelve

Es importante mencionar que la Gltima categoria incluye la

ausencia de respuestas o respuestas del tipo “no sé” en
las que se indique no hubo intento por resolver la

situacién.



Ahora bien, en cuanto al reactivo 3 resulté que sélo 25
alumnos (el 6.7%) lo resolvieron correctamente. Esta
cantidad es realmente baja, pero sélo cinco de ellos
(1.3% del total) utilizaron un planteamiento algebraico y
el resto (20 alumnos) utilizaron estrategias puramente
aritméticas. Es interesante ver que otros tres alumnos
(0.8% del total) plantearon bien la ecuacién, pero
incurrieron en errores en la manipulacién algebraica (ver
la llustracién 1 en la que el alumno termina resolviendo

una ecuacién cuadrdtica).

. 'f:\/‘ (\r
—gx v 39 - —é— 6 5660
56 13
()20 = 31
At Va2l
I
0 L 3 >
40 ——
| S¢. _
X = N 7{
{
7- zXB
<T. :\r\\(\ At\
"("‘C’\)C

llustracién 1. Ejemplo de respuesta de un alumno de
segundo afio (alumno Nm-3-006).

Ahora bien, con la intencién de mirar el uso de
estrategias algebraicas se tuvo que de los 273 alumnos
que contestaron el reactivo (correcta o incorrectamente)

233 utilizaron (el 62.5%) estrategias aritméticas, hubiesen
o no incluido el uso de simbolos algebraicos. Ademds,
este porcentaje se mantiene mds o menos constante en los
distintos grados de la escuela (64% para primer afio, 59%
para segundo y 64% para tercero), lo que muestra un
cierta

preferencia  en el tipo de estrategias

independientemente del avance escolar.

Resulté que, de hecho, 222 alumnos (el 59.5%) no
utilizaron en absoluto simbolos o estrategias algebraicas.
Si consideramos estos datos se tiene que sdlo el 14.65%
de los estudiantes utilizaron estrategias algebraicas
(correctas o no) para resolver este planteamiento.

Por otro lado, en el caso del reactivo 8 se tuvieron datos
todavia mds cargados hacia las estrategias aritméticas.
255 alumnos (el 68.4% de los alumnos participantes y
96.6% de los alumnos que contestaron el reactivo)
utilizaron estrategias puramente aritméticas. Sélo ocho
alumnos en total utilizaron estrategias algebraicas con
mayor o menor éxito:

la cantidad de alumnos que utilizaron estrategias
algebraicas en los tres niveles de la escuela précticamente
no cambiaron: un alumno de primer afio, dos de segundo
y cuatro de tercero. Proporcionalmente la diferencia es
inapreciable y se puede decir que la preferencia en el uso

de las estrategias aritméticas se mantiene a lo largo del
bachillerato (66% al 71%).
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Una de las estrategias mds utilizadas para resolver
este planteamiento fue la llamada “regla de tres”. 118
alumnos (casi la tercera parte) lo utilizan para abordar la
situacién (incluso con estrategias algebraicas), aunque a
veces de manera errénea.

Uno de los casos erréneos es cuando se considera
el dato original (78) no como el 150%, sino el 100%, y
entonces el alumno lo que busca es el 150% y obtiene
117 como resultado. En este sentido si se noté un cambio
en el proceso de control a lo largo del desarrollo
académico, pues el 15.63% de los alumnos del primer
afo hicieron esto, el 9.6% de los alumnos del segundo
afo lo hicieron y el porcentaje disminuyé al 2.5% para los
alumnos del tercer afio.

Como se menciond unos pdrrafos mds arriba, este
reactivo puede ser resuelto mds fdcilmente utilizando
estrategias puramente aritméticas que el anterior y, de
hecho, el uso de la incégnita (una x por lo general)
pareciera que es para sefalar dénde estd el dato que se
busca en la regla de tres, pero no para hacer
manipulaciones algebraicas (ver, por ejemplo, la siguiente
ilustracién).

1350 # 1SO

38 1007/, 2130
(__— )( x )1—2251 ese\\C()/.,78’rse\|SO/

llustracion 2. Ejemplo del uso de la incégnita para
sefialar el dato buscado, pero no para utilizarlo como
parte de un estrategia algebraica (alumno Sm-6-001).

b. El sentido de los signos algebraicos

Para revisar este aspecto se consideraron varios de los
reactivos disenados, a saber el reactivo 1, el reactivo 3
[ya mencionado), el reactivo 7 y el reactivo 8 (ya
mencionado también).

El primer reactivo del instrumento fue de opcién mdltiple y
es el siguiente:

1. Selecciona el inciso que corresponda a la respuesta
que consideres correcta de la siguiente pregunta:

sPor qué /2 no es un nimero racional?
a) No puede expresarse como el cociente de dos ndmeros
enteros.
b) Asi lo establece la definicién de /2.
c) No se puede expresar como £ con py g enteros, y

q=0.

d) Eso es falso porque /2 es un nimero racional.
e) Asi lo dicen los maestros.




En este caso el énfasis estd en el hecho de que las
opciones a y c¢ son prdcticamente la misma (la diferencia
es que la primer opcidn no establece la necesidad de que
el divisor no sea nulo, pero no se incluyé porque alargaria
“sospechosamente” la opcién), por lo que fueron
consideradas como opciones correctas.

Es interesante observar que prdcticamente la mitad
de los alumnos (49.87%) seleccioné la opcién a, mientras
que sélo el 10.99% seleccioné la opcidén ¢ (porcentaje
incluso menor al 31% que selecciond la opcién d, ver la
llustracién 3).

B Primerafio OSegundoafio MTercerafio

70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

je

Porcenta

a) b) c) d) e) Vacias
Opciones

llustracion 3. Porcentaje de selecciones de opciones del
reactivo 1 por afio que de bachillerato que cursan los
participantes.

Hemos considerado como una posibilidad de que
esta diferencia en las preferencias por las opciones a'y ¢
se debe al lenguaje utilizado: mientras que la opcién a
utiliza un lenguaje coloquial (“natural”), la opcién ¢ echa
mano de un lenguaje que involucra simbolos algebraicos.
Como sabemos, el lenguaje juega un papel clave al
funcionar como un mediador entre los obijetos
matemdticos y el alumno. A este punto de su desarrollo
académico los alumnos han tenido mucho mds contacto
con su lenguaje natural que con el lenguaje algebraico,
por lo que explica esta preferencia. Sin embargo, al
comparar los porcentajes en la seleccién de opciones
para los tres grados del bachillerato se puede observar en
la misma llustracién 3 que las preferencias por la opcién a
précticamente no disminuyen y por la opcién ¢
practicamente no aumentan.

En cuanto al reactivo 3 se observd, vinculado al
uso de estrategias aritméticas, la no utilizacién de
simbolos algebraicos que llevé a algunos alumnos a
inconsistencias en la escritura. Un caso notable es el que
se muestra a continuacién:
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.i + Y = ;2 3)%\6( - -
2 2% - 3 do
- 5 1 2
39- 2 5 o
= g%’s
AT 70 < a0
1o
33 - (°lr L
o7 %0

llustracién 4. Respuestas al reactivo 3 de un alumno del
segundo afo (Sm-4-023).

Es interesante notar que a primera vista el signo de
igualdad no cumple la funcién que deberia desde el punto
de vista matemdtico como relacién de equivalencia. Sin
embargo lo que ha escrito el alumno y el proceso
realizado seria correcto si se le afaden literales en los
sitios apropiados:

1 , . 2 Doq - -
8)(,'7‘ A = 5x 35 714 <‘O)C
P pEEEE S
°9 i X qu Q(,kx
35 = 45 |
o —— Q B
40 g q'ox
1 o
34 - ~—40)C

llustracién 5. Respuesta mostrada en la llustracién 7 con
las literales afadidas.

Esto lleva a suponer que el alumno ha comprendido en
alguna medida la situacién y ha planteado un modelo que
la representa, pero el problema estd en el significado de
las literales. En otros casos los alumnos han expresado
fracciones del tanque igualdndolas con cantidad de litros

de manera explicita (ver abajo).
N D
24-¢ 1% G

A9 L - D
o ’\38\3‘5 AT T a0

llustracion 6. Ejemplos de expresiones propuestas por dos
alumnos del tercer afio (Sv-6-009 y Sm-6-029).



Lo que podemos suponer es que el simbolo “Lts”,
relacionado con “litros”, tiene sentido para los alumnos,
mientras que el simbolo “x” no tiene sentido para ser
relacionado con “partes del tanque” o “fracciones del
tanque”.

Un caso similar ocurri6 con el reactivo 7, el cudl

establecia lo siguiente:

otra manera es un simbolo que hace referencia a algo no
numérico.

Localiza aproximadamente dénde estaria a” en la siguiente recta numérica:

0 v 1

A

¢Por qué?

€n el »mPomo (LYut Yot e

valor ed3fec’tlco

a no .\,?@_/\(‘L Un

7. En la recta numérica tienes un nimero a que estd
localizado de la siguiente manera:

0 g 1

®-

NO 0 POCAO gobhican  poyxqul ¢ O
N1 o) 'mCOCJV\\&O\, poY 0 tonkg o so
¥e)2lC 2R N IRV @ \To

@

Llocaliza aproximadamente dénde estaria a®> en la
siguiente recta numérica:

0

o =

sPor quée

lo que se esperaba en este caso era que los
alumnos sefialaran un punto entre el O y la posicién de a.
Con respecto a lo que se ha mencionado en los pérrafos
anteriores algunos alumnos declararon explicitamente que
no podian ubicar la posicién del punto correspondiente a
a? porque no se conocia el valor de a (ver llustracién 7).
En otras palabras, es necesario que la literal tenga un
valor numérico para poderse manipular como nimero, de

llustracién 7. Ejemplos de justificacién sobre la posicién de
a? en el reactivo 7 (Sv-2-025 y Sv-6-021, respectivamente).

Aqui es muy importante considerar que, finalmente, los
objetos matemdticos los “manipulamos” por medio de
representaciones que pertenecen a registros de
representaciones semidticas (en el sentido de Duval,
1998), pero los significados que un individuo les atribuye
a estas representaciones no necesariamente coinciden con
las esperadas. Es por ello que lo que escriben los alumnos
carecen de sentido para el lector experto, pero bien
podrian tener sentido para el alumno.

También se pueden considerar los planteamientos
para resolver el reactivo 8 ya mencionado, donde la
expresién “78 es a 150%", en el registro semiético de la
lengua natural, es traducida a “78 = 150%" en el registro
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semidtico algebraico como si “es a” fuese lo mismo que

“"__n

En este mismo sentido se debe considerar que el signo “="
tiene dos funciones debido a la homonimia en el uso de
los simbolos y que, se ha visto, causa dificultades en su
comprension:

“La investigacién ha mostrado que una concepcién
errénea comdn es ver al signo de igual como un
signo de entrada-salida, como en cuando tres mds
cinco produce (es igual a) ocho (Kieran, 1981). En
otras palabras, muchos estudiantes tienen una
visién operacional del signo de igual. El signo de
igual puede ser visto como ‘el total” o ‘la respuesta’
(McNeil y Alibali, 2005). Esta visién operacional
puede llevar a errores como contestar 17 cuando
se intenta resolver la oracién numérica: 8 + 4 = B
+ 5 (E.J. Knuth et al., 2006). Por el contrario, una
comprensién relacional del signo de igual reconoce
que el signo de igual es un simbolo para la

equivalencia matemdtica; que ambos lados deben
balancearse (A.C. Stephens, 2006).” (Frost, 2015,

pdg. 2)

Esta diferencia entre los dos usos permiten explicar la
razén por la que alumnos del tercer afo de bachillerato

siguen escribiendo “cadenas” de igualdades como la
siguiente:

18 18 = 6089 v ,50 - A12.6

llustracion 8. Ejemplo de expresién con el uso del signo

igual de un alumno de tercer afio (Nv-5-017).

c. El uso de diversos registros semiéticos de
representacion

La nocién de registro de representacién semidtico (Duval,
1998) nos ayuda a identificar las diferentes maneras en
que se representan los objetos matemdticos y cémo el
individuo hace una manipulacién de las representaciones
para darle un significado al objeto, pero también para
identificar si  existe una  confusién entre las
representaciones o entre las representaciones y los

objetos.

A pesar de que el tema de la investigacién es sobre
Algebra y se podria pensar que mucho estaria
relacionado a representaciones simbdlicas ligadas al

registro de representacién algebraico, nos llamé la
atencién el uso de ofros registros de representacién,
principalmente el gréfico y el del lenguaje natural.

En lo que respecta al uso de representaciones
gréficas los reactivos que hemos tomado en cuenta son



dos: el reactivo 3 (ya mencionado desde el inicio) y el
reactivo 7 (recién mencionado).

En el primer caso el 9.4% de los alumnos utilizé
alguna representacién gréfica para ilustrar la situacién y
ayudarse. En su mayoria son representaciones que
provienen de la Escuela Primaria, donde las fracciones se
presentan como pasteles rebanados o bien rectdngulos
divididos en n partes.

Segin Otte (2006, pdg. 16) “los profesores de
muy a menudo no les gustan las
representaciones icénicas, creyendo que son confusas y

Matemdticas

no controlables con respecto a su impacto (...). Esto
podria ser tan cierto como esencial, si algo nuevo es
aprendido. Los razonamiento matemdtico y légico son
imposibles sin  observacién, percepcién generacién
intuitiva de ideas e hipétesis nuevas.” Sin embargo, en
algunos casos estas representaciones sirvieron como
medio para darle sentido a la situacién planteada al
funcionar como sustitutos de las literales como en el
siguiente ejemplo:

llustracién 9. Ejemplo donde se sustituye el uso de la
incégnita (literal) por una representacién grdfica en la
respuesta del reactivo 3 (Nv-5-015).

Para el caso del reactivo 7 la cosa es distinta, pues
mientras que en el anterior las representaciones grdficas
son ayudas, en el caso de este dltimo reactivo es
necesario utilizar el registro gréfico porque estd incluido
en la consigna. Ademdés, se esperaba que echaran mano
de ofros registros, como el algebraico o el lenguaije
natural, para vincularlo con el gréfico. Sin embargo, esto
no siempre ocurrié.

Casi dos terceras partes de los alumnos (el 64.6%)
sélo utilizaron el registro gréfico mientras que sélo poco
mds de un quinto (el 21.2%) echaron mano de un registro
semidtico simbélico para luego “regresar” al registro
gréfico (ver llustracién 10).
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el 78.9% de los alumnos del primer afio, 58.4% del
segundo afo y 48.33% del tercer afio, aunque los
porcentajes son relativamente altos.

0 a 1
Localiza aproximadamente dénde estaria a en la siguiente recta numérica:
0 1
+ oS
0 a 1

Localiza aproximadamente dénde estaria a” en la siguiente recta numérica:

0 1

;Por qué?
70 e e menor gue A 4 el uadrado

de (ual guesa fue es #pepor o Sea s
Se Convier € er  mMus 767‘/(/7_0 jec s i s

llustracion 10. Ejemplos de un caso en el que sélo se echa
mano del registro gréfico (arriba) y ofro en el que el alumno
utiliza un registro simbélico y luego regresa al grafico (Sv-6-
020 y Sv-6-024).

Al parecer el uso predominante de este registro de
representacién gréfico apoya la idea errénea de que el
cuadrado de un nimero (positivo) siempre es mayor que el
nimero (positivo) dado, aunque esto cause un conflicto al
momento de pasar de un registro de representacién a
otro: El 62.2% de los alumnos consideré esto de manera
explicita (el 7% del total utilizé incluso representaciones
simbdlicas e hizo operaciones) y colocé el punto
correspondiente a a?> a la derecha del punto que
correspondia a a (ver la llustracién 10, arriba, e
llustracién 11). Este porcentaje baja conforme avanzan los
alumnos en su desarrollo académico, pues asi lo hicieron

. . 2 , 2 S e ! .
Localiza aproximadamente donde estaria a” en la siguiente recta numérica:

2
0 1 a
>
(Por qué?
2
a 1 Q 2
O o . T— -
e —— ‘ e
(ax9)= 0*
Localiza aproximadamente donde estaria denla sfguiente recta numérica:
0 1 A
@
¢;Por qué? Q

¢l tvadiado de Un numero G € rmumec e N
M\S mo,

v v

€2) 2’-‘- (2)('2) = 4

llustraciéon 11. Ejemplos donde se aprecia la necesidad de
que a? sea mayor que a, aunque se utilicen representaciones
simbélicas y aunque se resuelva el conflicto echando mano de
datos no proporcionados originalmente (Nv-5-015 y Nv-1-
043).

Adicional a lo anterior el 38.1% de los alumnos consideré
erréneamente que el cuadrado de un ndmero es lo mismo
que el doble del mismo nimero de manera explicita, lo
cual refuerza la idea de que el cuadrado siempre es




mayor que el nimero original. En este caso sucedié algo
similar a lo recién mencionado: mientras que el 46.7% de
los alumnos del primer afio expresé (explicitamente) que el
cuadrado de un ndmero es su doble, el porcentaje
disminuyé levemente al 40% en el segundo afio y un poco
mds (el 26.7%) para los alumnos del tercer afo. Estas dos
situaciones si muestran un cambio en la concepcién
errénea a lo largo del desarrollo académico de los
alumnos.

CONCLUSIONES

Como se mencioné al inicio, este proyecto es de tipo
diagnéstico orientado a proporcionar informacién  Util
para la toma de decisiones sobre estrategias orientadas a
la ensefianza de las Matemdticas y modificaciones
curriculares en el contexto particular de la Escuela de
Bachilleres de la UAQ. Al momento se tiene informacion
mds bien cuantitativa como es el caso del EXHCOBA para
el ingreso al nivel superior. Larrazolo, Backhoff y Tirado
(2013) analizaron los resultados de estos exdmenes para
ingresar a universidades publicas de cinco Estados del
pais, entre ellas la UAQ, y observaron que “los
estudiantes que aspiran a ingresar al nivel de educacién
superior  |...) deficiencias en los
aprendizajes esperados de matemdticas de los niveles de

presentan  serias

primaria y de secundaria” (2013, pdg. 1157).

En especifico sobre la instituciéon se tienen los
resultados de la prueba ENLACE (SEP, 2013). En la
aplicacién de 2013 los alumnos de la UAQ tuvieron
mejores resultados que el promedio estatal y nacional:
Mientras que en el nivel ‘insuficiente’ se tuvieron
porcentajes de entre 4% y 24% en la UAQ, a nivel Estado
y pais se tuvieron 29% y 34%, respectivamente; en la
misma ténica mientras que en el nivel ‘excelente’ la UAQ
tuvo a entre 12% y 38%, en el Estado y el pais estuvieron
el 10% y el 12%, respectivamente.

Ademds, en los tres temas considerados
(“cantidad”, “espacio y forma” y “cambios y relaciones”)
se vio un progresivo aumento en la cantidad de errores ya
que en el primer tema la mayoria de los reactivos fueron
respondidos correctamente mds del 60%, pero en el dltimo
tema (que se aborda en el quinto semestre principalmente)
casi la mitad de los reactivos tuvieron respuestas
incorrectas en mds del 60% de los casos.

Esta informacién nos estd proporcionando un
panorama general y algo de informacién referente a la
problemdtica del aprendizaje de los alumnos en
Matemdticas, pero no proporciona informacién sobre

cudles son las posibles causas de tales problemdticas.

Es importante reflexionar sobre lo que se ha
mencionado, pues al considerar que la mayoria de los
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alumnos participantes, sin importar el nivel educativo en el
que estdn, prefieren utilizar estrategias aritméticas por
sobre las algebraicas o muestran problemas para el
manejo de las representaciones algebraicas se podrian
llegar a plantear preguntas como “spara qué estudian los
alumnos de bachillerato el Algebra, si no se convierte en
una herramienta Gtil al final de su paso por la escuela?”
Sin embargo esta pregunta podria no ser la pertinente por
todas las implicaciones que tiene el aprendizaje del
Algebra (no sélo para Matemdticas, sino para ofras
disciplinas) como medio para aprehender técnicas, usos
de representaciones (lenguaje), procesos cognitivos
(generalizacién, validacién, etcétera). Es posible que sean
mds pertinentes preguntas como “3qué podemos hacer
para que se convierta en dicha herramienta 0til2” o bien
"scémo lograr que el uso del Algebra tenga sentido para
los alumnos2”

El reto es importante, porque los distintos registros
de representacién semidtica involucrados en el estudio de
Algebra implica conflictos con los antecedentes de los
alumnos y conflictos entre los diversos registros. En los
cursos de Matemdticas a partir de la Secundaria y en el
Bachillerato se les pide a los alumnos que, por ejemplo,
consideren simbolos originalmente considerados como no
nimeros y los consideren nimeros. Y no sélo las literales,
sino ofros nimeros representados por letras (por ejemplo
e, base de los logaritmos naturales, o i, unidad

imaginaria), letras griegas (T y ¢, por ejemplo) o bien
mezclas que deben mantenerse sin  “convertir” a
aproximaciones racionales (por ejemplo -/2).

Asi pues, la informacién obtenida puede dar pie a nuevas
investigaciones que generen y difundan conocimientos
gebra,
considerando los retos que implican las demandas

educativos  sobre el aprendizaje del A
sociales, politicas, cientificas, culturales y econdmicas.
Todo ello con la finalidad de establecer las bases para
proponer estrategias de cambio en los procesos
educativos (capacitacién docente, cambios curriculares,
etcétera).
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RESUMEN:

En este trabajo se muestran algunos fundamentos geométricos de los
Multiplicadores de Lagrange, de este modo, se pretende dar una explicacién mas
detallada de por qué estos funcionan para resolver problemas de optimizacién
que involucran funciones de varias variables. Después, mediante una adecuada
introduccién de variables, se resuelve un problema geométrico en el que se usan
los multiplicadores de Lagrange. Finalmente, se muestra como el estudio de un
problema no se acaba con la solucidn de éste, al contrario, muchas veces se
puede generalizar de una manera natural.

Palabras claves: Funciones de varias variables, Multiplicadores de Lagrange,
problemas geométricos.

ABSTRACT:

In this work we show some geometric fundamentals of Lagrange Multipliers, in this
way, we pretend to give a more detailed explanation about why they works for
solving optimization problems that involve several variables. By a suitable use of
variables, we solve a geometric problem with the use of Lagrange Multipliers. Finally,
we show how sometimes the study of a problem is not ended with its solution, instead
we can generalize it in a natural way.

Key words: Functions of several variables, Lagrange Multipliers, geometric problems.
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INTRODUCCION

El Teorema de Los Multiplicadores de Lagrange es
cominmente conocido como un método cldsico utilizado
para optimizar funciones realvaluadas de diferentes
variables; en ofras palabras, se usa para encontrar
méximos o minimos de una funcién escalar sujeta a una o
mds restricciones. Sin embargo, pocas veces se explica
por qué estos funcionan al resolver problemas de
optimizacién. La mayoria de los textos de Célculo, se
concentran en tilizarlos en la solucién de algunos
ejemplos directos y otros, aunque dan una demostracién
analitica del teorema, no explican de manera intuitiva la
razén de por qué es que estos funcionan.

Ademds, en los cursos de cdlculo en ingenieria o
en la licenciatura en matemdticas no se les da la
importancia necesaria a estos, es decir, sélo se ve como
un tema mds quedando en el olvido de la gran mayoria
de los estudiantes, cuando en la vida real siempre estamos
buscando lo minimo, mdximo u optimizar algo. Es por
esto que en este articulo se propone primero, entender
bien qué son y de dénde se originan los Multiplicadores
de Lagrange y después, dar ejemplos concretos de su dtil
Uso.

ASPECTOS GEOMETRICOS DE LOS
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

En esta parte del articulo discutimos el método desde un
enfoque geométrico, cuando deseamos encontrar los
valores extremos de una funcién de dos variables f(x,y),

sujeta a la restricciéon g(x,y) = c. Antes de discutir la
técnica de los Multiplicadores de Lagrange, debemos
recordar conceptos bdsicos de Célculo Vectorial que nos
ayudarén a lograr una mejor comprensién del tema.

A continuacién, desarrollamos de  manera
geométrica y anadlitica el concepto de derivada
direccional.

Definicion 1: Si  f es una funcién de dos variables, sus
derivadas parciales son las funciones

% y Z—fl definidas como
if(xy) _ hmf(x +hy) - fxy)
0x " hS0 h ’
f(xy) _ limf(x'y +h) - f(xy)
ay "~ 50 h .

Definiciéon 2: La derivada direccional de f en un punto
p = (x0,¥0) en la direccién de un vector unitario u =
(a,b) es

+ ha,y, + hb) — ,
Duf(P)Z}li_T}(I)f(xo a, Yo - ) — f(xo YO),

si este limite existe.

Para entender geométricamente la definicién 2,
imaginemos una superficie z=f(x,y) la cual es
intersecada por un plano M, (M, n f(x,y)), siendo este
dltimo ortogonal al plano xy, y que ademds pasa por un
punto p = (x,,¥,) en direccién u. La derivada direccional



D.f (p) es la pendiente de la linea recta que se muestra en
la Figura 1.

Figura 1: Derivada direccional

Teorema 1: Si f es una funcién diferenciable en (x,y),
entonces f tiene una derivada direccional en la direccién
de cualquier vector unitario u = (a,b) y

d i d ,
Duf(x,y) = fg’;y)“ fg;y)b.

Demostracion:

Sea (xo,¥,) un punto arbitrario. Si definimos g, una
funcién de una variable h, como

g(h) = f(xo + ha,y, + hb),

entonces, por definicién de derivada, se tiene que

g/(O) = lim g(h)-g(0) —
h—0 h
lim f(xg+ha, yo+hb)—f (x0,¥0) — Duf(xoﬂ :VO)- (-l )

h—0 h

Por otro lado, podemos escribir g(h) = f(x,y), donde x =
Xo+ha 'y y=y,+ha. Entonces, si aplicamos el
Teorema de la Regla de la Cadena obtenemos que

af(x,Y)ﬂ_l_ of(,y)dy _ af(x'J’)a N af(x';\’)b
ox dh oy dh ox oy

g'(h) =

Si ahora hacemos h = 0, obtenemos que x = x,, ¥ =7v,,
Y

’ _ 9f(x0,%0) 9f (x0.¥0)
g9'(0) == =a+=—""=b (2)

Comparando las ecuaciones (1) y (2), vemos que

0f (x0,y0) 0f (x0,y0)
Dyf (xo,y0) = Z52" a + F020 ),
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Observacién.

Podemos ver que la derivada direccional se puede
expresar como el producto punto de dos vectores

of (x, of (x,
D f(x,y) = fg;y)a+ f(aﬁ;y)b

_ <6f (x,y) of (x,y)

) -(a,b)

ox ' dy
_(9fy) Of(xp)\
B ox ' dy -

La siguiente definicién es muy 0til en muchos conceptos en
Matemdticas, en particular cuando se trabaja con
derivadas direccionales.

Definicién 3: Si f es una funcién de dos variables x y v,
entonces el gradiente de f es la funcién vectorial Vf
definida como

of (x,y) of (x,
Vf(x'y)=< f(;;y)’ fg;y))_

Con la notacién para el vector gradiente, podemos
reescribir la derivada direccional como

Duf(x,y) =Vf(x,y)  u

lo anterior, expresa a la derivada direccional en la
direccién u, como la proyeccién escalar del vector
gradiente sobre el vector u.

Definicién 4: Las curvas de nivel de una funcién f de dos
variables son las curvas con ecuacién f(x,y) = k, donde
k es una constante (en el rango de f).

La Figura 2 muestra geométricamente lo que significan las
curvas de nivel para diferentes valores de la constante k.

Figura 2: Curvas de nivel

Una vez introducidos los conceptos anteriores, ahora si
nos disponemos a presentar la técnica de los
multiplicadores de Lagrange. Como f(x,y) es una
funcién, las curvas de nivel f(x,y) = k no se intersecan.
Ahora, imaginemos que se camina sobre la curva



g(x,y) =c. luego, como las curvas f(x,y)=k vy
g(x,y) =c son generalmente distintas, entonces al
caminar sobre g(x,y) =c nos cruzamos con muchos
caminos f(x,y) = k. Por tanto, el valor k crece o decrece
al caminar sobre g(x,y) = ¢ hasta encontrar un punto p
de tangencia entre f(x,y) =k y g(x,y) = c. Cuando la
curva  g(x,y) =c¢ toca tangencialmente a una curva

f(x,y) =k en algin punto p=(x,,7y,), entonces al
caminar en ambas direcciones sobre g(x,y) = ¢, desde p
los valores de k cambian en la misma direccién, ver
Figura 3.

Figura 3: Curvas tangentes

Por otro lado, sea u un vector tal que esté
contenido en la recta tangente comdn entre g(x,y) =c y
f(x,y) =k y que pasa por el punto p = (x,,y,). Entonces,
el punto p corresponde a un extremo local de f(x,y)
sujeta a la restriccién. Esto se puede ver si observamos la
curva M, N f(x,y), donde M, es el plano que pasa por p

y contiene a u. Lo anterior, nos dice que las derivadas
direccionales son iguales a cero, esto es, D,f(p) =0 y
D,g(p) = 0, ver Figura 4.

» 2

M, N f(z,y)

— f(z,y) =1

—g(z,y) = «

Figura 4: Derivada direccional tangente a una curva de nivel

Més precisamente, el extremo ocurre cuando
Vf(x,y) u=Vg(x,y)-u=0; en otras palabras, cuando
Vf(x,y) y Vg(x,y) son paralelos y, por tanto, cuando se
tiene que Vf(x,y) = AVg(x,y) para algin nimero real 2,
ver Figura 3. Este valor A es conocido como Multiplicador
de Lagrange. En consecuencia, para funciones de dos
variables, la optimizacién con una restriccién equivale a
resolver el sistema

{Vf (x,y) = AVg(x, y),}
glx,y) =c.

- M,
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Esta técnica se puede generalizar para multiples
restricciones. Ademds, la técnica también puede ser
extendida a problemas de célculo de variaciones con
restricciones del tipo integral.

UN EJEMPLO EN GEOMETRIA

Ahora mostraremos el uso de los Multiplicadores en la
solucién de un problema geométrico.

Ejemplo (Tikhomirov, 1986, p. 137): Dado un éngulo
4BAC 'y dos puntos M y N en su interior, trace un
segmento DE que pase por M, de tal manera que el drea
del cuadrildtero ADNE sea minima.

Figura 5: Problema de Shariguin.

Solucién: Tracemos segmentos MF y MG paralelos a los
lados AC y AB, respectivamente, y denotemos su longitud
como a y b. Tracemos las perpendiculares desde N hacia
AB y AC y denotemos sus longitudes como d vy ¢,
respectivamente.

Figura &

Claramente, el doble del érea de ADNE es igual a
(b+x)d=(a+7y), donde x= |FD| y y=|GE]|.
Ademds, por semejanza de los triGngulos DFM y MGE
podemos deducir que xy = ab.

Tenemos entonces las siguientes funciones:
fotx,y) = (b +x)d + (a+y)c,
la cual queremos minimizar sujeta a la restriccién
filx,y) =xy —ab = 0.
Entonces, la funcién de Lagrange es:
L=fo+Mfi.

Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:



oL_, L _.
ox ay
2L

=O=>d+11y=0,

ax
oL
@=0=>C+A1x=0-

Resolviendo el sistema obtenemos las condiciones
necesarias para minimizar el érea del cuadrildtero ADNE,
las cuales son

Xy = ab, =7

< IR

Dado que el mdximo del drea del cuadrildtero
ADNE no estd acotada, tenemos que la solucién obtenida
nos provee de hecho un minimo.

Ahora veremos cémo es posible extender un poco
mds el resultado obtenido. Supongamos ahora que en
lugar de tener un par de puntos M, N, tenemos un conjunto
convexo M tangente a AC y AB y un punto N, como se
muestra en la figura siguiente. Queremos encontrar el
punto P sobre el arco HL, de manera que el drea del
cuadrildtero ADNE sea minima, donde el segmento DE es
tangente a M en el punto P.

Figura /: Problema del drea generalizado.

Solucién: El candidato a ser el punto P que minimiza el
drea del cuadrildtero es el que cumple las condiciones del
ejemplo anterior. Para demostrarlo, basta con ver que
escogiendo cualquier otro punto Q sobre el arco HL, el
cuadrildtero AD'NE' obtenido, tiene un drea mayor.
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Figura 8.
Sea Pe AL tal que 2N donde FP y PG son
IGE| _ |NR|

paralelos a AC y AB, respectivamente. Ahora, sea Q €
HL, tracemos el segmento D'E’ tangente a M en Q,
donde D' € AB y E' € AC. luego, tracemos un segmento
D"E" paralelo a D'E" en P,

Figura 9.

El cuadrildtero AD"'NE" tiene un érea mayor que la
del cuadrildtero ADNE, pues por el ejemplo anterior para
el punto P el cuadrildtero con menor drea es ADNE.
Claramente, AD""NE" < AD'NE’ por lo que el érea del
cuadrilétero AD'NE’ es mayor a la del cuadrildtero
AD""NE", asi el drea de AD'NE' es mayor al érea de
ADNE. Por lo tanto, si el punto P cumple las condiciones

del ejemplo anterior entonces minimiza el érea del
cuadrildtero ADNE, donde el segmento DE es tangente a
M en el punto P.
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RESUMEN:

En este trabajo se presenta la informacién obtenida por la aplicacién de un cuestionario a estudiantes que cursan quinto
semestre en un bachillerato pdblico; informacién con la que se pretende conocer la percepcién, afinidad, actitudes,
hdbitos, que tienen en su quehacer como estudiantes de Matemdticas dentro de su formacién en la educacién nivel
medio superior, asi como su interaccién con el profesor de Matemdticas y desenvolvimiento al realizar actividades
propias de tal asignatura. El cuestionario solo pretende acercarse, aproximarse, a estas percepciones, subjetivas y
cualitativas, encontrando su aportacién en el posible contraste de los resultados obtenidos, sin la intencién de pasar
de lo particular a lo general, debiendo tener que existir para esto una linea de investigacién multidisciplinaria futura
que permita, siguiendo una metodologia formal y objetiva, identificar patrones que conlleven a plantear problemdticas,
dificultades, que los alumnos presentan en la ensefianza-aprendizaje de las Matemdticas relacionadas con su
percepcién de la asignatura de Matemdticas y sirvan como aporte tanto a los profesores como a las instituciones
educativas. En los resultados obtenidos contrasta que si bien mds de la mitad de los alumnos sondeados afirmé que

a veces les han gustado, atraido, la asignatura de Mateméticas, también mds de la mitad opté por no reducir las
horas de clase de esta asignatura en caso de que pudieran hacerlo, donde algunos lo justificaron reconociendo la
importancia de cursar tal materia.

Palabras clave: cuestionario, percepcién, estudiantes, matemdticas.

ABSTRACT:

In this paper is shows the information obtained by the application of a questionnaire to students who attend the fifth
semester in a public high school; Information with which it is tried to know the perception, affinity, attitudes, habits,
that they have in their work as students of Mathematics within their formation in the high school education, as well as
their interaction with the professor of Mathematics and development when carrying out activities of that subject. The
questionnaire only seeks to closer, to approach these perceptions, subjective and qualitative, finding its contribution in
the possible contrast of the results obtained, without the intention of moving from the particular to the general, it having
to exist for this a line of research multidisciplinary future that allows, following a formal and objective methodology, to
identify patterns that lead to problematic problems presented by students in the teaching and learning of Mathematics
related to their perception of the subject of Mathematics and serve as input to the teachers and educational institutions.
In the results obtained contrasts that although more than half of the students surveyed stated that sometimes they liked,
attracted, the subject of Mathematics, also more than half chose not to reduce the class hours of this subject in case of
that they could do it, where someone of them justified it recognizing the importance of studying this subject.

Key words: questionnaire, perception, students, mathematics.



Un buen maestro, como un buen actor,
primero debe captar la atencién de su audiencia
y enfonces puede enseriar su leccion.

-JJohn Henrik Clarke

INTRODUCCION

Consultando, de manera electrénica en la pégina web de
la Real Academia Espafiola, la 23° edicién del Diccionario
lengua espafola,
definiciones, tomadas con pertinencia, para “alumno” (del

de la arroja  las siguientes dos

lat. alumnus, der. de alére 'alimentar'):

1.- Persona que recibe ensefianza, respecto de un profesor
o de la escuela, colegio o universidad donde estudia.

2.- Persona criada o educada desde su nifiez por alguien,
con quien mantiene una cierta vinculacién.

Ademds de aprendiz y pupilo, otra palabra que se usa
para designar a la persona que cumple con tales
caracteristicas es “estudiante” (del ant. part. act. de
estudiar), para la cual del mismo diccionario se rescatan las
siguientes dos definiciones:

1.- Que estudia.
2.- Persona que cursa estudios en un establecimiento de
ensenanza.
De las cuatro definiciones, en tres de ellas se infiere que
la persona que cumple con esas descripciones lo hace

desenvolviéndose en la institucién o espacio de la sociedad
destinado para ello (escuela, plantel, instituto, colegio,
academia, facultad, efc.) interactuando con ofro semejante
a él pero donde éste cumple con otras descripciones,
atributos, labores, al ensefarle (profesor, maestro, docente).

Si se investigan en el mismo diccionario las definiciones
de “profesor”, “docente” y “maestro”, queddndose solo con
las que competen al campo del sistema educativo, se
observaria que se repiten las palabras que ensefia, siendo
pregunta inmediata 3a quién ensefia?

Se tienen dos sustantivos que describen al que enseda y
al que estudia, solo el primero entra en conjugacién si el
segundo también lo hace; no se ensefia, educa, instruye si
no hay a quien ensefar, educar o instruir, pudiendo
establecer asi la insolubilidad que hay entre ensefianzo-
aprendizaje, sustantivos de la accién que se ejecuta en la
inferaccién profesor-alumno (el autodidactismo se deja
fuera del alcance del presente trabajo).

Entonces, el proceso ensefianza-aprendizaje es un
proceso de interaccién social ya que interactian dos
semejantes, desempefando los roles que les corresponden
sin establecer una dictadura (el alumno no es el
subordinado, no es delegado a un papel co-protagénico).
Salinas (2010) da una clasificacién de interaccién social o
confacto segin cémo se presenta; una de ellas es la
interaccién regulada donde se desarrollan las relaciones

que se establecen con los directivos de la escuela, los

83



Pédi: Revista de proyectos y textos académicos en Didéctica de las Ciencias y la Ingenieria. Afio 1. Nom. 001, abril de 2017, ISSN en tramite.

profesores y los compaferos en las cuales se deben de
obedecer una serie de normas relacionadas con los
horarios, con la entrega de trabajos y tareas y con el
comportamiento dentro del salén de clases y de la escuela

(p. 81).

Dicha interaccién es regulada por una serie de normas o
reglas establecidas de manera explicita (el reglamento
intferno del plantel o institucién, por ejemplo) y también
implicitamente tal como Guy Brousseau (2007) evidencié la
existencia de un contrato didéctico, cuyo fin es asegurar
que el proceso ensefianza-aprendizaje se lleve a cabo de
la mejor manera.

El estudiante al acatar tales instrucciones, normas, reglas,
hay respuesta de éste en la interaccién regulada del
proceso ensefianza-aprendizaje; estas respuestas pueden
manifestarse por la expresidén verbal, escrita o kinestésica
que el estudiante articule o produzca, y que el profesor y la
deben de captar como parte de una
retroalimentacién en su quehacer didéctico siendo asi que

institucién

la interaccién regulada del proceso ensefianza-aprendizaije
no es estdtica, no es infalible: la interaccién siempre es
perfectible, es dindmica.

En las tres anteriores manifestaciones se debe tener en
cuenta la adherencia de ofras reacciones, propias de la
personalidad de alumno, de su forma de ser, de su forma
de pensar y de sentir, por ejemplo, hacia la asignatura de

(2004)
mencionan que hay actitudes hacia las Matemdticas, la

Mateméticas.  Hidalgo, Maroto y Palacios
cual se refiere “[...] a la valoracién y al aprecio de esta
disciplina y al

aprendizaje, y subrayan mds la componente afectiva que la

inferés por esta materia y por su

cognitiva, la cual se manifiesta en términos de interés,
satisfaccién, curiosidad, valoracién, etc.” (p. 77). Ademds,
parafrasean que para Gémez Chacén (2000):

la relacién que se establece entre los afectos
(emocionales, actitudes, y creencias) y el rendimiento es
ciclica: por una parte, la experiencia que tiene el estudiante
al aprender Matemdticas le provoca distintas reacciones e
influye en la formacién de sus creencias. Por ofra, las
creencias que sostiene el sujeto tienen una consecuencia
directa en su comportamiento en situaciones de aprendizaje
y en su capacidad para aprender. (Hidalgo, Maroto y
Palacios, 2004, p. 77)

Dichas actitudes, afectos, el profesor debe ser capaz de
detectarlas y tomarlas en cuenta como parte de la mejora
continua en la regulacién de tal interaccién social. Con
esta idea en mente, asentando ya la interaccién a la
ensefanza-aprendizaje del campo disciplinar de las
Matemdticas, Larios y Diaz-Barriga (2013) mencionan que
un profesor de Matemdticas “[...] debe tener los elementos
necesarios y adecuados para llevar a cabo su tarea de

manera apropiada de acuerdo al contexto escolar y social,



la interaccién con los alumnos, el desarrollo cognitivo de
éstos, etcétera” (p. 243).

También aluden que como parte del perfil que se espera
que tenga éste profesor, es deseable que adquiera
competencias que cualquier profesorado comparte entre si
(competencias genéricas) y aquellas que ya son propias de
un profesionista que ensefia matemdticas (competencias
especificas) que le permitan captar y procesar las
manifestaciones y reacciones que explicita e implicitamente
interacciéon  (proceso)

los estudiantes emiten en la

ensefianza aprendizaje (pp. 245, 252).
para dichas

Ambos autores propuestas

competencias. Una de las genéricas se llama Ciudadania,

presentan

la cual afribuye al profesionista de la ensefanza de
Matemdticas que “[...] como miembro de la sociedad es
necesario que el docente, en un primer nivel, identifique los
dilemas éticos en la vida cotidiana personal y social [de los
alumnos] describiendo sus causas y consecuencias, asi

como los valores éticos en juego” (Larios y Diaz-Barriga,
2013, p. 246).

Ya en las competencias disciplinares, “[...] el docente
necesita conocer la importancia que tienen los aspectos
motivacionales y afectivos sobre el aprendizaje [...]" (Larios
y Diaz-Barriga, 2013, p. 259).

OBJETIVO

Recabar informacién cualitativa acerca de aspectos
generales, de percepcién, hdbitos y entorno social, de
alumnos que estdn en contacto con asignaturas de

Matemdticas como parte de su mapa curricular estudiantil.

RECOLECTA DE LA INFORMACION

Para recabar algunos de estos aspectos del estudiante, se
propuso un cuestionario individual dirigido a alumnos de
quinto o sexto semestre de nivel medio superior de
educacién, ya que ellos son los que cuentan con el mayor
grado académico en la preparatoria o bachillerato (el
diccionario de la Real Academia Espafola define como
(escuela) preparatoria al “Establecimiento para estudios
previos a ofros superiores”, y para bachillerato se tienen
dos definiciones, la mds competente para los fines
requeridos es “Estudios de ensefianza secundaria que
preceden a los superiores”; por tanto, no se hard distincién
entfre ambas. De manera andloga, tampoco se hard
distincién entre estudiante y alumno; y entre profesor,
maestro y docente) y que ademds, en particular, éste
cuerpo estudiantil es el que més ha cursado asignaturas de
Mateméticas desde nivel bdsico hasta su
educacién actual.

nivel de

El cuestionario propuesto se realizé con la intencién de
recabar la informacién mencionada en el Objetivo;
informacién cualitativa sujeta a la percepcién, apreciacién,
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afinidad, hébitos, costumbres, afectividad, empatia, que un
individuo, y también miembro de una sociedad, tiene como
estudiante de bachillerato a cerca de las asignaturas de
Matemdticas que ha cursado, incluyendo la que
actualmente esté llevando.

Academia

diccionario de la Real

Espafiola, encuesta lo define como “Conjunto de preguntas

Consultando el

tipificadas a una muestra representativa de grupos sociales,
para averiguar estados de opinién o conocer cuestiones
que les afectan”; y cuestionario lo define como “Lista de
preguntas que se proponen con cualquier fin”. Dado el tipo
de muestra que se tomd, como se describird en el siguiente
apartado y el tipo de reactivos, para su presentacién en
éste trabajo se le dejard el sustantivo de cuestionario.

Martinez (2011) sefiala que “Todo conocimiento es
interesado, siempre existe un pretexto para conocer y un
producto de eso que se conoce” (p. 4). El enfoque tomado
es el cualitativo ya que al cuestionario no le asigné valores
numéricos a las respuestas que tienen que colocar los
alumnos, sino que “en este enfoque se considera que las
auténticas palabras de éstos resultan vitales en el proceso
de transmisién de los sistemas significativos de los
participantes, que eventualmente se convierten en los
resultados o descubrimientos de la investigacién” (Martinez,
2011, p. 16).

Entonces para lograr esta intencién, a cada enunciado
del cuestionario se le llamé reactivo, agrupados en cuatro
se plantearon tres tipos de
reactivos, segin la respuesta que los alumnos pueden

secciones. Bdsicamente

plasmar:

1.- Opcién mdltiple: el estudiante solo pudo elegir una
Unica opcién de varias mostradas.

2.- Abierta: el estudiante tuvo la libertad de escribir hasta
cinco palabras o cinco oraciones como respuestas a tales
reactivos, es decir, no se le restringié mads alld de lo que
el enunciado del reactivo solicitaba.

3.- Cierre o conclusién: como Gltimo reactivo de todo el
cuestionario, después de haber incentivado que el
estudiante reflexionara, hiciera memoria y conciencia al
contestar los reactivos anteriores, a manera de conclusién
se le ofrecié un recuadro para que agregara, comentara,
opinara, sugiriera o expusiera informacién extra sin una
solicitud explicita como en reactivos anteriores.

Las cuatro secciones en los que se acomodaron los
reactivos fueron:

Seccién 1: Datos personales del alumno. En este apartado
se les pidié que escribieran, entre ofra informacién, su
edad, semestre que actualmente estén cursando en
preparatoria 'y el tipo de preescolar, primaria y

procedencia (pUblica o privada),

incluyendo la preparatoria en la que estén inscritos. No

secundaria de



se les solicité que colocasen su nombre, ni el nombre de
la preparatoria, secundaria, primaria y preescolar, y ni
tampoco nombres de profesores, esto con el afén de
darle confidencialidad al cuestionario para que fuese
como incentivo para que sus respuestas fueran de manera
personal sin temor a ser evidenciados explicitamente. En
esta seccién, los enunciados para recabar la informacién
no fueron presentados por reactivos.

Seccidn 2: Percepcién del alumno acerca de la asignatura
de Matemdticas. En este segundo apartado, los reactivos
se enfocaron en que el estudiante expresase su
percepcién global de la asignatura de Matemdticas, las
horas de clase que le dedican y del profesor que se las
imparte. También se considerd importante su apreciacién
acerca del uso de libro de texto, software y paginas web
como material y herramientas de apoyo, y la
presentacién de examen como medio de evaluacién.

Seccién 3: Hdbitos del alumno en la asignatura de
Matemdticas. Al plantear una evaluacién a través de
trabajos, tareas, proyectos, etc. y no sea solo el examen
la Onica evidencia de aprendizaje de los alumnos dentro
de la ponderacién de las calificaciones, los reactivos de
esta seccién dirigieron principalmente su atencién hacia
los hdbitos, costumbres o rutinas que tienen los
estudiantes al realizar trabajos, trabajos extra<lase (o
tareas, proyectos) de la asignatura de Matemdticas, asi

como la manera en que se prepdran pard presentor un
examen.

Seccién 4: Desenvolvimiento social del alumno alrededor
de lao asignatura de las Matemdticas. En esta dltima
seccion del cuestionario, los reactivos tuvieron el fin de
conocer cémo los alumnos interactian con familia y
companeros de clase al llevar a cabo los trabajos, tareas,
de la asignatura de Matemdticas; el lugar donde los
realizan, es decir, la influencia directa o indirectamente
de ofros miembros de la sociedad en su quehacer como
estudiantes de esta asignatura, asi como de los medios
por los cuales interactian. Después de esta seccién, los
alumnos tuvieron la oportunidad de redactar, si asi lo
consideraron, a manera de conclusién, su participacién
en el cuestionario.

En las secciones dos, tres y cuatro, los reactivos se
distinguieron, segin el enunciado que solicita la
informacién, en dos: independientes, cuya redaccién de la
respuesta no fue condicionada por reactivo anterior; y
dependientes, donde la respuesta o informacién si fue
subordinada por la respuesta dada en un reactivo anterior.
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INFORMACION OBTENIDA

El cuestionario se aplicé a dos grupos de quinto semestre
de turno vespertino de un bachillerato piblico mixto
ubicado en el municipio de Santiago de Querétaro, Estado
de Querétaro.

la Estructura Curricular de Bachillerato  Tecnoldgico
vigente tiene tres componentes: de formacién bdésica, de
formacién propedéutica y de formacién profesional. El
cuestionario se enfocd, de manera global, sobre las
campo disciplinar de Matemdticas,
pertenecientes al componente de formacién bdsica de las

asignaturas  del

cuales los alumnos de quinto semestre han cursado:
Algebra, Geometria y Trigonometria, Geometria Analitica y
Célculo Diferencial, de primer a cuarto semestre,
respectivamente, y actualmente cursan Cdlculo Integral, la
cual pertenece al componente de formacién propedéutica;
siendo en total cinco asignaturas de Matemdéticas al

momento de la aplicacién del cuestionario.

Dado que estas cinco asignaturas son cursadas por todos
los alumnos del mencionado bachillerato, la eleccién de los
dos grupos sondeados no se siguié por la especialidad a la
cual pertenecen ni por el turno (matutino o vespertino), sino
por la disponibilidad de tiempo de clase a invertirle en el
cuestionario, buscando también que el aplicador del
cuestionario fuera el que lo elaboré como parte de su
retroalimentacién. Ademds, los dos grupos elegidos no

fueron avisados previomente a la aplicacién  del
cuestionario, para evitar sugestiones que pudieran haber
influido en las respuestas.

Antecediendo a la seccién 1, se plasmaron las
instrucciones generales del cuestionario, donde en un inciso
de tales indicaciones se les hizo mencién a los alumnos de
que era confidencial, por lo que se les pedia realizarla de

manera individual, honesta y sincera.

La Unica condicién puesta para que los alumnos llevaran
a cabo el cuestionario fue el que pertenecieran al quinto o
sexto semestre, que en este caso, por ser el periodo escolar
Agosto 2016- Enero 2017, son semestres impares.

A continuacién se mostrard la informacién recaba en
cada seccién. Aquella obtenida mediante reactivos de
respuesta abierta se presentard parcialmente sin que esto
signifique falta de importancia o relevancia de todas las
palabras y oraciones escritas por los alumnos, y a la vez
serén colocadas lo més fielmente posible. Toda la
informacién recaba por el cuestionario es tratada y
presentada con seriedad, tolerancia y respeto; el origen de
todas las respuestas se mantendré confidencial y no serd
motivo de perjuicios hacia la integridad (en todos los
sentidos) de los estudiantes, profesores y el plantel
educativo.



Seccién 1: Datos personales del alumno

Se sondearon en total 44 estudiantes, cuya edad quedé
comprendida entre los 17 y 21 afios; prdcticamente todos
son solteros, y 40 de ellos vive con mamd, pap4, tutor legal
o familiar directo (dos estudiantes no indicaron esta
informacién). De los 44 estudiantes, 16 ademds de estudiar
también trabajan. En la Tabla 1 se muestra la cantidad de
alumnos por el tipo de preescolar, primaria y secundaria de
procedencia.

Tabla 1. Cantidad de alumnos por su procedencia de institucion piblica

o privada.
Nivel Procedencia
educativo Privada Publica
Preescolar 3 41
Primaria 1 43
Secundaria 0 44

Seccion 2: Percepcion del alumno acerca de la asignatura
de Matemdticas.

En esta seccién, como primer reactivo se les pidié “Escribe
hasta cinco palabras que pienses o que se te vengan a la
mente cuando escuchas o lees ‘matemdticas’”. En la Tabla
2 se muestran los resultados; en caso de mostrarse dos en

la columna Palabra, la primera es la que fue mencionada

mds veces.

Tabla 2. Palabras con mayor repeticion por los alumnos que asociaron

con la palabra “matemdticas”.

Palabra

Numero de veces

mencionada

numeros
ecuaciones/ecuacién
problemas/problema
complicado/complicad
as

formulas/formula
operaciones
sumas/suma
restas/resta
cdlculos/célculo
dificil/dificiles
divisiones/divisién
interesantes
procedimiento/procedi
mientos

ejercicios

fracciones

Otiles

aburrido
multiplicaciones/multipl

21
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icacion
cuentas
derivadas
figuras
flojera
integrales
letras
pensar
resultados
signos
trabajo
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En otro reactivo la indicacién fue “Escribe cinco palabras
que pienses o que se te vengan a la mente acerca de
‘profesor de matemdticas™. En la Tabla 3 se muestran los
resultados; en caso de mostrarse dos en la columna
Palabra, la primera es la que fue mencionada mads veces.

Tabla 3. Palabras con mayor repeticion por los alumnos que asociaron
con “profesor de matematicas”.

NuUmero de veces

Palabra .
mencionada
inteligente 11
estricto 10
aburrido 8
trabajo/trabajos 3

responsable 3

serio
chido
ejercicios
enojén
ensenanza
honesto
ingeniero

N NDNDNDNDNDNW

trabajo

En otro reactivo se le solicité al estudiante la siguiente
informacién “Escribe aproximadamente la edad que tenia
el profesor que te haya ensefiado peor la asignatura de
matemdticas. Ademds, selecciona la opcién en que te dio
clases éste profesor”. Las edades y el nivel educativo se
muestran en la Tabla 4.

Tabla 4. Nivel educativo en que peor han recibido ensefianza de la
asignatura de Matemdtica por parte de un profesor y su rango de edad.

N d
Nivel umere e Rango de edad
veces
educativo : del profesor
mencionado
Primaria 1 45
Secundaria 13 33-50
. 28
Preparatoria 30-70




(*)Dos estudiantes no seleccionaron la opcién del nivel -Se salia del salén.
escolar. La edad mds repetida fue para el profesor de -No explicaba.
preparatoria, con 33 afos. -No nos daba ejemplos.

-Criticaba y se burlaba.
-El mismo se trababa en sus ejercicios.
-Era muy impuntual.

-Dictaba mucho y no ensefiaba.

Posteriormente se les pidié que describieran, justificando, -No aclaraba bien las dudas.
el por qué fue el peor docente en ensefarles la asignatura -Pocos ejemplos.
de matemdticas. En la Tabla 5 se muestran algunas de las Llegaba tarde.
oraciones escritas como respuestas en éste reactivo. -No explicaba bien.
Preparatoria -No aprendia bien porque iba muy
rdpido.
Tabla 5. Algunas descripciones del profesor y la clase. Creido.
Nivel -No dejaba muchos ejercicios.
, Justificacién -Solo nos decia que pdgina hacer pero
educativo )
- - no nos explicaba.
-Solo explicaba una vez sin resolver
dudas. , : i
, - A manera de contraparte de éste reactivo, se les pidié
L -Hablaba  demasiado  rdpido o o ) ) -
Primaria que escribieran propuestas de cémo deberia ensefiarse la
exageradamente lento. ) -~
. . asignatura de Matemdticas. En la Tabla 6 se muestran
-Llos ejemplos del pizarrén los borraba _ _
. algunas de las oraciones escritas como propuestas.
cuando terminaba.
-Muy estricto.
-No daba ciertos temas.
. -Tenia favoritos.
Secundaria

-Se le olvidaban los procedimientos.
-No estaba preparado.
-Se la pasaba en el celular.
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Tabla 6. Algunas propuestas de los estudiantes para ensefiar mejor la
asignatura de Matemdticas.

-Hablar claramente.

-Que el alumno aprenda un tema antes de
pasar al ofro.

-Que se ensefe de las maneras posibles
(manual, visual, auditivo).

-Hacer la clase divertida.
-Pacientemente.

-Haciendo ejercicios.

-Que sepa hablar y que se le entienda
bien.

-Deberian ensefiar con ejemplos sobre el
problema.

-Preguntar si entendiste.

-Més fluido sin tanto enredo.
-Interesantes, para generar interés en el
tema.

-Dejar menos trabajos de tarea y mds en
clase.

-Con profesores con paciencia, no
aburridos y que te apoyen.

En otro reactivo, se les pidié que seleccionaran si se les
ha llegado a solicitar o no que adquirieran un libro como
material para cursar alguna asignatura de Matemdticas, a
lo cual 38 estudiantes respondieron que “Si”. Ahora, dado
que su respuesta habia sido afirmativa, en un siguiente

reactivo, los 38 alumnos seleccionaron solo una opcién de
las que se muestran en la Tabla 7.

Tabla 7. Percepcion de los estudiantes que llevaron libro de
Matemdticas para la clase, como material de apoyo.

) ., NuUmero de
Afirmacién i
estudiantes

Le he entendido al libro y al

. 2
profesor por igual
Le he entendido mejor al libro 6
que al profesor
Le he entendido mejor al

) 10

profesor que al libro
No le he entendido ni al 20

profesor ni al libro

Continuando con las herramientas de apoyo en la
asignatura de Matemdticas, ofro reactivo tuvo como fin el
preguntarle al estudiante si “3Has llegado a utilizar alguna
plataforma en Internet o algin programa de computadora
en la clase de matemdticas?”. De los 44 estudiantes a los
que se les aplicé el cuestionario, 34 respondieron que “Si”.
Si elegian ésta respuesta, debian seleccionar una opcién de
tres afirmaciones en un siguiente reactivo. En la Tabla 8 se
muestra la informacién recabada.



Tabla 8. Percepcion de los estudiantes con la plataforma digital o
programa de computadora para la asignatura de Matematicas.

NuUmero de

Afirmacién i
estudiantes

Le he entendido mejor a las
matemdticas con la

. 15
plataforma digital o el
programa de computadora.
No he necesitado la
plataforma digital o el
programa de computadora 9
para entender las
matemdticas.
Me he confundido mds
utilizando la plataforma
digital o el programa de

computadora.

(*)Un estudiante no seleccioné alguna de las tres opciones.

Como otro reactivo dentro de la seccién 2, a los alumnos
se les hizo el siguiente cuestionamiento “3Te ha gustado,
agradado, atraido, interesado, la  asignatura  de
matemdticas? Selecciona solo una opcién”, para la cual
tenian como respuesta: “Siempre”, “A veces” o “Nunca”.
En la Tabla 9 se muestran los resultados.

Tabla 9. Interés o gusto de los estudiantes hacia la asignatura de
Matemdticas.

Numero de estudiantes

Opcidn . .
que eligieron la opcién

Siempre 9

A veces 31

Nunca 4

El siguiente reactivo inmediato a éste fue que si la
respuesta  habia sido “A veces” o “Nunca” entonces
describieran o explicaran el por qué habian elegido esa
opcién. Al ser de respuesta abierta, las justificaciones, del
por qué a veces o nunca les ha interesado o gustado la
asignatura de Matemdticas, fueron diversas. En la Tabla 10
se muestran algunas de las respuestas.

Tabla 10. Algunas justificaciones de los alumnos para la falta de inferés
hacia la asignatura de Matematicas.

-Demasiado procedimiento.

-Si te equivocas en algoritmos todo estd
mal.

-Me aburre.

-A veces no entiendo.

-Me confundo a veces.

-Siento que las matemdticas son buenisimas
pero a veces los profesores no te alientan a
seguirlas.
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-Porque luego algunos temas se me
complican mucho.

-Solo me interesan a veces cuando les
entiendo a los profesores.

-Me revuelvo.

-Las utilizo en la vida cotidiana.
-Nunca porque luego no me preparo.

Dentro de la evaluacién del aprendizaje adquirido por
parte de los estudiantes, se suele incluir la prueba escrita o
examen. Un reactivo tuvo como fin el que los alumnos
expresardn de cémo se sienten, por lo general, al hacer un
examen de Matemdticas. En la Tabla 11 se enlistan las
palabras que aparecieron con mayor frecuencia en las
respuestas.

Tabla 11. Palabras con mayor repeticion por los alumnos hacia su
percepcion del examen de la asignatura de Matemdticas.

Numero de veces
Palabra .
mencionada

nervioso/nerviosa/nervios/

. 32
nerviosismo/temerosa
presionado/presionada/ .
presién
confundido 9
enojado/molesto 9
pensativo/pensativa 5

ansias/ansiosa/ansioso
inseguro

seguro/segura

aburrido
desesperada/desesperado
frustrado/frustrada

bien

preocupado

NN WWWNMNDNN-AN

Como pendltimo reactivo de la seccién 2 a los estudiantes
se les argumenté “Si pudieras reformar los planes de
estudio desde preescolar hasta preparatoria sreducirias las
horas de asignaturas de matemdticas? Selecciona solo una
opcién”, teniendo para elegir “Si”, “No” o “No sé”. En la
Tabla 12 se muestran los resultados obtenidos.

Tabla 12. Opinién de los estudiantes sobre la posibilidad de que
pudieran reducir las horas de las asignaturas de Matemdticas.

Numero de estudiantes que

Opcidn . .
eligieron la opcién

Si 4

No 26

No sé 12

(*)Dos estudiantes no seleccionaron alguna de las tres
opciones.



Y como reactivo posterior a éste, se les pidié que
justificardn hasta en cinco oraciones el por qué escogieron
esa opcién. En la Tabla 13 se pueden observar algunas de
las respuestas que dieron para cada opcién.

Tabla 13. Algunas jusfificaciones de los estudiantes para haber elegido
la opcién de la Tabla 12.

Opcién Justificacién
-A veces es cansado.
-Menos presion.
Si -Menos desesperacién.
-Por la falta de tiempo en
tareas.
-Porque siento que hasta faltan
mds para comprender mejor.
-Son fundamentales.
-Porque estoy consciente que
las matemdticas son
indispensables en una
profesién, doctorado y en
No nuestra vida cotidiana.

-Porque asi seria un problema
aprender.

-Son dificiles a veces y con
menos horas no seré fécil.
-Porque son necesarias.

-El problema no son las horas,
el problema son los maestros.

-Porque quieras o no siempre
se usaran.

puede vivir sin
matemdticas.

No se

-Me aburren las matemdticas.
-No me interesan mucho.
-Son  importantes  para  mi
educacién.
No sé -Es bueno tener varias horas de
matemdticas pero no exagerar.
-Algunos  temas  son  muy
aburridos.

-No sé si pueda beneficiar.

Seccién 3: Habitos del alumno en la asignatura de
Matemadticas.

Como primer reactivo de esta seccién, se les pregunté a los
estudiantes la frecuencia con la que hacen las tareas y
trabajos extra-clase (tales como proyectos, por ejemplo) de
la asignatura de Matemdticas, cuyas opciones de respuesta
fueron “Siempre”, “A veces” o “Nunca”, debiendo de
seleccionar solo una opcién. En la Tabla 14 se sefiala la
informacién recabada.

Tabla 14. Frecuencia con la que los estudiantes hacen fareas y frabajos
extraclase de la asignatura de Matemdticas.

Opcidn Numero de estudiantes que
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Tabla 14. Frecuencia con la que los estudiantes hacen fareas y frabajos
extraclose de la asignatura de Matemdticas.

Numero de estudiantes que

Opcidn . .
eligieron la opcién

Siempre 15

A veces 27

Nunca 2

En caso de que la respuesta haya sido diferente a
“Siempre”, se les pidié a los estudiantes de que expusieran
el por qué realizan a veces o nunca las tareas y trabajos
extraclase de la asignatura de Matemdéticas. En la Tabla
15 se muestran algunas de las respuestas.

Tabla 15. Algunas justificaciones de los alumnos para no hacer siempre
las tareas y frabajos extra-clase de la asignatura de Matemdticas.

-No les entiendo.

-Mucho procedimiento.

-No da tiempo.

-Me aburre.

-Porque luego no le entiendo, pero la
mayoria de las veces si las hago.

-Se me olvidan.

-A veces hay mds trabajos que hacer.

-Flojera.

-Por lo dificil.

-No me acuerdo de los procesos para
realizarlos.

(*)Cuatro estudiantes no justificaron.

Relacionado con estos dos Gltimos reactivos, en otro se
les presenté la siguiente cuestién: “3Con qué frecuencia
haces por ti mismo (sin copiar) las tareas y trabajos extra-
clase de la asignatura de mateméticas? Selecciona solo una
opcién”. Podian seleccionar “Siempre”, “A veces” o
“Nunca”. El nimero de veces que fue elegida cada opcién
la Tabla
justificaciones fueron muy similares a las expuestas en la

Tabla 15.

se muestra en 16, y las correspondientes

Tabla 16. Frecuencia con la que los estudiantes hacen fareas y frabajos
extraclase, de la asignatura de Matemdticas, sin copiarlas.

Numero de estudiantes que

Opcidn . .
eligieron la opcién

Siempre 15

A veces 28

Nunca 1

En la seccién 1 del cuestionario se abordé la apreciacién
y sensacién que tienen los alumnos al estar presentado un
examen de Matemdticas. Ahora, dentro de la seccién 2, se



Tabla 17. Frecuencia con la que los estudiantes se preparan para
presentar un examen de la asignatura de Mafemdticas.

Numero de estudiantes que

Opcidn . .
eligieron la opcién

Siempre 14

A veces 25

Nunca 5

Si el estudiante eligié “Siempre” o “A veces”, se le pidi6
en seguida de que describiera hasta en cinco oraciones la
manera en la que estudia o se prepara para el examen,
algunas respuestas se muestran en la Tabla 18. Algunas
justificaciones de aquellos que seleccionaron la opcién
“Nunca” fueron: me estreso; se me olvida estudiar; flojera.

Tabla 18. Algunas justificaciones del cémo los estudiantes se preparan
con anficipacion para un examen de la asignatura de Matemdticas.

-Estudiar unas horas antes.

-Repitiendo ejemplos.

-Elaborando una guia.

-Revisando apuntes.

-Busco mds informacién.

-Resolviendo problemas.

-Veo videos que expliquen sobre el tema.
-Pido ayuda.

(*)Cuatro estudiantes no justificaron.

Seccion 4: Desenvolvimiento social del alumno alrededor de
la asignatura de las Matemdticas.

Esta Gltima seccién del cuestionario empieza solicitdndoles
a los alumnos que enlisten hasta cinco lugares donde
hagan las tareas y trabajos extra-clase, escribiéndolos de
mayor a menor frecuencia. El sitio con la mayor frecuencia
fue en la casa de los estudiantes, dentro del cual se
englobd habitacién, escritorio, sala,
comedor; y como segundo lugar se tuvo al salén de clases.

cuarto, mesaq,

Como siguiente reactivo, se les pregunté a los alumnos
“sCon qué frecuencia pides ayuda a tus papés, tutores
legales, hermanos o familiares con las tareas y trabajos
extraclase de la asignatura de mateméticase Selecciona
solo una opcién”. En la Tabla 19, se puede observar el
nimero de alumnos que respondié “Siempre”, “A veces” o
“Nunca”.

Tabla 19. Frecuencia con la que los estudiantes solicitan ayuda a los
miembros de su familia con las tareas y frabajos extraclases de la
asignatura de Matemdticas.

Numero de estudiantes que

Opcidn . .
eligieron la opcién
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Siempre 6
A veces 18
Nunca 19

(*)Un estudiante no seleccioné alguna de las opciones.

En caso de que los estudiantes hayan respondido “A
veces” o “Nunca”, en seguida se les pidié que redactarén
el por qué no les piden ayuda siempre a sus familiares. La
Tabla 20 muestra algunas de las respuestas.

Tabla 20. Algunas justificaciones del por qué los estudiantes no solicitan
siempre ayuda a los miembros de su familia con las tareas y frabajos
exiraclases de la asignatura de Matemdticas.

-Estén ocupados.

-La mayoria del tiempo si les entiendo.
-A veces no estdn.

-No comprenden el tema.

-A veces no saben.

-Porque no tienen tiempo.

-Quiero resolver por mi cuenta.

(*)Dos estudiantes no justificaron.

Siguiendo con la misma linea de cuestionamiento pero
ahora la solicitud de ayuda es con los amigos, compafieros
y conocidos de la preparatoria. La Tabla 21 muestra las
respuestas obtenidas y en la Tabla 22 se muestran las

justificaciones de aquellos que eligieron “A veces” o
“Nunca” como respuesta.

Tabla 21. Frecuencia con la que los estudiantes solicitan ayuda a sus
amigos, comparieros y conocidos de la preparatoria con las tareas vy
frabajos extra-clases de la asignatura de Matematicas.

Numero de estudiantes que

Opcidn . .
eligieron la opcién

Siempre 12

A veces 28

Nunca 2

(*)Dos estudiantes no seleccionaron alguna de las
opciones.

Tabla 22. Algunas justificaciones del por qué los estudiantes no solicitan
siempre ayuda a sus amigos, compaiieros y conocidos de la
preparatoria con las fareas y trabajos exiraclases de la asignatura de
Matemdticas.

-No saben.

-Prefiero hacerla sola.

-A veces si le entiendo.

-Son quienes no ayudan.

-En ocasiones mis compaferos explican
mejor.

-Porque no le entienden ellos.

(*)Un estudiante no justificé.



El dltimo reactivo de la cuarta seccién se enuncié asi:
“Describe hasta en principales
distracciones que tiene en una clase de Matemdticas”.

cinco oraciones las

Como principal distraccién se tuvo la interaccién que tienen
entre si los alumnos como comparieros, amigos, dentro de
la clase; seguido del teléfono celular; después se tuvieron
como causas de distraccién los ruidos y personas externas
al aula, falta de concentracién, el que ya no entiendan el
tema, la forma de dar la clase del maestro, otras tareas o
asignaturas; aburricién.

A manera de cierre del cuestionario, después de
incentivar esta recoleccién de informacién por parte del
alumno, se le proporcioné un espacio en blanco para
responder la pregunta “3Algo que quieras agregar,
comentar, opinar, sugerir o exponer? Escribelo dentro del
recuadro”.

No todos los estudiantes comentaron esta cuestién. Los
que si lo hicieron se expresaron sobre cémo dar la clase de
Mateméticas; la importancia de las Matemdticas; haciendo
referencia a algin profesor; y una opinién, comentario,
hacia el cuestionario ddndole un visto bueno ya que le
permiten al interesado (a quien aplica el cuestionario)
conocer al cuerpo estudiantil con este tipo de preguntas.

ANALISIS Y CONCLUSIONES

De la informacién obtenida en la seccién 1, en la Tabla 2
se puede observar que la palabra que més relacionaron los
alumnos con Matemdticas fue “nOmeros”, con veintiGn
veces, seguido de “ecuaciones/ecuacion” y
“problemas/problema”, con nueve y ocho menciones,
respectivamente; en las cuales intuitivamente se puede
afirmar que forman parte del léxico de una clase de
5Qué concepto de ndmero tienen los

estudiantes? 3Es lo mds importante de las Matemdticas@

matemdticas.

Pero no solamente palabras de vocabulario matemdtico
palabras como
“complicado/complicadas” con siete repeticiones, y por
debajo de ésta, “dificil/dificiles” con cinco repeticiones, y
tomando

fueron sehaladas, también

muy ligeramente como un contraste en
comparacién con los que no alcanzaron més de una
mencién se tuvo que cinco alumnos relacionaron

“interesante” con Matemdticas.

De manera andloga, para el profesor de Matemdticas
(Vvéase Tabla 3), los alumnos relacionaron el adjetivo
“inteligente” un total de once veces y solo un punto por
debajo se tuvo “estricto”, y “aburrido” con
repeticiones. Para éste reactivo, los alumnos tuvieron como
opcién el poder escribir, de su pufio y letra, hasta cinco
palabras, donde en algunas ocasiones escribieron dos
palabras seguidas para poder expresarse. 3Qué imagen

ocho
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emite el profesor en una clase de Matemdticas como para
que los alumnos lo consideren inteligente2 Dado que la
mayoria o algunos de los conceptos que se ven en las
Matemdticas de preparatoria pudieran ser “nuevos” para
los alumnos zeso justifica entonces que éste adjetivo
sobresaliera?

Como fueron estudiantes de nivel medio superior a los
que se les aplicé el cuestionario, en el Tabla 4 sobresalié
preparatoria como el nivel educativo en el que peor han
recibido ensefianza de las asignaturas de Mateméticas, con
el 67% (los porcentajes se redondeardn al siguiente entero
superior en caso de que el decimal sea mayor o igual a
cinco) de los estudiantes que si seleccionaron alguna
opcién de nivel educativo para el correspondiente reactivo.
sPor qué no fue el 100% si han cursado completamente
cuatro asignaturas de Matemdticas en preparatoria? Pese a
que son alumnos a los cuales les faltaria un semestre més
para terminar el bachillerato, tomando en cuenta de que
han transcurrido aproximadamente dos afios y medio desde
que terminaron la secundaria, aproximadamente el 31% de
los alumnos seleccionaron secundaria. 3Cémo fue la
ensefianza del profesor como para que el alumno
considerara, desde su punto de vista, como la peor que ha
recibido?

En la Tabla 5 se puede observar que efectivamente la
manera de dar la clase del profesor fue decisivo asi como
su actitud hacia los alumnos; esto se vio reflejado por el

tipo de respuestas que dieron los estudiantes: actitudinal,
hdbitos,
asignatura, la manera llevar a cabo la clase, interés para

diddctico, conocimiento 'y dominio de la
que el alumno aprendiera, trato hacia el cuerpo estudiantil,
entre ofros. En la Tabla 6, algunas de las propuestas de
cémo dar una mejor clase de Mateméticas abarcaron
principalmente desde las actitudes del profesor, la diddctica
o estrategias de cémo llevar a cabo la clase, tacto hacia los
estudiantes, entre otros.

Como parte de las herramientas que se pueden incluir
dentro de las estrategias para apoyar la ensefianza-
cualquier
Matemdticas, el profesor puede optar por solicitarle al

aprendizaje de materia, y no solo de
alumno que traiga a clase un libro de texto. De los treinta y
ocho estudiantes que si han llevado un libro para la
asignatura de Matemdticas, el 53% afirmé no entenderle ni
al profesor ni al libro, seguido de un 26% de alumnos que
le han entendido mejor al profesor que al libro y un 16%
que le han entendido mejor al libro que al profesor. 3De
qué criterios se sirve el profesor para solicitar un libro en
especifico de la bibliografia disponible? 3El profesor ve
como apoyo al libro para la clase, o una sustitucién,
parcial, a su cdtedra? 3De qué manera le indica el profesor
al estudiante que utilice el libro2

El libro de texto pudiera ya no considerarse como la
Unica herramienta o material de apoyo para impartir
cualquier asignatura; la tecnologia ha entrado de lleno en



éste rubro. El 72% de los estudiantes respondié que si han
llegado a utilizar alguna plataforma digital o software para
la asignatura de Matemdticas; y de estos, el 46% afirmé
que, al utilizar tales herramientas, le han entendido mejor a
las Matemdticas. 3En qué sentido o aspecto ha mejorado su
comprensién de los conceptos que se ven en la clase de
Matemdticas en la que utilizan la plataforma o software?
sHasta qué grado han mejorado? jUtilizan estas
herramientas solo en la escuela o también tienen acceso a
ellas fuera de? 3Cémo es la plataforma o software que
utilizan? 3Cémo se apoya el maestro en esta tecnologia

para impartir la clase de Matemdticas?

Al preguntarles si les han gustado, atraido o interesado la
asignatura de Matemdticas, aproximadamente el 70% opté
por la opcién de que ha sido “A veces”, un 21% afirmaron
que ha sido “Siempre” y el restante “Nunca”. En la Tabla
10 se observan algunas de las justificaciones para haber
elegido “A veces” o “Nunca”. 3Qué influencia tiene el
profesor en este indicador? ;Qué influencia tiene la
infraestructura? Y los recursos, equipos, materiales y
herramientas? 3Qué influencia tiene la sociedad y la
familia? 3Qué predisposiciones, sugestiones, cultura, tiene
el estudiante hacia esta asignatura?

En la Tabla 11, lo palabra més relacionada con su
experiencia al presentar un examen de Matemdticas fue
“nervioso/nerviosa/nervios/nervios/nerviosismo/temerosa”
con 32 veces de repeticién, es decir, que mds del 50% de

los alumnos a los que se les aplicé el cuestionario se sienten
nerviosos al presentar el examen. 3Por qué se sienten
nerviosos? 3Qué imagen o impresién de un examen de
Matemdticas han construido a lo largo de su vida
estudiantile 3Cémo han sido elaborados los exdmenes que
han presentado? 3Cémo se les ha calificado, revisado,
considerado, tales exdmenes? 3Cudl es la intencién del
profesor de Matemdticas al aplicar este instrumento?

Hasta este punto han sido brevemente comentadas las

impresiones, percepciones, que los estudiantes tienen
acerca de Matemdticas, la asignatura y el profesor, asi
como los materiales y herramientas de apoyo, con el
panorama aproximado de que al 71% de los estudiantes
sondeados les ha interesado o gustado a veces la
asignatura de Matemdticas, asignatura donde se ven
involucrados profesores, alumnos y materiales de apoyo.
Sin embargo, el 62% que seleccionaron alguna de las tres
opciones como respuesta a, que si pudieran hacerlo,
reducir las horas de las asignaturas de Matemdticas desde
preescolar opté por “No”

reducirlas, donde algunas justificaciones para haber

nivel hasta  bachillerato,
elegido esta opcién se muestran en la Tabla 13, tal que
resalté que los alumnos al parecer estdn conscientes de la
importancia de las Matemdticas en su quehacer diario.

Para incentivar adn més el contraste, spor qué consideran
importantes las Matemdticas pese a que si las perciben con
ciertos adjetivos calificativos, como los observados en la
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Tabla 22 En su quehacer diario, zen dénde aplican
Mateméticas? 3Es el tiempo un factor decisivo en la
imparticién de las clases de Matemdticas? Y el desempefio
del profesor junto con la disposicién del alumno?

En la seccidén 3 del cuestionario, el 61% de los
estudiantes mostraron como respuesta “A veces” una
disponibilidad para realizar tareas y trabajos extra-clase de
Matemdticas, un 34% seleccionaron “Siempre” y el resto
indicé que “Nunca” las realizan. Siguiendo con esta idea,
se puede separar por un lado el que hagan las tareas y
trabajos extra-clase, y que por otra parte que si las hacen
sea por ellos mismos, que si bien pueden solicitar apoyo,
asesoria, esto no significa copiar ni trascribir la informacién
sin tener conocimiento de lo que se estd haciendo. Al
preguntarles a los estudiantes la frecuencia con que llevan a
cabo estas actividades sin copiar, 28 alumnos respondieron
“A veces” como la frecuencia con la hacian las tareas y
trabajos extra-clase por ellos mismos; en otras palabras, se
puede inferir si bien era regular la frecuencia, si llegaban a
copiar, donde sus justificaciones fueron muy similares a las
que por qué “A veces” o “Nunca” hacian tales actividades
(Véase Tabla 15), llegando a afirmar que se les olvidaba el
procedimiento o no les entendian, o encontraba dificultad
14 y 16,

prdcticamente tienen el mismo nimero de estudiantes que

al hacerlos. Si se comparan las Tablas

eligieron la opcién correspondiente. 3Con que frecuencia el
profesor les debe dejar a los alumnos trabajos extra-clase y

tareas como para que la mayoria siempre los lleve a cabo?
5Cdmo son las tareas y trabajos extraclase que el profesor
de Matemdticas les encomienda? ;Cudl es la finalidad,
objetivo, meta, de dejar estas actividades?

Ademds de los trabajos y tareas, dentro de la evaluacién
de los estudiantes se suele considerar la prueba escrita o
examen, ya que esta puede englobar todos o la mayoria de
los conceptos vistos en el periodo a evaluar. Si el 71% de
los estudiantes declaré que “A veces” les ha gustado o
atraido la asignatura de Matemdticas, el 21% que
“Siempre” les ha atraido o interesado y el porcentaje
restante que “Nunca”, se puede encontrar cierta similitud
con ofro porcentaje: el 59% afirmé que “A veces” es la
frecuencia con la que se preparan para un examen de
estudian  con

Matemdticas, el 32% que “Siempre”

anticipacién y el porcentaje restante “Nunca”.

Como se mencioné en pdrrafos anteriores, los estudiantes
pueden buscar apoyo o asesorias para realizar las tareas y
trabajos extra-clase, recurriendo a la gente con la que esté
en confacto con mayor frecuencia en su quehacer
estudiantil. De un dia de 24 horas, de lunes a viernes, los
estudiantes a los que se les aplicé el cuestionario pueden
llegar a pasar hasta el 29% del dia en la institucién
educativa, es decir, 7 horas por dia entre semana; el
porcentaje restante del dia lo invierten fuera la escuela

(trabajo, casa, servicio social, efc.).



Al preguntarles la frecuencia con la que solicitan ayuda
con los trabajos extra<lase y tareas de Matemdticas, a sus
semejantes de la preparatoria (amigos, compafieros), el
porcentaje mayor fue del 67% para los que respondieron
que era “A veces” la frecuencia de tal solicitud. Y si ahora
la peticién de ayuda se hacia a los padres de familia,
tutores legales, hermanos o familiares, el mayor porcentaje
estuvo casi cerrado entre los que respondieron “A veces” o
“Nunca” (véase Tabla 19), 42% y 44%, respectivamente;
siendo que el porcentaje de peticién de ayuda estuvo més
cargado hacia los comparieros y amigos que tienen en la
preparatoria, lo cual pudiera deberse a que al pedir ayuda
buscan disponibilidad de tiempo de la otra persona y que
esté familiarizado con el tema (véanse Tablas 20 y 22),
pese a que el lugar indicado con mayor frecuencia para
hacer tales actividades fue la casa de los alumnos, y
posteriormente la escuela.

la presente informacién recabada busca mostrar a los
estudiantes de matemdticas més alléd de lo que el profesor
capta como los troba]os, exdmenes, tareas, ejercicios,
apuntes, proyectos, etc. que los alumnos llevan a cabo al
ser producto, evidencia, de su aprendizaje de las
Matemdticas. Si bien la mayoria de los reactivos no fueron
controlados en el tipo de lenguaje o terminologia técnica
propia de un estudio mds obijetivo, las respuestas dadas por
los alumnos estuvieron influidas, sobre todo aquellas que
fueron abiertas, principalmente por:

1.- La asignatura de Matemdticas que actualmente estdn
cursando y las que mds recientemente han cursado. En la
Tabla 2, aparecen palabras como cdlculo, derivadas e
integrales, propias del vocabulario de Cdlculo Diferencial
y Célculo Integral.

2.- El profesor de Matemdticas que actualmente les imparte
la clase y los que mds recientemente han tenido. Pese a
que no alcanzaron una repeticién de mds de una
ocasién, hubo estudiantes que escribieron el nombre del
profesor al pedirles que enunciaran cinco palabras que
piensen o que se les venga a la mente acerca de
“profesor de matemdticas”. De igual manera, en este
mismo reactivo, llegaron a redactar la descripcién fisica
de los profesores. En la Tabla 4 se puede observar que el
nivel educativo de mayor mencién fue para preparatoria.

3.- La ubicacién del salén de clases. Uno de los dos grupos,
a los que se les aplicé el cuestionario, toma clase en un
salén que se encuentra ubicado en la esquina de la
planta baja de un edificio de dos niveles. Los pasillos que
se intersectan en dicha  esquina
principalmente, a: la planta superior de dicho edificio, al

conducen,

centro de copiado, a una de las dos instalaciones
sanitarias y al edificio donde toman clase los grupos con
mayor cantidad de alumnos. Por lo que los sucesos
externos a éste salén de clases fueron mencionados como
factores de distraccién en la asignatura de Matemdticas.

103



Pédi: Revista de proyectos y textos académicos en Didéctica de las Ciencias y la Ingenieria. Afio 1. Nom. 001, abril de 2017, ISSN en tramite.

El cuestionario no fue elaborado ni aplicado con
intencién de ser exhaustivo ni pretendiendo generalizar y
homogeneizar a toda la comunidad estudiantil. Unicamente
se formulé a manera de un primer acercamiento, servir
poderse
investigaciones posteriores. Es decir, de manera andloga,

como exploratorio, décil de pulir en
como cuando un profesor recibe por primera vez un grupo
de alumnos, totalmente nuevo, al inicio de un ciclo escolar,
donde es altamente recomendable que haga un
diagnéstico, tanto actitudinal, académico (conocimientos
previos), de hdbitos de estudio, como de estilos de
aprendizaje, que sirvan como punto de partida para su
clase.

Por tanto, la informacién obtenida mediante el
cuestionario, sin dnimos de afirmar que proviene de casos
particulares o un contexto social especifico, muestran
relaciones que pudiera incentivar una linea de
investigacién multidisciplinar mds objetiva, pudiéndose
incluir esta informacién dentro de los antecedentes de tal
investigacién, la cual permita establecer problemdticas,
dificultades, sugestiones e impresiones de los alumnos que
obstaculicen el proceso de ensefianza-aprendizaje de las

Matemdticas en nivel medio superior.
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RESUMEN

En este trabajo se describe el tratamiento institucional que se da al concepto de
limite de una funcién en el curso de cdlculo diferencial en algunos libros de texto
universitarios utilizando como herramienta de andlisis el concepto de configuracién
epistémica, definido dentro del Enfoque Ontosemiético del Conocimiento y la
Instruccién (EOS), también se hace una comparacién basada en las configuraciones
obtenidas. Se busca dar una respuesta a la siguiente pregunta 3Cémo puede

hacer un profesor el andlisis de los libros de texto universitarios para mejorar la
argumentacién dentro de las demostraciones que involucran el concepto de limite en
un curso de cdlculo diferencial?

Palabras clave: Argumentacién, configuracién epistémica, demostracion.

ABSTRACT

This paper describes the institutional treatment given to the concept of function
limit in the course of differential calculus in some college textbooks using as a tool
the epistemic configuration construct, which is defined within the theoretical model

about mathematical cognition and instruction, Also made a comparison based on the
obtained configurations. It seeks to give an answer to

How can a teacher analysis of college textbooks to improve the argumentation in
demonstrations involving the concept of limit in a course of differential calculus@

Keywords: Argumentation, epistemic configuration, demonstration.



INTRODUCCION

Un concepto fundamental y al mismo tiempo dificil en el
curso de céleulo diferencial en el nivel superior es el de
limite de una funcién lo cual es inmediato de deducir al
observar que muchos libros antes de formalizar este
concepto trabajan primero con una definicién intuitiva.
Esto lleva a los profesores a buscar dar de una forma mas
clara  posible el significado de este concepto,
considerando que se encuentran con alumnos de nivel
superior. Para ello hay que pensar en las précticas
matemdticas, consideradas aqui como se definen en
Godino y Batanero (1994), para poder llevarlas a cabo
en el salén de clases. Con esto el profesor debe tener la
competencia de analizar un mismo tema en diferentes
libros de texto, lo cual le permitird entre ofras cosas: tener
un panorama amplio respecto a los diferentes enfoques
que se le puede dar a un mismo concepto; conocer el
tipo de argumentos y demostraciones que el alumnos
estudiaran y deberdn entender; y ser consciente de los
conocimientos previos que el alumno debe tener en los
cuales se consideran  conceptos, procedimientos,
proposiciones, lenguaje matemdtico y diferentes formas de
argumentar.

En el presente trabajo se hace un andlisis de una
de las herramientas diddcticas més utilizadas en los cursos
que es el libro de texto. En particular se analizan cuatro
libros de texto universitarios utilizados para cursos de

Célculo Diferencial en el tema de limite de una funcién los
cuales son: Spivak (2003), Apostol (2007), Stewart
(2008) y Swokoski (1988). Estos libros fueron
seleccionados principalmente porque presentan diferentes
enfoques de estudio, por ejemplo algunos se apoyan de
software, ofros son mds formales, algunos utilizan mds
imdgenes para aclarar ideas y uno de ellos cambia el
orden de los temas.

Para el andlisis se echa mano del sistema teérico
llamado Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la
Instruccion Matemdticos (EOS), ya que en este sistema
tedrico permite estudiar las précticas matemdticas
institucionales considerando como objetos matemdticos
primarios: el lenguaje, situaciones problemas, conceptos-
definicién, proposiciones, procedimientos y argumentos.
La herramienta del EOS que se utiliza principalmente para
analizar los libros de texto es la configuracién epistémica

(CE) pues permite estudiar textos matemdticos como se ve
en (Font & Godino, 2006).

Con base en estos elementos metodolégicos se nota
los diferentes enfoques que los autores han trabajado en
la elaboracién de sus textos.
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CONFIGURACIONES EPISTEMICAS

En el EOS se considera que los objetos matemdticos se
generan de sistemas de précticas y se tienen en cuenta los
siguientes dos niveles de objetos generados de sistemas
de prdcticas.

Primer nivel:  Configuraciones de  objetos
infervinientes y emergentes de los sistemas de précticas.
Aqui estdn las entidades que se pueden observar en un
texto matemdtico.

Segundo nivel: Atributos contextuales. Aqui se tiene
una tipologia de objetos que se genera de las diferentes
formas de ver, hablar, operar, etc. sobre los objetos del
primer nivel.

Para analizar los objetos matemdticos que componen
un texto matemdtico y en general la actividad matemdtica
dentro del EOS se contempla una ontologia formada por
los siguientes objetos matemdticos primarios:

* lenguaje (términos, expresiones, notaciones,
gréficos) en sus diversos registros (escrito, oral,
gestual).

» Situaciones — problemas (aplicaciones extra-
matemdticas, tareas, ejercicios).

* Conceptos — definicién (definiciones de funcidn,
limite, dominio, efc.).

* Procedimientos, técnicas (algoritmos, operaciones,
técnicas de célculo).

* Proposiciones, propiedades, teoremas.

* Argumentaciones (enunciados usados para validar
o explicar las proposiciones y procedimientos,
deductivos o de ofro tipo).

Con la relacién de estos seis tipos de objetos se
forman configuraciones epistémicas (CE), donde las
situaciones problemas dan pie a la actividad; el lenguaije
representa los otros objetos y sirve de instrumento para la
accién; los argumentos justifican los procedimientos y
proposiciones que se relacionan por los conceptos, las
CE permiten conocer la estructura de las demostraciones.
Como se menciona en (Font & Godino, 2006) las
configuraciones epistémicas utilizadas en los libros de
texto universitarios son de alguna manera laxas respecto a
la parte precisién y rigor en el concepto de prueba, donde
se busca trabajar en las pruebas de una manera
axiomdtica, donde no se explica cudles son los
procedimientos, reglas o medios de prueba admisibles.
La Figura 1 se puede considerar como el modelo bésico
de las configuraciones epistémicas.



Figura 1 Configuracién epistémica

LA DEFINICION DE LIMITE.

Hay que mencionar que de los cuatro libros considerados,
el de Apostol tiene diferente orden en sus capitulos ya que
primero presenta los conceptos de Cdlculo Integral,
después una idea intuitiva de continuidad y posteriormente
aborda la definicién formal de limite. A diferencia de los
otros libros que presentan primero una definicién intuitiva
de limite y después abordan el concepto formal de limite.
Desde esta diferencia de orden para presentar los
capitulos con ideas intuitivas del concepto de limite se ve
la importancia de analizar y comparar los libros de texto.

También en todos los libros excepto el de Apostol se
trabaja con una definicién no formal antes de la formal, y
en estas definiciones intuitivas no se utiliza el valor
absoluto.

Ahora bien, de manera general se describird la forma en
que se trabaja el concepto de limite en cada libro:

* Spivak (2003, pdgs. 107-131): Se presenta una
definicién provisional con apoyo de algunas
imdgenes, con esta definicién provisional calculan
los limites de algunas funciones y muestran cémo
ofras no tienen limites, en estos cdlculos utilizan las
variables ¢, 8, la funcién valor absoluto y muestran
algunas formas de calcular los limites de una
funcién, después estd la definicién formal de limite
e inmediatamente se estudia la negacién de la
definicién del limite (esta negacién no se menciona
en los ofros libros), aqui se estd definiendo un
procedimiento, después se hace un andlisis de la
notacién, se demuestra un lema para después
utilizarlo en la demostracién del siguiente teorema.
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Teorema 1
Si lim f(x) =1y lim g(x) = m, enfonces
x—a xX—-a

(1) lim(f + g)(x) = L+ m;
(2) lim(f - g)(x) = L-m.

Ademds, si m # 0, entonces

B im () =

m

Por Gltimo se define los siguientes conceptos lim f(x) =
x—a

y lim f(x) =1y lim f(x) =L

Apostol (2007, pdgs. 156-169): El concepto de
limite en este libro es el segundo tema dentro del
capitulo de continuidad donde el primer tema es la
idea intuitiva de continuidad. Para la definicién de
limite se da primero la definicién de entorno de un
punfo y apoyado de esta definicién se da la
definicién de limite, después se representa
geométricamente el concepto de limite, se dan
como ejemplos el limite de la funcién constante y el
de la funcién identidad, después define limites
laterales, hay tres ejemplos de limites laterales, se
pasa al siguiente tema que es la definicién de
continuidad donde se demuestra el siguiente
teorema:

Teorema 2
Si f(x) < g(x) < h(x), cuando x estd cerca de a (excepto
quizd en a) y

lim f(x) = limh(x) =L
xX—a x—a

Entonces

limg(x) =1L
xX—-a

En el siguiente tema demuestra el Teorema 1y es lo Gltimo
que se enfoca al tema de limites.

Stewart (2008, pdgs. 83-116): Se da wun
acercamiento al concepto de limite mediante la
idea de hallar la tangente a una curva o la
velocidad de un objeto con tres ejemplos apoyados
de grdficas, se da una definicién de limite no
formal (no se hace explicito que la definicién no es
formal) con apoyo de algunas gréficas, se trabajan
algunos ejemplos con esta definicién, se definen
limites laterales (también de manera no formal), se
definen los limites al infinito, se define lo que es
una asintota vertical con el concepto de limite, se
dan las siguientes proposiciones llamadas leyes;
ley de los limites el cual es prdacticamente el
teorema 1, ley de potencia y luego ley de la raiz,
después se da una proposicién a la cual le llaman
propiedad de sustitucién directa, por Gltimo se dan
dos teoremas uno que tienen que ver con
desigualdad de funciones y limites, el dltimo
teorema se llama teorema de la compresién el cual



es el teorema 2. (En este libro algunas de las
proposiciones son propiedades, leyes y teoremas),
en la siguiente seccién se define de manera formal
todos los conceptos y solo se demuestra el primer
inciso del teorema 1.

* Swokoski (1988, pdgs. 52-80): Se presenta una
intfroduccién al cdlculo con la que muestran
ejemplos donde el concepto de limite formaliza la
idea de velocidad y pendiente. Después se expone
de manera informal el concepto de limite, en la
seccion fres de la definiciéon formal (en esta
definicién se utilizan imégenes que no relacionan
los intervalos de longitud 28 y 2¢ ) y la dltima
seccién es sobre algunas propiedades importantes,
entre ellos el teorema 1y el teorema 2.

CONFIGURACIONES EPISTEMICAS DE LA
SOLUCION DE PROPOSICIONES RESPECTO AL
CONCEPTO DE LIMITE

El siguiente andlisis sobre estructura de una demostracién
utilizando el constructo de configuracién epistémica es
sobre la primera demostracién que aparece en el libro de
Spivak (2003, pég. 120) después de la definicidn formal
de limite, la cual trata de la unicidad del limite de una
funcién en un punto. La demostracién que estd en el libro
es la siguiente:

Teorema 3

Una funcién no puede tender hacia dos limites diferentes
en a. En ofros términos, si f tiende hacia l en a, y f
tiende hacia m en a, entonces | = m.

Demostracion

Por ser el primer teorema acerca de limites, serd

ciertamente  necesario  traducir la  hipdtesis  en

concordancia con la definicién.

Puesto que f tiende hacia | en a, sabemos que para todo

€ > 0 existe algin ndimero §; > 0 tal que, para todo x,
si0 < |x —al < d;,entonces |f(x) — | <e.

Sabemos también, puesto que f tiende hacia m en a, que
existe algin &, > 0 tal que para todo x,

si0 < |x —al < §,,entonces |[f(x) —m| < e.

Hemos tenido que emplear dos ndmeros, &1, &2, ya que no
podemos asegurar que el & que va bien en una definicién
ird bien en la otra. Sin embargo, de hecho, es ahora facil
concluir que para todo £ > 0 existe algin § > 0 tal que,
para todo x,

si0 < |x—al <d,entonces |f(x) —m|<e y

If(x) =1 <é

basta simplemente elegir § = min(8;, 6,).
Para completar la demostracién solamente nos queda
tomar un & > 0 particular para el cual las dos condiciones
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Lo cual es una contradiccién. ]
lf(x) —ml<e y |[f(x) -1 <e
La configuracién epistémica de la demostracién se puede
No puedan cumplirse a la vez si [ #m. La eleccién representar con la Figura 3

adecuada la sugiere la Figura 2.
Figura 3: Configuracién epistémica de la unicidad de limite

Figura 2
Situacion problema: éCual es la importancia de la
Lenguaje unicidad del limite de una funcion?
! itud [l —m| ! itud [l —m]| Simbolico: Definiciones-conceptos Previos: funcion, valor
ongitu 2 ongitu 2 absoluto, minimo.

Verbal: f tiende
f Definidos: limite

hacia el limite [

Si | #m, de modo que |l — m| > 0, podemos tomar como

. . ena,l#m, Procedimientos: Para demostrar |a unicidad de un
€ d |l —m|/2 Se sigue que existe un 8 > 0 1'CI| que para nimero que cumple una propiedad P  por
d 0 <|x-a|<t, contradiccion se debe suponer que existen dos
todo x, . . :
o numeros diferentes que cumplen la propiedad P y
Anaitico: llegar a una contradiccion
0 <[x-a|<5, Proposiciones: (demostradas en los capitulos
B |l - ml : Regulan anteriores): | x+a| =|x+0+a|, |atb |<=|a|+|b]|.
si 0 < |x —a| < §,,entonces |f(x) —m| <T min(8,,5,), su uso sia<byc<dentonces a+c <b+d
Si | #m entonces |l-m|>0
| f(x)-l| <&
|l —m| '
. Grafico: Justifican
2 . Argumentos: La definicion de que una funcion f tiende
Figura2 hacia el limite | en a.
. | Para el mismo £ y diferentes limites en un punto a se
Esto implica que para 0 < |x —a| < § tenemos consideran diferentes deltas

[l=m|=l-fC)+fx) —m| <[l = fOI| + |f(x) —m]

En el libro de Apostol (2007) después de dar la
definicién formal de limite, solo trabaja dos ejemplos
para ejercitar dicha definicién y después da el teorema de
reglas bdsicas para operar con limites, con su
demostracién en la siguiente seccién y es prdcticamente

[l—m| |l—m]|
2 2

= |l—m|
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todo lo que trabaja enfocado al concepto de limite. Es
decir no profundiza tanto en este concepto pero lo
aprovecha para trabajar continuidad.

El teorema que aparece en todos los libros es el

teorema 1, pero este solo se demuestra en Spivak (2003)
y Apostol (2007).

La siguiente proposicién respecto al concepto de
limite que aparece en casi todos los libros es el teorema 2.
En el libro de Spivak (2003, pdg. 134) estd como
ejercicio a demostrar en la seccién de problemas
propuestos, como el teorema de la intercalacién en el de
Swokoski (1988, pdg. 79), como principio de
intercalacién en el de Apostol (2007, pdg. 164) y como
teorema de la compresién en Stewart (2008, pdg. 105),
esta proposicién solo aparece con demostracién en el
libro de Apostol (2007) en la seccién de limites en el
Swokoski la demostracién estd en el Apéndice Il. En los
libros de Stewart (2008, pdg. 106) y Swokoski (1988,
pdg. 79) el teorema se aplica en la misma funcién para
calcular su limite y sélo en estos dos libros se representa
gréficamente la idea del teorema 2.

En el libro de Swokoski (1988, pdg. 79) el ejemplo
aparece de la siguiente forma:
Ejemplo. La funcién seno tiene la propiedad de que —1 <

sent < 1 para todo nimero real t. Usar este hecho y el
teorema de la intercalacién para demostrar que:

lim x%sin— =0
x—0 X

Solucién: Podemos escribir

1
—1<sin-<1
x

Para todo x # 0. Multiplicado por x? (que es un nimero

positivo cuando x # 0), obtenemos
1

—x% < x?sin— < x?
x
Como lim(—x)?=0 y limx? =0,
x-0 x-0

Se deduce del teorema de la intercalacién, con f(x) =
—x?y h(x) = x%, que

lim x? sin— =0

x-0 X

La configuracién epistémica de esta solucién se puede
representar como se ve en la Figura 4:

Figura 4

Situacion problema: Aplicar elteoremade la intercalacion
&

Definiciones-conceptos Previos: funcién seno, limite

Lenguaje

Matematico
Simbélico:
Expresa Procedimientos: De la proposicién que se daen el
Soporta enunciado de la situacion se busca obtener una

desigualdad que permita utilizar el teorema de
intercalacion.

Verbal: Teorema
de intercalacion

Analitico:
=-l<sint<1

Proposiciones: (demostradasen los capitulos
anteriores): —1 < sent < 1,

limx*sin- =0
x=0 x

lim, o x2 =0, lim,_o(—x)% =0.

lim, o x> =0

limy,o(-x)* =0
Argumentos:
Sia<b< c y d>Oentonces ad<bd< cd
Silimy,o(—-x)* =0, limy,ox* =0 y—x* < x? sinf s x?

entoncesse aplicael teoremade intercalacion.
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Se sabe que
. )2 — . 2 _
}CIE)I‘(I)( X) Oy }Clir(l)x 0,

En el libro de Stewart (2008, pdg. 106) aparece de la

Se puede observar que la informacién que se
proporciona en el planteamiento del ejemplo en el primer
caso es mds que la que se proporciona en el segundo, al

o
€
5 1

= . — 2 — 2 i — 42

5 siguiente forma: Al fomar f(x) = —x* y g(x) =x sin— 'y h(x) = x* en el
z . . 1 . .
2 Ejemplo. Demuestre que lim x? sin— = 0 teorema de la comprensién, se obtiene
- x—0
N .y . . . .
3 Solucién: En primer lugar note que no puede aplicar: limx?sin—=0 m

° x—0 X
2 lim x2 sin— = lim x?2 - lim sin— La configuracién epistémica de la solucién anterior se
S x—0 X x—0 x—0 X .
~ o . : puede representar con la Figura 6:
é Porque llr% Sll‘l; no existe. Sln embcrgo, como
. x—
£ 1 Figura 6
z ~1<sin-<1 9
- X
g% Se ﬁene, como se iIUSh’G medionfe |G Figuro 5, Situacion problema: Aplicar elteoremade la intercalacion
Re Lenguaje .
= . Motivan
'% —xz < xz sin— < x2 Matemitioo Resuelven
X

=)
e Simbolico: Definiciones-conceptos Previos: funcion seno, limite
o Figura 5 gréfica de la funcion y= x"2 sin [1/x] Verbak: Teorema de
-8 intercalacion Procedimientos: Verifica por que no puede aplicar
.“:_J el teorema del producto de limites, se utiliza el
'\i Analitico: hecho de que la funcién seno estd acotada, para
e ) yl\ 5 / . 1 deducir que la funcion que se propone en el
3 \ y =X~ / hmx—:; ejercicio estdacotaday poder aplicar el teorema de
S \'\\ . 1< s 1 la compresion

= \ —-l1<sinx £
%8 \ lim_ox2=0 Regulan Proposiciones: (demostradasen los capitulos
2 — <u uso anteriores): —1 < sent <1, lim, o x* =

o Yy lim,,o(—%)? = 0 0, lim,_5(=x)? = 0.El lim,_, - no existe

[e] 'X=0 = x

O N

E Tiv® el > 1
§ ir; nﬁﬂ » lins x? sin; =0 Sustifican

<4 X x-

§ O Grafico Argumentos:

g Sia<b=< c y d>Oentonces ad<bd< cd

5 figura Silim,,o(—%)? =0, lim,,ox? = 0 y —x* < x*sin> < x*

2 entonces se aplica el teorem a de intercalacion.

ko]

o

>~

o
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%
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mencionar que la funcién seno estd acotada. En el
segundo caso se maneja el lenguaje gréfico durante la
solucién y de hecho se utiliza como argumento para

deducir que —x? < x2 sini < x? (Figura 5).

En la segunda solucién se refuerza la importancia de
las hipdtesis dentro de los teoremas al verificar que no se
puede aplicar el teorema de que si los limites de dos
funciones existen en un punto de su dominio entonces el
limite del producto de las funciones en ese mismo punto
existe, porque no se cumple una de las hipdtesis de este.
Lo cual no se considera en la primera solucién.

ANALISIS Y CONCLUSIONES

Spivak (2003), cuando aborda la demostracién de
unicidad de limite, utiliza un lenguaije gréfico que no hace
referencia a la variable € y la imagen no considera que el
intervalo (| - ¢, | + €) se toma en el eje y.

En el libro de Swokoski (1988) en la definicién formal de
limite el lenguaje gréfico que se utiliza para representar el
intervalo (I —¢ , | + ¢) al principio no se relaciona con el
eje y, después en un ejemplo si lo hacen.

El teorema sobre la unicidad del limite de una
funcién no se menciona en Stewart (2008), Swokoski
(1988), ni en Apostol (2007). Esto da pie a las siguientes
preguntas:  3los alumnos serdn conscientes de esta
proposicién? y spor qué en un libro menciona una
proposicién como teorema y en los oftros no existe
comentario alguno respecto de esta? Con esto el profesor

debe decidir si trabaja este teorema en clase o solo lo
menciona o definitivamente omitirlo mostrando asi la
importancia de analizar diferentes libros de texto.

Al tener diferentes procedimientos en la misma
situacién problema como fue el caso de las dos Gltimas
configuraciones el lector tiene mds opciones para
entender una misma situacién problema o un profesor
puede plantear mds opciones de solucién de un mismo
problema a los alumnos.

las configuraciones dan la estructura de la
demostracién pero no dan el orden de cémo se dan las
relaciones de los conceptos primarios que participan en
ellas, una forma de complementar la estructura de las
demostraciones podria ser dando un orden de las
relaciones que se van dando entre los objetos primarios.

Las configuraciones epistémicas permiten hacer
explicitos los objetos matemdticos que se utilizan en los
libros de texto universitario los cuales no necesariamente
se mencionan en el texto principalmente los argumentos y
procedimientos no son tan claros en los libros de texto,
Asi las configuraciones permiten analizar un tfexto
matemdtico de una forma més amplia.

Con la configuracién epistémica de una situacién
problema los profesores podrian verificar de manera mas
puntual los objetos matemdticos en los cuales los alumnos
tienen mayor dificultad de manejo.

Al generar las configuraciones epistémicas de una misma
situacién-problema de un texto matemdtico en diferentes
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libros se puede intuir el enfoque que el libro busca
respecto a un tema en particular. Por ejemplo, los libros
de Apostol (2007) y de Spivak (2003) estudian de una
manera mds formal el concepto de limite pero de diferente
forma pues el primero le da mayor importancia al estudio
de la continuidad y es esto para lo que utiliza
principalmente el concepto de limite, mientras que el
segundo estudia el concepto de limite de manera
independiente. Por otro lado los libros de Stewart (2008)
y de Swokoski (1988) estdn enfocados de alguna forma
en dar més herramientas para cdlculo de limites al dar
mds proposiciones y menos demostraciones, trabajando
con mayor peso en técnicas y mencionando mds ideas
intuitivas. Algunas preguntas que quedan pendientes por
explicar son:

» 3Cémo se pueden aprovechar las configuraciones
epistémicas generadas en el andlisis de libros de
textos matemdticos para ensefianza de limite de
una funcién?

» 3Dada una configuracién epistémica del desarrollo
de una proposicidon se puede replantear la
situacién problema que la genera para proponer
nuevas situaciones didécticas que faciliten la
demostracién?
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RESUMEN:

El siguiente trabajo es una propuesta para ensefar tablas de verdad en un curso
propedéutico para la carrera de ingenieria. La propuesta se divide en dos partes, la
primera es un andlisis de los conocimientos que debe tener un estudiante antes de
llevar los cursos de Célculo Diferencial, presentados en forma de esquemas por la
teoria APOE y la segunda parte es una descomposicién genética del concepto de
tabla de verdad, en el cual se explican las abstracciones que debe ir desarrollando el
estudiante para crear las estructuras mentales que formen el concepto.

Palabras clave: propuesta diddctica, tabla de verdad, teoria APOE.

ABSTRACT:

This paper is a proposal to teach truth tables in a preparatory course in Engineering
career. The proposal is divided in two parts, the first is an analysis of knowledge must
have a student before taking courses differential calculus, presented in the form of
schemes in APOS theory and the second part is a genetic decomposition of the concept
of truth table in which the abstractions that should be developing the student to create
mental structures that form the concept are explained.

Key words: APOS theory, didactic proposal, truth table.



INTRODUCCION

CURSO PROPEDEUTICO

Muchos de los estudiantes temen estudiar una carrera en
ingenieria por la fuerte base matemdtica que ésta involucra,
principalmente  por materias referentes al andlisis
infinitesimal, ademds que el cdlculo es el culpable de que
cerca del treinta por ciento de los estudiantes deserten una
vez que deciden estudiar una licenciatura en ingenieria
(Farfan, 1997). Es por ello que se han desarrollado
diferentes estrategias para que el alumno pueda demostrar
aprendizaje principalmente en esta drea de la matemética.
Una de las propuestas que se estén trabajando son cursos
propedéuticos. La finalidad de un curso propedéutico es
poder reforzar diferentes conceptos que el alumno ya cursé,
en este caso, dentro de la preparatoria.

Ausubel, Novak y Hanesian apuntan: “Si tuviese que
reducir toda la psicologia educativa a un solo principio
enunciaria este: El factor mds importante que influye en el
aprendizaje es lo que el alumno ya sabe. Averigiese esto
y enséfiese consecuentemente” (Ausubel, Novak vy
Hanesian, 1983, p. 1). Es por ello que se le debe de dar
la importancia requerida a un curso propedéutico. En éste
se intenta generar o reforzar el conocimiento que necesita

el alumno para poder generar nuevo conocimiento en
cursos posteriores. Ausubel indica que es importante saber
cudles son los conocimientos con los que cuenta el
estudiante, y éstos conocimientos son los que queremos
reforzar dentro del curso propedéutico, en este caso serian
los conceptos de l6gica matemdtica, para que estos sirvan
como base de los siguientes conceptos que el alumno
formard durante la curricula subsiguiente en ingenieria.
Ademds, la descomposicién genética propuesta por la
teoria APOE requiere de ciertas bases para lograr un
esquema de comprensién por parte del estudiante, Barbosa
(2003) los nombra Preaccién. Si el lector le interesa
conocer mds acerca de la importancia de un curso
propedéutico desde un punto de vista constructivista se
sugiere que se revise el articulo de Noriega (2015).

TEORIA APOE

la teoria APOE fue creada por Ed Dubinsky para
comprender la formacién del conocimiento en los
estudiantes. Esté basada en los trabajos de Piaget sobre
constructivismo, la cual nos menciona que el sujeto tiene
que construir sus propios conocimientos, y no los puede
recibir construidos por los otros, aunque para la propia
construccién sea indispensable la interaccién entre
individuo y medio. Y también se basa en la abstraccién
reflexiva que es un conocimiento no observable, pues es la
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persona quien lo construye en su mente a través de
relaciones con los objetos, desarrolldndose siempre de lo
mds simple a lo mds complejo, es un conocimiento que una
vez aprendido ya no se olvida, ya que la experiencia no
viene sobre los objetos sino sobre la accién de los mismos.

Para Dubinsky la abstraccidon reflexiva serd la
construccién de objetos mentales y de acciones mentales
sobre estos objetos ya que el conocimiento matemdtico de
un individuo es su tendencia a responder ante situaciones
matemdticas probleméticas en un contexto social y por
medio de la construccién o reconstruccién de las acciones
matemdticas para la solucién de situaciones, a este andlisis

Dubinsky lo llamo “andlisis cognitivo” (Cafas Gutiérrez,
2010).

De este andlisis cognitivo surge la teoria APOE, que
es llamada asi por sus siglas Accién, Proceso, Objeto y
Esquema, los cuales son construcciones mentales que
produce el sujeto mientas va asimilando el conocimiento.
la teoria nos ayuda a investigar el por qué de las
dificultades que se presentan al construir un conocimiento.
El andlisis teérico que se desarrollaré en la propuesta se
divide en dos partes las estructuras mentales (acciones,
proceso, objetos y esquemas) y las abstracciones mentales

(interiorizacién, coordinacién, encapsulacién,

generalizacién y reversién) (Trigueros, 2005).

Dentro de las estructuras tenemos el més simple que
es la accién, la cual es cualquier objeto fisico o mental,
convirtiéndose en un objeto matemdtico dentro de la
experiencia del alumno. Son acciones que tienden a ser
algoritmicas por su simplicidad donde el estudiante
comienza a manipularlas, se hacen evaluaciones
individualizadas relacionado con la aparicién de nimeros
algebraicos y cdlculo de valores resultantes. Conforme una
accién se interioriza (generalmente por repeticién) la
accién se vuelve interna y se le conoce como proceso.
Cuando el alumno llega al proceso indica que el estudiante
puede reflejar el proceso, describirlo e incluso revertir los
pasos de transformacién. Aqui el estudiante puede crear
nuevos procesos por coordinacién o reversién. Cuando el
estudiante puede reflejarse en un proceso y transformarlo
por medio de una accién, el proceso se considera
encapsulado para convertirse en un objeto. Una vez
encapsulado el objeto existe en la mente del individuo y
necesita la asignacién de una etiqueta que permite nombrar
el objeto y conectarlo con el proceso. El alumno deber ser
capaz de des-encapsular su objeto y regresar al proceso
para la resolucién de problemas. El dltimo nivel es el
esquema, que es una coleccién de procesos y objetos,



donde pueden ser més o menos coherentes, pero el
estudiante los utiliza para organizarse, comprender y crear
un sentido del fendmeno o concepto observado. Un
esquema puede fener esquemas subordinados y puede
utilizarse para resolver una situacién problemdtica des-
encapsulando y trabajando con los procesos y objetos del
individuo. Después un esquema puede trabajarse como un
objeto. La construccién de los esquemas requiere de un
mecanismo llamado generalizacién, el cual permite un
alcance mds amplio.

Las abstracciones mentales que intervienen en el proceso
de formacién del conocimiento son las siguientes:
interiorizacién: que es donde una accién se interioriza a
través de una secuencia de repeticién de la accién y el
reflejo de la misma. Coordinacién: la coordinacién de los
procesos miltiples da como resultado nuevos procesos. Es
necesario para un estudiante encontrar elementos de un
nuevo tema y reconocer las estructuras subyacentes que
permite la aplicacién. Reversién: permite al estudiante
concebir un nuevo proceso, que deshaga la secuencia de
transformaciones que comprende el proceso inicial. Es la
construccién de un proceso que es una contraorden de un
proceso internalizado.  Encapsulamiento:  cuando el
estudiante puede reflejarse en un proceso y transformarlo
por medio de una accién se convierte en objefo.
Generalizacién: permite un alcance més amplio de la

utilizacién del esquema. Se presenta cuando el estudiante
amplia el dmbito de aplicacién sin cambiar la estructura del
esquema. (Meel, 2003).

PROPUESTA DIDACTICA

la propuesta a trabajar estd disefiada para un curso
propedéutico, por lo cual se espera que los alumnos posean
ciertas nociones de los conceptos, o al menos, los hayan
trabajado con anterioridad. La finalidad de la teoria APOE
es que el estudiante pueda construir el concepto matemdtico
a trabajar, en este caso el concepto que manejaremos
serén las tablas de verdad. Para esto se credé una
descomposicién genética de las tablas de verdad, y se
mencionan las diferentes abstracciones que necesita el
estudiante para poder crear estructuras mentales con los
cuales logre concebir el concepto trabajado. Se divide en
dos partes, por un lado, se realiza un ejercicio, el cual si
un estudiante es capaz de resolver es porque demuestra
que tiene los conocimientos bien fundamentados y la
segunda parte, en caso que el estudiante no resuelva el
ejercicio, consta de la propuesta como tal para que el
alumno vaya construyendo el concepto.

En este articulo solo se trabajan las tablas de verdad, pero
se espera poder crear las descomposiciones genéticas de
los diferentes temas a tratar en el curso propedéutico: 16gica
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matemdtica, teoria de conjuntos, trigonometria, ecuaciones
e igualdades y desigualdades e inecuaciones.

La idea de la propuesta estd basada en el libro “El laberinto
mdgico” de lan Stewart (Stewart 2001), en el cual se
plantea una serie de problemas o acertijos matemdticos que
se tienen que resolver para avanzar dentro del laberinto y
poder salir de él. Cada acertijo le sirve a Stewart para
poder explicar diversos temas matemdticos y asi resolver
cada problema al que nos enfrentamos. De la misma
manera se plantea disefiar el curso propedéutico, crear un
cuestionario, en el cudl, la respuesta de cada pegunta
necesite cierto nivel de conocimiento del concepto
matemdtico ademds de ciertos esquemas a trabajar como
el de interpretacién y el de resolucién. Si el estudiante logra
resolver los problemas demuestra que maneja los esquemas
necesarios para estudiar una ingenieria, en caso que no
logre responder correctamente a los cuestionamientos se
intenta desarrollar el conocimiento requerido dentro del
curso propedéutico.

LOGICA

Para la parte de l6gica lo que se espera en los alumnos es
un correcto uso de las tablas de verdad, para ello se ha
encontrado que el concepto se puede dividir en dos partes
(Barbosa, 2003). Por un lado, analizamos si el estudiante
puede interpretar un ejercicio que necesite uso de las tablas

de verdad para su resolucién, y por otro lado analizamos
si el estudiante conoce las definiciones, teoremas, leyes y
propiedades necesarias para poder desarrollar las tablas
de verdad. La teoria APOE nos maneja que para cada
parte que dividimos el concepto el estudiante necesita
manejar dos esquemas diferentes, uno para la
interpretacién y otro para la resolucién. Es por ello que el
cuestionario comienza con un ejercicio que estd
descontextualizado para poder averiguar cuantos y cuales

estudiantes manejan el esquema de interpretacién.

La interpretacién la definimos como el conocimiento
que necesita el estudiante para poder contextualizar
cualquier problema que necesite un andlisis, sin que
necesariamente esté relacionado con la matemdtica. Asi
mismo una vez que resuelva el ejercicio, el estudiante debe
ser capaz de regresar el resultado al contexto original.

La resolucién la entendemos como los conocimientos
que necesita el estudiante relacionado con las leyes,
teoremas, algoritmos, operaciones, etc. Que son necesarios
para poder resolver las tablas de verdad.

La pregunta correspondiente a la parte de légica es la
siguiente:



1. 5Qué se necesita para pasar el curso? Justifique
sus respuestas

ANALISIS DE ESQUEMAS

La idea del curso propedéutico es conocer el nivel que tiene
el estudiante sobre los temas y conceptos que sirven como
base para las diferentes materias que va a estudiar en
ingenieria, es por ello que el propedéutico se plantea con
los conceptos que sirven como pre-accién a los diferentes
procesos que desarrollara el estudiante. Por eso se observa
que la pregunta no plantea que se trabaje directamente con
l6gica matemdtica, mucho menos con tablas de verdad.
Para que el profesor pueda observar que: si el estudiante
logré identificar y asociar la pregunta con tablas de verdad
es porque posee tanto el esquema de interpretacién como
el esquema de resolucién, lo cual indica que el estudiante
comprende el concepto matemdtico y puede utilizarlo y
aplicarlo en una gran variedad de problemas que no tienen
que ver directamente con la légica. En caso de no lograr
resolverlo o utilizar una técnica diferente a las tablas de
verdad es porque el estudiante no posee el esquema de
interpretacién. Para poder proseguir con el andlisis se
explicard que se entiende por esquema de interpretacién y
esquema de resolucién.

ESQUEMA DE RESOLUCION

Qe el estudiante posea un esquema de resolucién significa
que es capaz de utilizar los conectivos l6gicos para
encontrar los valores de verdad de las proposiciones
trabajadas, conoce y aplica las leyes, propiedades y la
notacién para resolver las tablas de verdad. Basicamente
el alumno es capaz de resolver cualquier tabla de verdad
que se le asigne.

Para que el estudiante pueda alcanzar este nivel de
conocimiento es necesario que pase por las etapas
anteriores al esquema, las cuales se indican a continuacién:

ACCION

El estudiante posee una concepcién de accién de la tabla
de verdad si es capaz de utilizar la definicién de los
conectivos |6gicos para resolver tablas de verdad de
méximo dos valores. Es capaz de mezclar dos o mds
conectivos, pero no més de dos valores de verdad, realiza
los procedimientos de manera mecdnica y tiene pocas
nociones de cémo utilizar las leyes.

PROCESO

Cuando el estudiante logra entender el origen del conectivo
l6gico y comprende porque se le da el valor de verdad a
cada conectivo entonces el estudiante tiene una concepcién
de proceso de la tabla de verdad. Aqui es capaz de utilizar
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su razonamiento para resolver tablas de verdad con mds
de dos valores de verdad.

OBJETO

Cuando el alumno logra encontrar algunas propiedades o
leyes utilizando el razonamiento de la resolucién de
ejercicios se dice que tiene una concepcidn de objeto de
las tablas de verdad. Aqui entiende las leyes y las aplica
cuando son necesarias, no es un procedimiento
algoritmico, sino que al entender el origen de los conectivos
l6gicos utiliza estos para resolver algunos problemas y
después logra generalizar algunas leyes o entiende de
mejor manera las leyes expuestas por el profesor o algin
libro. En este punto es capaz de resolver prdcticamente
cualquier tabla de verdad que se le presente.

ESQUEMA

El esquema es el conjunto de los procesos, objetos y
procesos que generd el estudiante para un concepto dado,
entonces cuando el estudiante es capaz de resolver
cualquier tipo de tabla de verdad decimos que su esquema
es de un nivel sobresaliente. Piaget menciona que el
conocimiento no es un procedimiento lineal, sino que es un
proceso escalonado, en el cual cada etapa corresponde a
un nivel cognoscitivo caracteristico, donde en cada etapa
existe una reorganizacién de los conceptos aprendidos en

etapas anteriores. (Piaget y Garcia, 2004). Entonces
cuando el estudiante logré pasar desde el nivel de accién
al nivel de procedimiento y termina en el nivel de objeto, y
va reorganizando cada uno de los conceptos nuevos con
los anteriores, logra generar un esquema bastante amplio
para trabajar en la resolucién de tablas de verdad.

ESQUEMA DE INTERPRETACION

No solo basta que el alumno pueda resolver tablas de
verdad, también es necesario que pueda usarlas en
contextos diferentes, es por eso que necesita saber
interpretar las diferentes proposiciones. Interpretar una
tabla de verdad significa que el estudiante es capaz de
comprender las proposiciones, conoce el lenguaje
matemdtico, maneja la sintaxis y la seméntica para
contextualizar problemas de la vida diaria en problemas de
légica. Para que este obijetivo se logre se debe pasar por
diferentes niveles cognoscitivos.

ACCION

Que el estudiante sea capaz de comprender que son las
proposiciones significa que tiene una concepcién de accidn
de la interpretacién de la tabla de verdad. Aqui es capaz
de pasar del contexto no matemdtico a un contexto
matemdtico de proposiciones simples, y poder resolverlas.



Sin embargo, no es capaz de analizar o modificar las
proposiciones.

PROCESO

Cuando el estudiante es capaz de utilizar varias
proposiciones para trabajar con ellas significa que tiene
una concepcién de proceso de interpretacién de las tablas
de verdad. Es capaz de trabajar con diferentes y con varias
proposiciones y logra entender el significado de estas.
Comienza a trabajar la sintaxis y la semdntica de las
proposiciones.

OBJETO

Una vez que logra entender el significado de las
proposiciones y su representacién en tablas de verdad es
capaz de poder madificarla, por ejemplo, con
cuantificadores o negaciones. Comienza a resolver algunos
ejercicios sin necesidad de pasarlo a una tabla de verdad
y analiza las proposiciones con més detalle. Comprende
mejor su sintaxis y su semdntica. Cuando el estudiante es
capaz de esto se dice que estd en la concepcién de objeto
de la interpretacién de las tablas de verdad.

ESQUEMA
El estudiante tiene una concepcién coherente de esquema
de la interpretacién de las tablas de verdad cuando es

capaz de contextualizar diferentes ejercicios para poder
ser resueltos por tablas de verdad. Aqui se nota que el
esquema de interpretacién va ligado con el de resolucién.
Para un estudiante que quiere ser ingeniero es fundamental
poder interpretar valores de la vida diaria y poder
describirlos matemdticamente.

Si el estudiante es capaz de resolver el ejercicio
descontextualizado es porque maneja ambos esquemas, en
caso contrario, que no logre resolver el ejercicio, se
pretende que el profesor realice una descomposicidn
genética mds detallada para poder generar ambos
esquemas.

A continuacién, se propone una descomposicién genética
para ambos esquemas en los cuales se irdn describiendo
tanto los procesos como las abstracciones que debe
generar al estudiante a partir de los ejercicios y problemas
planteados.

DESCOMPOSICION GENETICA

Como se enfatizé6 en la introduccién un problema que
afecta a los ingenieros es la falta de conocimientos sobre
modelacién y demostracién, un ingeniero va a estar
trabajando constantemente con modelos y es por ello que
en esta descomposicién genética se utilizan nociones para
que el estudiante pueda modelar y argumentar sus
conocimientos. Esto es porque cuando un estudiante utiliza
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sus conocimientos para generar un modelo matemdtico o
para argumentar algdn concepto matemdtico demuestra
que el concepto lo tiene en una concepcién de objeto, el
cual significa que ha logrado aprender el concepto y lo
manipula en diferentes contextos.

Para crear la descomposicién genética debemos
partir de la definicién a la que queremos llevar al
estudiante. Una vez que conocemos la definicién la
descomponemos en los minimos detalles y trazamos el
camino por los cuales el estudiante debe dirigirse para
logar unas estructuras mentales coherentes que le permitan
asimilar el contenido y la concepcién del concepto
trabajado. En nuestro caso la definicién a la que queremos
llegar es la siguiente:

—P P

Q| P

—| |||
—| Q| =00

\%
0
I
I
I

— | O|O|0|>

—|o|o|=|T

I
]
0
0

Donde el estudiante no solo debe ser capaz de resolver las
tablas de verdad que se le asignen, sino que sea capaz de

utilizar las leyes de implicacién, asociativa, distributiva, De
Morgan, idempotencia, doble negacién, etc.

Para que el estudiante pueda llegar a la concepcién de
objeto de este concepto se propone pasar por los siguientes
niveles:

PRE-ACCION

Para poder comenzar con la construccién genética es
importante que el estudiante posea ciertos conceptos
previos, a los que denomino pre-accién, como menciona
Piaget el aprendizaje es una reestructuracién de conceptos
que ya tiene el alumno (Piaget y Garcia, 2004), entonces
para poder generar el concepto de tabla de verdad es de
suma importancia que se conozcan y manejen ciertos
conceptos previos.

Para el caso de las tablas de verdad es fundamental
que el estudiante posea la nocién de proposicién desde el
punto de vista de la sintaxis, referente a la composicién y
estructura de éstas. Para ello se utiliza una lluvia de ideas
o un discurso por parte del profesor indicando que es una
proposicién, preferentemente de forma vaga donde se
indique que es una frase que se puede afirmar o negar. La
idea es que el estudiante recuerde las proposiciones y
pueda utilizarlas a partir de aqui.



En caso que los estudiantes no hayan trabajado con légica
matemdtica, que no recuerden nada de cursos anteriores o
que no posean el concepto de proposicién se sugiere que
el profesor se enfoque primero en este concepto hasta que
los alumnos lo manejen adecuadamente, como recordamos
la base para comprender un buen concepto es tener buenas
bases de conocimientos previos. Para que el alumno pueda
comprender fécilmente el concepto de proposicién se
recomienda comenzar con el concepto de término, donde
un término es una palabra o un grupo de palabras que se
utilizan para hacer referencia a uno o varios objetos. Si nos
referimos a un solo objeto decimos que es un término
singular y si lo usamos para referirnos a todos los elementos
de una clase se conoce como término general. Con ayuda
de un par de ejemplos es sencillo que el estudiante pueda
concebir el concepto de término. Ayuda mucho cuando es
el propio estudiante el que alimenta la clase con mds
ejemplos, por un lado, para que los compaferos
encuentren mds opciones de ejemplos y por ofro para que
el profesor corrobore si el concepto quedo bien aprendido.
Una vez que se entiende lo que es el término se puede
proceder de forma andloga a la proposicién, donde el
término funciona como sujeto en una oracién y necesita un
predicado para poder asignarle un valor de afirmacién o
negacién. Se recomienda utilizar apuntes creados por el

profesor de las nociones principales para que el alumno
pueda repasar y seguir estudiando en casa.

Ya que el estudiante puede manejar el concepto de
proposicién se pasa a un siguiente nivel donde trabajara
las proposiciones, el nivel de accién.

ACCION

El alumno posee una concepcién de accién cuando puede
manipular de forma fisica los objetos con los que estd
trabajando.

Para que el alumno construya una concepcién de
accién de las tablas de verdad es necesario que manipule
diferentes proposiciones y comience a trabajar con ellas.
La manipulacién al principio tiene que ser fisica, esto es
utilizando un modelo que le ayude a trabajar més
facilmente. Ahora que el alumno entiende la proposicién el
siguiente paso es que pueda encontrar una forma para
representar sus proposiciones. La idea es que el alumno
logre encontrar que el modelo mds sencillo a trabajar es
con las tablas de verdad, pero si no logra llegar a esta idea
es necesario que el profesor le indique cual es el modelo
apropiado.

Ya que la tabla de verdad es una representacién
matemdtica podemos utilizarla como medio fisico para que
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el alumno manipule sus proposiciones. Los modelos a los
que el estudiante debe de llegar, o en su defecto el profesor
debe mostrarle son los siguientes:

Negacién:
P [P
V| F
F |V
Disyuncién:
P Q PVvQ
v v v
v F v
F v v
F F F
Conjuncién:
P Q PAQ
v v v
4 F F
F v F
F F F
Implicacién:
P Q P-Q
v v v
v F F

‘n
<
<

|

Doble implicacién:

P | Q| Pog
v v v
v | F F
Fl v F
FF v

El alumno poseerd la concepcién de accidén cuando sea
capaz de representar sus dos proposiciones en forma de
valores de verdad y a los cuales les pueda aplicar un
conectivo légico. Aqui Unicamente utiliza los valores de
verdad y los manipula para encontrar algunos valores, pero
no razona del por que ese resultado. El siguiente paso en
el proceso de descomposicién genética es hacer que el
alumno interiorice el concepto.

INTERIORIZACION

La interiorizacién consiste en construir una estructura mental
que realice el mismo trabajo que la accién externa, los
alumnos logran interiorizar un concepto cuando lo repiten
y reflexionan sobre éste.



Aqui se propone a que el alumno realice un andlisis
sobre la concepcién de las tablas de verdad, para llegar a
esta reflexién es necesario que el estudiante utilice un
ejemplo creado por él y encuentre a partir de los valores
de sus proposiciones los resultados obtenidos en las tablas
de verdad, un ejemplo puede ser el siguiente:
Basdndonos en la pregunta “3qué se necesita para pasar
el curso?”, las opciones a trabajar pueden ser las
siguientes: pasar el examen y realizar las tareas, donde las
proposiciones pueden tener los siguientes valores:

Se acredité el examen:  Si
No

Se realizaron las tareas:  Si
No

Como en la respuesta se estd utilizando un conectivo “y”
nos indica que Unicamente se puede acreditar el curso
cuando se acredita el examen y cuando se realizaron las
tareas, queddndonos un modelo de tabla de verdad como
el siguiente:

Se acredité el Se realizaron las | Se acredité el
examen fareas Curso
S S S
S NO NO
NO Si NO
NO NO NO

Se puede utilizar el mismo método para generar las tres
tablas faltantes, donde es el alumno el que genera, por
razonamiento, las tablas de verdad. Al repetir el proceso
con ofros ejemplos, ya sea del profesor o de sus
compaferos, podrd llegar a una mejor comprensién. Una
vez que entiende el origen de las tablas de verdad significa
que interiorizé el concepto para llegar al siguiente nivel.

PROCESO

Se dice que un estudiante tiene la concepcién de proceso
cuando es capaz de reflexionar sobre el concepto, sin
realizar acciones especificas sobre él. Se puede llegar a la
concepcién de proceso por dos abstracciones ya sea por
interiorizacién o por coordinacién.

En nuestra descomposiciéon genética llegamos a la
concepcién de objeto por medio de la interiorizacién. Aqui
el estudiante es capaz de reflexionar cuando se le
presentan proposiciones aleatorias y es posible que pueda
encontrar valores de verdad cuando asocia mds de dos
proposiciones.

Ademds de poder reflexionar sobre los valores de
verdad de las proposiciones también el estudiante ha ido
familiarizandose con la simbologia que se utiliza en
matemdticas y que es necesaria para el entendimiento de
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la 16gica. Algunos de los simbolos que el estudiante ha ido
trabajando en las proposiciones o en la formacién de las
representaciones por tablas de verdad son los siguientes:

Simbolo Significado

= Implica

o Si'y solo si

c Pertenece, es un elemento de:
c Subconjunto de:

1) Conjunto vacio

v Para todo

3 Existe

Ya el estudiante en esta etapa del aprendizaje es capaz de
reflexionar, argumentar y resolver diferentes tablas de
verdad para mds de dos valores de verdad, ademds de que
entiende el origen de los valores que se le asignaron a los
conectivos l6gicos. Ya el proceso puede enfocarse en la
siguiente abstraccién.

COORDINACION

la coordinacién permite establecer relaciones entre los
procesos para determinar nuevos procesos.

Para esta etapa es conveniente que varios de los ejercicios
propuestos por el profesor lleven a una tautologia, esto es

para que el alumno pueda seguir reflexionando y conozca
este nuevo concepto. Una vez que maneja y puede
encontrar el resultado de verdad que lo lleve a tautologias
se pueden establecer diferentes relaciones en sus procesos
para llegar a las leyes.

Como la teoria APOE es una teoria constructivista se busca
que sea el estudiante el que forma sus conceptos, el que
crea sus conocimientos, es por ello que en lugar de darle la
ley explicita al estudiante y el demuestre su veracidad,
procederemos a que a partir de algunos ejemplos el
estudiante pueda encontrar la ley aplicada.

Como el estudiante ya obtuvo la abstraccién de las
propiedades de la conjuncién en las tablas de verdad
podemos desarrollar el siguiente ejercicio:

Realiza los siguientes ejercicios:
l.-

A[B|Cl(AAB)AC

A[B[CTAANBAOD

3.- Encuentra tres proposiciones que cumplan con las
condiciones de las tablas de verdad pasadas.



Una vez que llegue al resultado de ambos ejercicios se
espera que pueda reflexionar sobre el resultado y encuentre
la ley por si mismo, generalizando los resultados y
encontrando que es verdad la ley propuesta. Aqui
trabajamos con otro aspecto de importancia que es la
demostracién, una vez que verifica que los modelos de las
tablas de verdad funcionan para cualquier proposicién y
comprueba que la ley se cumple para todos los casos a
partir de sus modelos y representaciones en tablas de
verdad estd comenzando a demostrar y argumentar sus
ideas, también es un propédsito que se tiene en el curso
propedéutico que el estudiante comience a demostrar
pequefias leyes o teoremas para una vez que tome el curso
de cdlculo se le facilite demostrar y entender las
demostraciones.

Las demds leyes se pueden trabajar de la misma
manera, como el tiempo es corto en un curso propedéutico
se propone que se divida el grupo en equipos y cada
equipo deduzca una ley diferente para después generalizar
sus ideas al grupo. Se aconseja que de ejercicio para el
estudiante por su cuenta termine de construir las leyes
restantes.

Ya que el estudiante es capaz de coordinar el concepto se
dice que lo paso al siguiente nivel, objeto.

GENERALIZACION

Cuando el alumno consigue pensar en nuevos conceptos
usando caracteristicas o propiedades del concepto
aprendido se dice que utilizé la abstracciéon de
generalizacién.

Para poder llegar a esta abstraccién se proponen trabajar
con analogias que puedan servir de enlace del concepto
con ofros conceptos que compartan sus propiedades. Un
ejemplo en el caso de las leyes puede ser que identifiquen
que en teoria de nimeros y en algebra se cumplen algunas
propiedades como la legislativa, doble negacién,
asociativa, efc.

OBJETO

Cuando el estudiante piensa en el proceso como un todo y
es capaz de realizar y construir transformaciones sobre esa
totalidad se dice que tiene el concepto en la concepcién de
obijeto.

Se han ido trabajando paralelamente los esquemas
de resolucién e interpretacién para que el alumno
comprenda que es importante vincular la parte de
identificar el problema con la parte de resolucién. De nada
sirve que un estudiante pueda interpretar un problema y
plantearlo por medio de proposiciones si no puede
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resolverlo por tablas de verdad, asi mismo, de nada sirve
que conozca los métodos de resolucién de tablas de verdad
si no es capaz de identificar un problema para resolverlo
asi.

El alumno en esta etapa ya tiene una concepcién de
objeto de la tabla de verdad, tanto de identificacién como
de resolucién, ha reflexionado sobre la deduccién de las
tablas de verdad para los conectivos légicos, ha abstraido
sus propiedades y usado para poder llegar a deducir las
leyes generales y pudo identificar diferentes ejemplos en
este proceso. Ahora lo que prosigue es que el proceso que
ha construido pueda visualizarlo como un todo para
transformar ese proceso en uno mds general. Para esto se
intenta utilizar ejercicios descontextualizados en los cuales
necesiten primeramente su identificacién y después el
proceso de resolucién para poder resolver el ejercicio, un
ejemplo seria el siguiente: se propone realizar la misma
pregunta con la que se inicié la parte de l6gica matemdtica
que es la siguiente:

1.- 5Qué se necesita para pasar el curso? Justifique
sus respuestas.

Esto es por dos razones, se espera por un lado que el
estudiante sea capaz de poder resolver el ejercicio

utilizando los conocimientos que ya record o aprendid, y
por ofro lado para que el mismo estudiante compruebe que
ha mejorado su aprendizaje. Esto lo lleva al siguiente nivel
de abstraccién.

ENCAPSULACION

Este proceso se define como la conversién de una estructura
dindmica, en este caso el proceso, en una estructura
estdtica, que vendria siendo un objeto, que se genera
cuando el individuo debe transformar el objeto para
resolver una situacién.

Para poder llevar al estudiante a este nivel de
abstraccién se propone que se continle con ejercicios de
manera descontextualizada como en el caso de la pregunta
a-diddctica. Esto es para que comience a utilizar los
procesos de identificacién y resolucién de manera natural,
y gracias a los ejercicios sea capaz de interpretar y resolver
cualquier problema. Un ejemplo es el siguiente:

Si tenemos un tablero de ajedrez, en el cual le
quitamos la dltima celda de la primera columna y la
primera celda de la dltima columna, ses posible
cubrir el tablero con 31 fichas de dominé?,
pensando que cada ficha de domino cubre dos
cuadros del tablero de ajedrez



Como se nota el ejercicio no tiene que ver en primera
instancia con légica, sin embargo, se puede interpretar que
cada ficha de dominé cubre dos celdas de tablero de
ajedrez, entonces cada ficha cubre una celda negra y una
celda blanca, ya que éstas van sincronizadas, una si, una
no. Si nos fijamos en las instrucciones las celdas que
quitamos corresponden a dos celdas del mismo color, y
como tenemos 31 fichas para cubrir el tablero necesitamos
31 celdas negras y 31 celdas blancas. Aqui es donde
utilizamos la légica, dentro del conectivo de las celdas
totales que necesitamos para cubrir el tablero. Como nos
quitamos dos celdas del mismo color entonces se entiende
que no podemos cubrir el tablero con las fichas de dominé
asignadas.

Como se observa el estudiante debe ser capaz de
identificar el tipo de problema y poder resolverlo. Con
ejercicios de este tipo lo que hacemos es que el estudiante
pueda interiorizar sus procesos para poder utilizarlos como
un objeto.

DESENCAPSULACION
Este nivel de abstraccién consiste en regresar sobre el
proceso que determiné un obijeto.

Para que el alumno pueda resolver ejercicios con los
conceptos en el nivel de proceso no solo debe manejarlos
como objetos, sino que debe realizar el proceso inverso,
esto se refiere a que necesita conocer el procedimiento que
utilizé para generar su proceso en objeto y poder regresar
para que el objeto se convierta de nuevo en proceso y
pueda utilizar los procedimientos para resolver ejercicios.

En el caso del ejercicio pasado se necesita que el
alumno pueda identificar el problema como uno de lgica
y después pueda resolverlo, para esto es necesario que su
concepcién de objeto de resolucién regrese a una
concepcién de progreso para que pueda resolver el
ejercicio como los diferentes ejemplos que resolvié cuando
estaba en este nivel de concepcién.

Esta abstraccién es fundamental ya que es el puente que
necesita el alumno para poder reflexionar sobre el
problema que estd trabajando.

ESQUEMA

El esquema es el conjunto de los procesos, objetos y
acciones que desarrollo el estudiante para comprender un
concepto.

En la propuesta se trabajaron dos esquemas de manera
paralela, por un lado, la identificacién de los problemas y
por el ofro la resolucién, aunque se trabajaron
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prdcticamente juntos se denominan como dos esquemas
diferentes por los niveles de abstraccién que manejaron, es
importante que el profesor, aunque trabaje los esquemas en
paralelo, no pierda cada uno de los procesos trabajados,
que identifique cada esquema y como se debe ir creando.

Con estos dos esquemas dentro de la estructura
mental del alumno como base se pueden ir generando més
esquemas dentro de la formacién del estudiante. Aunque se
trabajan con construcciones mentales diferentes como son
los esquemas, se pueden crear en un mismo ejercicio,
siempre y cuando el profesor sea consciente de las
abstracciones que estdn realizando los estudiantes y el
camino que necesitan seguir para construir el concepto.

CONCLUSIONES

El trabajo que se presentd es un primer avance en la
formacién de un curso propedéutico bajo la teoria APOE.
En el cual se describe una forma para analizar los
conocimientos que tienen los estudiantes sobre la légica
matemdtica y una descomposicién genética para construir
los conceptos esperados. Todo basado en una pregunta
descontextualizada, a-didéctica, que le permite al profesor
ganarse el interés del alumno.

En una primera parte del trabajo se mostré un
andlisis sobre la pregunta a-diddctica y como, si el alumno
puede responder el ejercicio correctamente, demuestra
gran conocimiento del concepto de tablas de verdad. Se
describen los dos esquemas que necesita el estudiante para
responder adecuadamente, por un lado, el esquema de
resolucién y por otro el de interpretacién. Ademds, se
muestran las estructuras mentales que necesita el alumno
para comprobar ambos esquemas.

En  una segunda parte se redliza una
descomposicién genética del concepto de tablas de
verdad, en el cual se muestran tanto las estructuras mentales
como las abstracciones reflexivas que necesita ir
trabajando el alumno para una correcta construccién del
concepto. En esta etapa se define que es cada una de las
construcciones y reflexiones y después se describe cémo se
trabajé la propuesta a partir de esta definicién, con algunos
ejemplos que facilitan su comprensién, trabajando
paralelamente tanto el esquema de resolucién como el de
interpretacion.

También se hace referencia a trabajar con
modelacién y demostracién, esto es por dos razones de
total interés para el autor, primeramente, por ser dos
aspectos que poco se trabajan en las aulas de ingenieria y



que es importante que el alumno conozca desde niveles
iniciales de su formacién y por otro por ser concepciones
que necesitan de un manejo del conocimiento muy
avanzado, en cual desde la teoria APOE, muestra una
concepcidén de objeto del concepto trabajado. Asi es que
se trabaja con modelacién y demostracién dentro de las
abstracciones reflexivas para ir creando las diferentes
estructuras mentales, el modelar y el demostrar nos ayudan
a que el estudiante abstraiga ciertas propiedades que son
necesarias para comprender de manera correcta el
concepfto.

Esta es una primera etapa del curso propedéutico, el
siguiente paso es crear descomposiciones genéticas para
los conceptos de teoria de conjuntos, ecuaciones e
igualdades, inecuaciones y desigualdades y trigonometria,
conceptos que son fundamentales para poder crear un
aprendizaje en el alumno dentro de materias como andlisis
diferencial.

REFERENCIAS

Alvarado A. y Gonzdlez M. T., (2013), Generacién interactiva del
conocimiento para iniciarse en el manejo de implicaciones légicas,
Revista Latinoamericana de matemdtica educativa, 16(1), 37 - 63.

Aravena M., Caamaiio C. y Giménez J., (2008), Modelos matemdticos
a través de proyectos, Revista latinoamericana de matemdtica
educativa, 11(1), 49 - 92.

Arrieta J. y Diaz L., (2015), Una perspectiva de la modelacién desde
la socioepistemologia, Revista latinoamericana de matemdtica

educativa, 18(1), 19 - 48.

Ausubel, D.P., Novak, J.D. y Hanesian, H. (1983). Psicologia
Educativa. Un punto de vista cognoscitivo. México: Trillas

Barbosa K. (2003), La ensefianza de inecuaciones desde el punto de
vista de la teoria APOE, Revista latinoamericana de matemdtica
educativa 6(3), 199 -219.

Canas Gutiérrez, A. M. (2010). Aprendemos Matemdticas. Innovacién
y experiencias educativas.

Carraher T., Carraher D. y Schliemann A. (1991), En la escuela diez
en la vida cero, Siglo veintiuno editores, séptima edicién,

Crespo C. y Farfdn R. M. (2005), Una visién socioepistemolégica de
las argumentaciones en el aula. El caso de las demostraciones por
reduccion al absurdo, Revista latinoamericana de matemdética

educativa, 8(3), 287 -317.

Crespo C., Farfan R. M. y lezama J., (2010), Argumentaciones y
demostraciones: una visién de la influencia de los escenarios
socioculturales, Revista latinoamericana de matemdtica educativa,

13(3), 283 - 306.

Farféan R. M., (1997), La investigacién en matemdtica educativa en la
reunién Centroamericana y del Caribe referida al nivel superior, Revista
latinoamericana de matemdtica educativa, 1(0), 6 - 26.

Ferreira A. V. y Burak D. Modelagem Matemdtica: Uma alternativa de
ensino aprendizagem da matemdtica,

135



Pédi: Revista de proyectos y textos académicos en Didéctica de las Ciencias y la Ingenieria. Afio 1. Nom. 001, abril de 2017, ISSN en tramite.

Larios V. y Gonzdlez N., (2010), Aspectos que influyen en la
construccién de la demostracién en ambientes de geometria dindmica,
Revista latinoamericana de matemdtica educativa, 13(4), 147 - 160.

Piaget, J. y Garcia, R. (2004). Psicogénesis e historia de la ciencia.
México: Siglo XXI Editores.

Meel, D. E. (2003). Modelos y teorias de la comprensién matemdtica:
comparacién de los modelos de Pirie y Kieren sobre el crecimiento de
la comprensién matemdtica y la teoria APOE. Educacién Matemdtica,
221-278.

Noriega J. A. (2015), Importancia y propuesta de un curso
propedéutico para estudiantes de nuevo ingreso en ingenieria, Noveno
coloquio de posgrado, Facultad de Ingenieria, Universidad Auténoma
de Querétaro, 2015.

Rodriguez R., (2010), Aprendizaje y ensefianza de la modelacién: el
caso de las ecuaciones diferenciales, Revista latinoamericana en
matemdtica educativa, 13(4), 191 -210.

Solow D. (1993), Como entender y hacer demostraciones en
matemdticas, Limusa Noriega Editores, México. Primera edicidn,
tercera impresion.

Stewart lan, (2001), El laberinto Mdgico, Editorial Critica
Trigueros, M. (2005). La nocién de esquema en la investigacién en
matemdtica educativa a nivel superior. Educacién Matemdtica, 5-31.



Edén Ayri Miramontes Herndndez
FACULTAD DE INGENIERIA, UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARO, MEXICO
e.miramontesO@gmail.com

Padi: Revista de proyectos y textos académicos en Didéctica de las Ciencias y la Ingenieria. Afio 1. Ném. 001, abril de 2017, ISSN en trdmite.




Pédi: Revista de proyectos y textos académicos en Didéctica de las Ciencias y la Ingenieria. Afio 1. Nom. 001, abril de 2017, ISSN en tramite.

138

RESUMEN

El presente articulo expone los beneficios de la prdctica sistemdtica del ajedrez, y a

su vez menciona cémo este juego-ciencia puede ser una herramienta accionadora

y potencializadora de las habilidades cognitivas necesarias para el estudio de la
matemdtica. Asimismo, se menciona el desarrollo cognitivo definido por Piaget, Se hace
una recopilacién de las habilidades cognitivas necesarias para el estudio de la matemdtica
y finalmente se muestra cémo se vinculan la matemética y el ajedrez.

Palabras clave: Ajedrez, matemdticas, habilidades cognitivas.

ABSTRACT

This paper presents the benefits of the systematic training of chess, also shows how
practicing this science-game could be a triggered tool of the cognitive skills needed to
study mathematics, also retrieves the cognitive development described by Piaget, likewise
the cognitive skills needed to study mathematics are retrieved, and finally, this paper shows
how the chess and mathematics are bounded.

Key words: chess, mathematics, cognitive skills.



LOS BENEFICIOS DEL AJEDREZ, INVESTIGACIONES
PREVIAS

Uno de los principales problemas en la ensefanza de la
matemdtica son las dificultades cognitivas mostradas por
los alumnos, éstas pueden ser de diferente indole, pero se
pueden generalizar de la siguiente manera:

Capacidad de abstraccién limitada.

Falta de memoria.

Falta de concentracién.

Limitaciones del cdlculo mental.

Dificultades al intentar crear una heuristica para
resolver un problema.

Para atacar esta problemdtica, existen  diversas
investigaciones y experiencias, tanto en el dmbito deportivo
como en el educativo, que se enfocan en el ajedrez, la
mayoria de ellos estudian el efecto de éste en el intelecto
humano (Charness, 1998; Charness, Tuffiash & Krampe,
2005).

Uno de los primeros estudios que analizaron el efecto del
mencionado juego-ciencia, fue realizado en 1925, por los
investigadores rusos Djakow, Petrowski y Rudik (1927),
éstos investigaron a los grandes maestros del ajedrez que
participaron en el torneo de Moscd de 1925, para
determinar cudles eran los factores fundamentales del
talento ajedrecistico. Entre otros aspectos, concluyeron que
es necesaria una memoria excepcional, habilidad

combinatoria, capacidad de concentracién y el
pensamiento légico, y que el ajedrez requiere no sélo de
esas caracteristicas para practicarlo, sino que también las
desarrolla y ejercita. Los investigadores concluyeron que el
ajedrez es un excelente ejercitador de la memoria.

Dicho estudio llevé a conclusiones que eran de esperarse,
debido a la naturaleza del ajedrez y de las estructuras
mentales necesarias para practicarlo, se decidié que era
una buena opcién masificar la prdctica del ajedrez en la
Unién Soviética, con el siguiente comunicado que cita
Garcia (2013, pag. 137):

“El ajedrez estimula, desarrolla y disciplina la
inteligencia; no hay ofro juego tan cercano a la
l6gica pura y a la deduccién propias del
pensamiento moderno. Sélo eso ya otorga un valor
educativo muy grande al ajedrez, pero no es todo:
también es una lucha que requiere un gran esfuerzo
de voluntad. El nimero elevado de combinaciones
desarrolla la reflexién ordenada y la prudencia.
Cada experiencia sirve para aprender y mejorar la
capacidad de cdlculo. Todas estas cualidades
reunidas nos proporcionan un perfil ideal, tanto
desde el punto de vista psicolégico como
intelectual.”

A las investigaciones referidas a las ciencias cognitivas se
les ha seguido dando gran importancia; centenares de
investigadores en los campos de Psicologia, Biologia,
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Fisiologia, Neurociencia e Inteligencia Artificial han
estudiado las implicaciones entre cerebro, mente y cuerpo
en un intento de avanzar en la comprensién de cémo el ser

humano piensa, aprende y desarrolla sus capacidades
(Garcia, 2001).

Dentro de los trabajos de estas ciencias estdn los referentes
al juego del ajedrez y su relacién con el aprendizaje y
desarrollo de “estructuras |6gico-matemdticas” (Piaget,
1978), asi como con las habilidades cognitivas tales como
la atencién, la concentracién, el célculo, el andlisis, el
control de los impulsos, el razonamiento légico, la
creatividad, la memoria, la organizacién, la imaginacién,
la lectura, entre ofras (Blanco 1996), todas ellas esenciales
para la aprehensién de conceptos matemdticos y la
resolucién de problemas de la misma naturaleza.

Kovacic (2012) menciona que dichas investigaciones en
general llegaron a la conclusién de que el ajedrez requiere
de un manejo adecuado de la habilidad para expresar de
forma razonada contestaciones, conclusiones y soluciones
a diversos problemas, con lo cual se fomentaria el
desarrollo de las capacidades de discriminacién, andlisis,
sintesis y de orientacién espacio temporal.

La prdctica sistemdtica de este juego no sélo es beneficio
para el intelecto humano, sino que también proporciona
técnicas para plantear heuristicas para la resolucién de

problemas y como lo menciona (MECD, 2014, p. 19,386).
En la resolucién de un problema de matemética se

requieren y ponen en préctica muchas capacidades
bdsicas como leer, reflexionar, planear la heuristica,
modificar el plan si es necesario, comprobar la solucién y
la comunicacién de los resultados, dichas capacidades se
ejercitan al practicar el mencionado juego.

Asimismo, la prdctica del ajedrez estimula las zonas
cognitivas en la mente humana de una manera significativa,
este hecho otorga un valor educativo importante al ajedrez.
“La influencia del ajedrez tanto a nivel cognitivo (atencién,
memoria, concentracidn, percepcién, razonamiento légico,
orientacién espacial, creatividad, imaginacién...) como a
nivel personal (responsabilidad, control, tenacidad,
andlisis, planificacién, autonomia, discusién, control,
tenacidad...) avala su importancia en los sistemas
educativos de muchos paises del mundo” (Gairin y
Ferndndez, 2010). Mientras que (Martinez-Artero, 2015)
cita: “(Maz-machado & Jiménez-Fanjul, 2012) indican que
algunos de los componentes de la préctica del ajedrez son
la concentracién y el desarrollo de estrategias para la
resolucién de problemas y del pensamiento égico, todos
ellos necesarios para las matemdticas.”

Por lo mencionado anteriormente se reconoce un gran
potencial pedagégico en la préctica de este juego-ciencia
y se vislumbra la posibilidad de utilizarlo como herramienta
en el proceso del aprendizaje; ya que a través de su
practica habitual se desarrollarian ciertas funciones
cerebrales que contribuirian a facilitar el aprovechamiento
y adquisicién de aprendizaje de algunas asignaturas



escolares, “con lo cual se observarian mejorias notables en
el rendimiento escolar de los alumnos que practican ajedrez
de manera sistemdtica”, (Kovacic, 2012).

Las investigaciones antes expuestas apuestan por la
prdctica del ajedrez de manera sistemdtica, ya que cuando
un jugador realiza un movimiento, éste va precedido de un
proceso reflexivo, que se utiliza para la eleccién de la
jugada (Charness, 1976). Y este tipo de pensamiento
reflexivo es esencial para el proceso de aprendizaje de la
matemdtica.

EL DESARROLLO DE LOS PROCESOS COGNITIVOS

Lo idea central de la epistemologia genética de Piaget
(1977), gira en torno a que el conocimiento procede de la
accién ejercida por el sujeto sobre los objetos, es decir, de
la interaccién con estos. Piaget (1977) postula que esta
interaccién siempre estd presente propiciando nuevos
aprendizajes.

El autor también menciona que el conocimiento es una
construccién  continua 'y que cada individuo estd
ininterrumpidamente creando su propio conocimiento.
Asimismo postula que el conocimiento no estd preformado
ni en los objetos ni en el sujeto, sino que se crea de la
interaccién entre ellos. Esto conlleva a que constantemente
se esté organizando lo que sabemos, es decir, a una
permanente construccion y reconstruccién.

Para los empiristas, el conocimiento es una copia de los
objetos, pero para el autor de la teoria de la Epistemologia
Genética, el conocimiento nunca es una copia, sino es una
asimilacién o una interpretacién, es una integracién del
objeto a la estructura interior del sujeto. Por ello, el
conocimiento nunca es directamente moldeado por los
objetos observados, siempre es una interpretacién o una
asimilacién de acuerdo con las estructuras internas
previamente formadas.

A partir de lo anterior, Piaget (1977) indica que la
matemdtica es construida por la accién del sujeto a partir
de la coordinacién y de la légica con que interactia hacia
los objetos; esto es que se construye a partir de cémo
interpreta la realidad, es decir, de los conocimientos
previos.

Asimismo el autor alude a las estructuras operacionales, y
las define como sistemas de transformaciones ejecutadas
por el sujeto que pueden ser coordinadas entre si;
menciona que hay una forma internalizada de acciones
coordinadas en un sistema légico cerrado, por ejemplo la
clasificacién y la seriacién.

De acuerdo a lo anterior, una estructura es algo que el nifio
sabe hacer, y si bien el nifio no tiene una idea propia sobre
la estructura como tal, si ejecuta sus acciones sobre lo que
debe hacer de forma bien coordinada; esto le permite

141



Pédi: Revista de proyectos y textos académicos en Didéctica de las Ciencias y la Ingenieria. Afio 1. Nom. 001, abril de 2017, ISSN en tramite.

deducir algunas consecuencias durante el proceso. Asi, el
pensamiento del nifio estd formado por una serie de
habilidades coordinadas que pone en préctica, aun
cuando en su mente no haya una idea abstracta sobre
dicha estructura.

Este epistemdlogo establecié ademés cuatro estadios por
los cuales pasa el desarrollo cognitivo de la mente humana,
(sensorio-motor, pre-operacional, etapa de las operaciones
concretas, etapa de las operaciones formales), y para
Piaget cada nuevo estadio comienza por una
reorganizacién, a otro nivel, de las principales
adquisiciones logradas en las precedentes. El estudio de
estos es de gran importancia para comprender los procesos
cognitivos involucrados en el aprendizaje.

lo anterior sirve para sustentar que bajo ciertas
condiciones, la prdéctica sistemdtica de ajedrez puede
ayudar a "escalar" estadios con mayor rapidez, es decir,
se podria pasar de la etapa de las operaciones concretas
a la etapa de las operaciones formales con mayor
facilidad. También otorgaria beneficios al individuo una
vez alcanzada la cuarta etapa, ya que la prdctica
sistemdtica del mencionado juego potencializa la
capacidad de razonamiento légico deductivo e inductivo,
capacidades propias de este estadio.

LAS HABILIDADES COGNITIVAS EN LA
MATEMATICA

Si se habla de accionar y ejercitar las habilidades
cognitivas necesarias para la matemdtica, es preciso
determinarlas.

Hernédndez, Delgado & Ferndndez (2001) consideraron las
habilidades que se presentan con frecuencia en el estudio
de la matemdtica y procuraron generalizar éstas tanto
como les fue posible. Siendo imprescindibles para el
estudio y formacién matemdtica, las clasificaron de la
siguiente manera:

Interpretacion:

“...atribuir significado a las expresiones matemdticas de
modo que estas adquieran sentido en funcién del propio
objeto matemdtico o en funcién del fendmeno o
problemdtica real de que se trate. Permite adaptar a un
marco matemético el lenguaje de las otras disciplinas de
estudio, para luego traducirlo de nuevo al lenguaje del
usuario...” (Malva, Rogiano, Rolddn & Banchik 2008,
pag, 38). La habilidad de la interpretacién matemética
tiene relacién con lo que el nifio conoce previamente vy el
uso de lenguajes a su alcance. Asi el nifio puede interiorizar
el objeto matemdtico, comprenderlo y ser capaz de
explicarlo con sus propios recursos.



Identificacion:

“Distinguir el objeto matemético de estudio matemdtico por
sus propiedades, caracteristicas o rasgos esenciales. Es
determinar si el objeto pertenece a una determinada clase
de objetos que presentan las mismas caracteristicas
distintivas. Su formacién complementa al sujeto con un
recurso tedrico insustituible para la toma de decisiones y la
resolucién de problemas. Contribuye a la formacién de un
pensamiento matemdtico riguroso, reflexivo y profundo. En
la formacién de esta habilidad es imprescindible la
concepcién sistemdtica de una ejercitacién variada donde
estén presentes ejercicios de corte tedrico donde se utilicen
las definiciones, asi como el trabajo con otras condiciones
necesarias y/o suficientes.” (Malva, et al 2008, pag 39).

Al redefinir al objeto en estudio por sus propiedades se esté
poniendo en prdctica la habilidad de la clasificacién y la
discriminacién indispensables para la toma de decisiones y
la comprensién y resolucién de problemas. Esto contribuye
a que se forme el pensamiento abstracto y reflexivo. Tiene
gran importancia la capacidad de estructurar definiciones
y resolver ejercicios de razonamiento.

Recodificar:

“Transferir la informacién de un mismo objeto de un
lenguaje matemdtico a otro. Es expresar el mismo tipo de
objeto a través de formas diferentes, permite la flexibilidad
del pensamiento en la resolucién de problemas y abordarlo
desde ofra perspectiva. Esta habilidad distingue

perfectamente al experto del novato. El experto no sélo es
capaz de ver analogias y formas que permiten la
transformacién donde otros estén desorientados, sino que
se persuade primero de que exista un teorema que justifique
tal accién y la validez de la interpretacién que se pueda
dar al resultado hallado. La habilidad de recodificar posee
en su sistema operatorio la accién transformar y esta esté
bdsicamente ligada al concepto de funcién” (Malva, et al
2008, pag 39). El pensamiento flexible, creativo es una
habilidad indispensable en la bisqueda de soluciones a un
problema. Asi, no sélo es importante el resultado, sino la
bisqueda de los diversos caminos para llegar a él.

Calcular

“Su formacién debe ser analizada en virtud de automatizar
aquellos algoritmos de cdlculo que realmente sean
necesarios y que reporten desarrollo al estudiante” (Malva,
et al 2008, pag 41). Esta habilidad, que consiste en
saber resolver los algoritmos de manera aprendida debe
ser complementada con la reflexién y viceversa para
propiciar la comprensién y la resolucién de los problemas
matemdticos y de la materia en si.

Hernéndez, al (2001) plantea otras habilidades cognitivas
como son: algoritmizar, definir, demostrar, modelar,
resolver, optimizar.

Considero importante afiadir a la lista la capacidad de
discriminar, ya que ésta forma parte esencial en la
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planeacién de la heuristica para resolver un problema
determinado, ya que al interpretar y plantear el camino a
seguir para la resolucién de un problema, es importante
identificar los caminos que no nos son Utiles.

Como se ha mencionado en la primera parte, la prdctica
del ajedrez ejercita las habilidades antes mencionadas. El
ajedrecista hace uso de éstas al momento de tomar
decisiones y prever las consecuencias que tiene mover una
pieza durante la partida.

Asimismo, Garcia (2001, pag 91) define los elementos del
pensamiento de alto nivel, cldsicos en el jugador que lleva
a cabo una partida de ajedrez de nivel, estos son:

® Seleccién de estrategia y formacién de la
representacién mental de posicién a la que le
gustaria llegar en una etapa posterior del juego.

® Planificacién de pasos necesarios para ejecutar la
estrategia y llegar a obtener el estado deseado de
meta.

e los procesos de  actuacién  involucran
necesariamente la implementacién de un plan.

e Evaluacién de planes (estrategias). Supone célculo
mental minucioso y sistemdtico de resultados
probables de varios a muchos movimientos por
delante.

® Los planes deben ser constantemente actualizados
como resultado de los movimientos del adversario,

lo que implica sofisticadas inferencias y una gran
flexibilidad intelectual.

Se puede observar que los elementos del pensamiento
definidos por Garcia (2001) no sélo coincide con las
habilidades  cognitivas  mencionadas  anteriormente
(interpretacién, identificacién, recodificacién, calcular,
algoritmizar, discriminar, etc), sino que también ejercitan
estas habilidades mediante un entrenamiento sistemdético.

VINCULO ENTRE EL AJEDREZ Y LA MATEMATICA

Posiblemente el estudio més significativo que analizé la
influencia de la prdctica del ajedrez en el aprendizaje de
la matemdtica lo cita Garcia (2013, pag 139):

“El estudio mds significativo es el de la escuela
Olewig de Tréveris (en alemadn, Trier); durante
mds de cuatro afos, la mitad de los alumnos de
un curso de primaria sustituyé una hora semanal
de matemdticas por una hora de ajedrez,
mientras la otra mitad seguia recibiendo las
mismas horas de matemdticas, sin ajedrez.”

Los resultados de este estudio revelaron que al final del
curso, los nifios que practicaron ajedrez obtuvieron muchos
mejores resultados en matemdticas, a pesar de haber
tomado una hora menos de matemdticas por

semana.(Garcia, 2013, pag 139).



Ahora resulta prudente mencionar este ejemplo de cémo la
matemdtica se hace presente en el tan mencionado juego.
Continda siendo una incégnita si el creador del ajedrez
construyé los movimientos y reglas de éste tomando como
base la matemdtica.

Por ofra parte, diversas dreas de la matemdtica han
interactuado con el ajedrez, tales como la teoria de grafos,
la combinatoria e incluso el dlgebra moderna, a
continuacién se presentan dos ejemplos donde se involucra
la combinatoria en el juego de ajedrez.

En este sentido, Bondsdorff (2009) plantea el siguiente
problema:

5Cudntas partidas de series de movimientos de minima
extensién terminan en mate por el movimiento del alfil del
flanco de dama blanca? Sélo mueven las blancas.

Solucién:

Sea la partida 1.d4, 2.Af4, 3.Dd3, 4.Dc4, 5.Axc7,
6.Axd8, 7.Dxc8, 8.Aa5++, (igualmente 8.Abb++, o
Ac7++) . Como el séptimo movimiento ha de ser
forzosamente Dxc8 y el octavo ocasiona el mate,
calcularemos primero de cudntas maneras son realizables
los seis primeros movimientos. Para este fin nos valdremos
del siguiente planteamiento que indica el nimero de
posibilidades:

e 1.d3,y2.Dd2 =1,

! Notacién algebraica utilizada en las partidas de ajedrez.

o 1.d3,y2.Af4 =6,

o 1.d4,y2.Dd2 =1,
o 1.d4,y2Af4 =18,
o 1.d4,yDd3 =8.

La suma de las posibilidades parciales se deben multiplicar
por 3, porque esta cifra representa el nimero de
movimiento con que se puede dar mate: a saber; 8. Aa5++,
8. Agb++ y 8. Ac7++. El nimero de partidas serd, 3 x 34
= 102.

El mismo Bondsdorff (2009) ofrece este otro problema:

5Cudntas partidas terminan brevemente en mate por series
de movimientos exclusivamente de peones o de caballos?
Sélo mueven las blancas.

Primer caso:
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Estas adelantan los peones e y g hasta la sexta horizontal;
Luego dan mate con exf++, o con 7 gxf7++. El nimero de

partidas es:
6!

3!x 3!

x 2 =140.

Sequndo caso:

Sea, por ejemplo, la partida 1.Cf3, Cd4, Ccé, 4Cxd8,
5Ceb, 6Ccs, 7. Cd5, y 8.Cxc7++. Al caballo del flanco de
dama le bastan 3 recorridos para alcanzar el puntos ¢7,
mientras el del rey tiene que hacer 6 recorridos de 4
movimientos cada uno para llegar ad8, de donde puede
ocupar a casillas diferentes, lo cual no impide que el otro
caballo realice igualmente mate desde c¢7. Por lo tanto se
tiene:

71

T x3x6x3=1134.

Los problemas anteriores son ejemplos de cémo el ejercicio
del juego de ajedrez estimula el pensamiento matemdtico.

CONCLUSIONES Y DISCUSION

Las dificultades cognitivas mencionadas al inicio de este
articulo nos dan un punto de partida para el uso del ajedrez
como herramienta pedagdgica, ya que la préctica de éste
no sélo acciona las habilidades cognitivas que el alumno
aun no ha desarrollado, sino que también ejercita las ya
adquiridas.

Esto no quiere decir que el uso del ajedrez sea la panacea
de la ensefanza matemética, ya que no sélo se trata de
que los alumnos implicados lo jueguen. La utilizacién de
esta herramienta (ajedrez) va mds alld, se requiere de un
entrenamiento sistemdtico que implica la ensefianza de
temas tanto estratégicos como técticos dentro del ajedrez.
Estos serdn la base del entrenamiento sistemdtico
(resoluciéon de problemas de célculo, interpretacién
posiciones especificas, andlisis de partidas de grandes
maestros del ajedrez, etc). Sélo asi se le podrd sacar
provecho de este juego como recurso pedagdgico.

Se ha hecho evidente que la prdctica del ajedrez tiene
influencia en la cognicién humana (atencién, memoria,
concentracién,  percepcién,  razonamiento  légico,
creatividad, imaginacién, andlisis, planificacién, etc), y que
no sélo es un juego, sino que también aporta miltiples
beneficios al intelecto humano.

Los resultados mencionados en el presente, vislumbran la
posibilidad de que el ajedrez pueda ocupar un lugar
dentro de las escuelas tanto piblicas como privadas, por
las tantas virtudes atribuidas a éste para la mente humana.



Esto implicaria la capacitacién de los instructores de
ajedrez, y esta inversidn, puede ser realmente beneficiosa
para los alumnos que lo practiquen y estudien. Si se
logrard introducir al ajedrez como una herramienta de
ensefianza en las escuelas en México, esto podria significar
un avance importante en la educacién matemdtica,
atacando directamente a la dificultad que lleva la
comprensién de ésta.

Asimismo, la prdctica de este deporte puede aportar
miltiples beneficios y, bajo ciertas condiciones, puede
acelerar y facilitar el <<paso>> entre los estadios definidos
por Piaget (sensorio-motor, pre-operacional, de las
operaciones concretas y las operaciones formales).

El valor educativo atribuido al ajedrez en el presente, da
pie al autor para desarrollar una propuesta diddctica
basada en un entrenamiento sistemdtico de éste. Es
importante hacer énfasis que dicha propuesta tendrd como
obijetivo el ejercicio del ajedrez de una forma estructurada
de tal manera, que se vincule con el desarrollo de las
capacidades cognitivas y el estudio de la matemdtica, para
con ello buscar una alternativa y superar los problemas a
los que actualmente se enfrenta su ensefianza.
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RESUMEN

En todas las ciencias es fundamental el papel de las mateméticas. Para cualquier persona resulta un obstdculo
el diferenciar la dependencia entre variables, sin embargo, es esencial para identificar las causas y efectos

de cualquier fenémeno. En los cursos de matemdticas convencionales no se suele ligar a otras dreas del
conocimiento con ejemplos reales por lo que los estudiantes suelen no encontrarle utilidad ni sentido a varios
de los conceptos matemdticos. Este problema se puede trabajar y mejorar con un enfoque transdisciplinario.

La propuesta que planteamos en este trabajo es una propuesta para utilizar el Laboratorio de Quimica como
materia para desarrollar habilidades matemdticas a partir de una situacién a-diddctica, basada en la Teoria de
las Situaciones Diddcticas. Los alumnos realizardn mediciones de densidad, a partir de las cuales descubrirdn
cémo esta propiedad tiene una relacién dependiente con las variables: masa y volumen; con la intencién de que
después de varias actividades a los alumnos les quede claro en distintos ambientes cientificos la dependencia
entre variables. Dicha propuesta estd en fase de desarrollo debido a los tiempos de inversién, sin embargo, en
este trabajo se muestran los resultados esperados.

Palabras clave: dependencia entre variables, teoria de las situaciones diddcticas, situacién a-diddctica.

ABSTRACT

On overall science, Mathematics play an indisputable rol. In order to identified causes and
phenomes, it is deeply necessary to determine the right relation among variables. In some
courses teachers tend to exemplified drivel mathematic situations, not meaningful, therefor
students find Mathematics useless. This could be remedied with a transdisciplinary approach.
As an answer, this paper gives evidence of Mathematics skills developed under real problems,
focusing on the “Theory of didactical situations”, starting from a lecture like situation at the
Chemistry Laboratory where pupils must make calculations in order to get the mass and volume
and be able to identify different environments in which they can apply meaningfully some math
concepts.

Key words: dependence between variables, theory of didactic situations, a-didactic situation.



INTRODUCCION

Para las matemdticas la distincién entre variables
dependientes e independientes no es tangible a menos que se
pongan en un contexto. Para ofras ciencias es mucho més
sencilla la identificacién de este tipo de variables. Nuestra
propuesta se contextualiza en el Laboratorio de Quimica,
pues es una materia que se presta con facilidad al trabajo de
andlisis de la dependencia entre variables. Esta materia se
imparte en el bachillerato de la Universidad Auténoma de
Querétaro en el tercer semestre, antes del estudio del Cdlculo
de una variable, es decir, antes de que el estudiante estudie
de manera especifica la dependencia entre variables.

La densidad como variable dependiente

En la materia de Laboratorio de Quimica existe una prdctica
llamada “Mediciones fundamentales: masa, volumen y
densidad”. La densidad es una propiedad intensiva, es decir
no depende de la cantidad de materia que contenga, es una
propiedad fisica de la materia, es una magnitud escalar que
tienen las diferentes sustancias.

La densidad absoluta se define por la relacién entre la

masa y el volumen de una sustancia, a temperatura y presién
fijas, de la siguiente manera:

p:

<| 3

Donde: p = Densidad, m = Masa, V = Volumen.

Podemos decir que la densidad de una sustancia
depende de la masa y del volumen de una solucién por lo que
para mostrar cuales son las variables dependientes y las
independientes se realizard la actividad propuesta.

Teoria de Situaciones Diddcticas

La Teoria de Situaciones Didécticas (TSD) es una de las teorias
que intenta explicar el proceso de ensefianza-aprendizaje,
creada por Guy Brousseau en los afos sesenta del siglo
pasado. La TSD se conocié mejor a partir de 1986 con la tesis
“Théorisation des  phénoménes  d’enseignement des
mathématiques”. Esta teoria consolidé a la Didéctica de las
Matemdticas como la ciencia que lleva su nombre.

La TSD toma en consideracién el siguiente esquema triangular:

\/

saber

docente alumno

Figura 1. Trigngulo de la Teoria de Situaciones Diddcticas.

Los elementos del triangulo los describe D’Amore (2006) de la
siguiente forma:
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* el saber. Su definicién pertenece al dominio de los
expertos de la disciplina, el saber no estd en los libros,
es la comprensién del libro, el saber es una actividad
intelectual humana;

* los estudiantes. Como sujetos bioldgicos, afectivos,
epistémicos (psicologia del aprendizaije) o sociales;

* el maestro. El mismo puede ser estudiado como sujeto
social, institucional (estatuto, funciones), pedagdgico
(sus modelos implicitos) y afectivo.

Plantea Cornu & Vergnioux (1992) que el tratar con la
ensefianza y el aprendizaje siempre tendrd que relacionar al
maestro, al saber y al estudiante, por lo que no se debe de
menospreciar a ninguno. Asi mismo, Yves Chevallard (1985)
explica que el maestro se ve inmerso en relaciones con el saber
que son muy delicadas; entre ellas, la transposicién diddctica
del saber sabio (que surge de la investigacién), al saber
ensefiado (el de la prdctica en el aula). Es decir, el saber es el
conocimiento reconocido por una institucién, la interpretacién
de ese saber es el saber por ensefiar que transmitird el profesor
a los alumnos, y el saber que en realidad termina
apropidndose el alumno es el saber ensefiado. Se sugiere que
el saber ensefiado no debe ser demasiado cercano ni distante
al saber sociofamiliar, si es muy cercano al saber matemdtico
serd incomprensible y si es muy lejano al saber matemdtico
serd superado por el sociofamiliar, por lo que, deberd existir
un equilibrio.

Fuera del aula existen influencias, ya sea el ambiente social en
el que se vive (la familia, la sociedad, la cultura, etc.) o el
sistema escolar (la Universidad, los programas de estudio, la
Secretaria de Educacién Publica, etc.), a estas influencias se
les llama noosfera, concepto introducido por el filésofo francés
Pierre Teilhard de Chardin; la noosfera se deberd tomar en
cuenta por parte del profesor en su accién diddctica.

Brousseau (1986) reconoce dos formas de crear una situacién:

* Situacién diddctica

Es una situacién que el maestro crea teniendo en cuenta
el estado cognitivo de sus estudiantes, las exigencias
del curriculo, la transposicién, el ambiente; él propone
la situacién a sus propios estudiantes de forma explicita,
operando como mediador entre el saber por ensefar y
los propios estudiantes, declarando explicitamente lo
que quiere obtener, interviniendo activamente en su
proceso de aprendizaje, poniéndose en el lugar de los
estudiantes en el intento de explicar cada detalle, de
declarar abiertamente lo que hay que hacer, lo que hay
qué decir, cdmo se hace para resolver, para escribir,
etc. Todo es explicito, tanto que el contrato diddctico es
el elemento triunfante: el estudiante estd ocupado no
tanto en aprender matemdticas sino en aprender cudles
son las expectativas del maestro, sobre todo las
implicitas.

Para resolver la cuestién del aprendizaje es necesario
romper el contrato diddctico.



Situacién a-diddctica

Es una situacién que el maestro crea teniendo en cuenta
el estado cognitivo de sus estudiantes, de las exigencias
del curriculo, de la transposicién, del ambiente; él la
plantea de forma indirecta o, mejor, si es posible, no la
propone de hecho, pero hace que sea necesario entrar
en ésta.

En esta situacién el profesor propone un trabajo o
actividad sin decir qué obijetivos pretende alcanzar. Se
desarrollan necesariamente las siguientes seis fases
implicadas en la sitvacién a-didéctica:

. Devolucidn. “Proceso o actividad responsable a través

de la cual el maestro propone al estudiante que empefie
su propia responsabilidad en la resolucién de un
problema (mds en general: en una actividad cognitiva)
que se convierte entonces en problema del estudiante,
aceptando las consecuencias de esta transferencia
momentdnea de responsabilidad” (D’Amore, 2006).
Por lo que, el estudiante sabe que estd aceptando la
responsabilidad de aprender algo, pues entiende que
el objetivo de la actividad es el aprendizaje, pero no
sabe qué estd por aceptar.

.Implicacién. Esfuerzo relativo de los estudiantes,

asumido como responsabilidad personal. El alumno
trabaja, busca, descubre, discute, pero el profesor

actia sélo como orientador de la situacién, limitdndose
a vigilar la actividad.

. Conocimiento personal. Construccién personal del

conocimiento por parte de los alumnos, hecho privado
que el maestro reconoce como el conocimiento
deseado. El profesor invita al estudiante a alcanzar el
conocimiento personal a defender su construccidn
pUblicamente (sin que nadie sepa si es correcta o no su
construccién).

. Validacién. Defensa que obliga al estudiante a pasar

de un modelo interno a un modelo externo buscando
una forma de comunicar su conocimiento a los otros. El
estudiante después de defender su construccidn
personal, hard suyo el saber, pues tendrd que haber
entendido cémo decir su construccién mental en forma
explicita. Al tratar de explicar por primera vez su
construccién no quedard completamente claro pero
después de estructurarlo algunas veces funcionard.

. Socializacién del conocimiento. Es la variedad de

formas en cémo se pueden transmitir los conocimiento
matemdticos, cuando los alumnos logran expresar sus
ideas frente a los ofros estudiantes y su profesor.

. Institucionalizacién. Consiste en reconocer el estatus

oficial del conocimiento adquirido, declara la

posibilidad de ser utilizado, su estatus teérico, dando el
nombre con el cual lo reconoce la sociedad. El maestro
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deja de tener el simple rol de observador y regresa a
ser maestro, se encarga de institucionalizar el
conocimiento, devolviendo el saber a los estudiantes.

El contrato diddctico no tiene un papel importante en este caso,
pues el maestro no declara qué desea obtener y el alumno deja
de adivinar las expectativas del profesor.

Tanto en la situacién diddctica como en la a-diddctica se tiene
un obijetivo cognitivo, pero en el primer caso el profesor lo
evidencia, y por tanto se corre el riesgo de mezclar el
contenido del saber matemético con lo que espera que le
digan los alumnos; en el segundo caso el objetivo estd oculto.
Sin embargo, en ambos casos la noosfera puede ser
aprovechada de manera positiva o negativa.

Transdisciplinariedad

Actualmente enfrentamos al proceso de separacién y
delimitacién de objetos de estudio en disciplinas como la
fisica, la quimica, la biologia, y el conocimiento social que
expone Morin (2012), a consecuencia de varios siglos de
influencia, nos coloca frente a una crisis de crecimiento: la
construccién disciplinaria del conocimiento.

Internacional sobre
Transdisciplinariedad y Moroni, 2000} la
Transdisciplinariedad es definida como una nueva forma de
aprendizaje y resolucién de problemas involucrando la

En la Conferencia

(Bonazzi

cooperacién entre diferentes partes de la sociedad y la

academia para enfrentar los complejos desafios de nuestras
sociedades.

Morin (2012) define la Transdisciplina como una forma
de organizacién de los conocimientos que trascienden las
disciplinas de una forma radical. Con la necesidad de que los
conocimientos cientificos se nutran y aporten una mirada
global que no se reduzca a las disciplinas ni a sus campos,
que vaya en la direccién de considerar el mundo en su unidad
diversa. Que no lo separe, aunque distinga las diferencias. La
transdisciplina representa la aspiracién a un conocimiento lo
mds completo posible, que sea capaz de dialogar con la
diversidad de los saberes humanos.

La Transdisciplinariedad trabaja en un campo de

investigacién tanto orientada como aplicada. En la
investigacién orientada los esfuerzos se dirigen a dreas
especificas del conocimiento y con la investigacién aplicada
sirve  directamente a ciertos propdsitos del mismo
conocimiento.

El manejo de las mateméticas proporciona un desarrollo
fundamental para el manejo de ofras ciencias, la tecnologia e
incluso la vida cotidiana. Pero, en muchas ocasiones no le
damos ese valor desde el aula, y alejamos los procesos y
conceptos matemdticos de la realidad que viven los

estudiantes.



Uzuriaga y Martinez (2006) resaltan que la educacién equipos formados por tres alumnos a los que se les entrega
matemdtica debe ser valorada vy rescatada por los cierto material.
matemdticos, pues es claro que debe combinar una muy buena Sesion 1.- Medicion de densidades de soluciones salinas

solidez y conocimientos matemdticos con teorias educativas ) .
Reactivos y materiales

e Sal
* Agua.

para centrar nuestra atencién en desarrollar, o por lo menos,
usar adecuada y criticamente, metodologias que le permitan a

nuestros alumnos un aprendizaje a lo largo de la vida, en un

contexto histérico cultural. * Vaso de precipilados de 25 ml.

* Pipetas volumétricas de 10 mL.

Rodriguez (2011) afirma que se debe ofrecer al * Balanza granataria.

: . e * 10 soluciones de sal con las siguientes concentraciones:
estudiante un acercamiento a otras ciencias desde la

. : s 0.5,1,1.5,2,25,3,3.5,4,4.5, 5 Molar.
matemdtica y viceversa, percibiendo que todos los campos del

saber estén relacionados de alguna manera y mostrar la

profunda transdisciplinariedad de las ciencias. Procedimiento:

 Calibre la balanza granataria.

: T : * Pese el vaso vacio. Registre el dato obtenido en su
Finalmente, la transdisciplinariedad se consigue cuando

: L . . T . cuaderno.
existe la coordinacién entre diferentes niveles y distintas dreas

. . . * Mida 10 mL de solucién de cada concentracién en
del conocimiento. Nuestra intencién es elaborar una propuesta

, e Co ipeta volumétrica.
de trabajo con las mateméticas desde ofra ciencia, PP

especificamente desde la Quimica. * Pese el vaso con el liquido. Registre el dato obtenido en

su cuaderno.
* A continuacién, ejecute la siguiente operacién: al valor

PROPUESTA DE LA ACTIVIDAD de la probeta con liquido le resta el valor de la probeta
En México, por lo regular, en las escuelas piblicas se trabaja vacia, este nimero corresponde al valor de la masa del
con grupos muy numerosos. En nuestra se trabaja con liquido.

aproximadamente 50 estudiantes por lo que el grupo se divide « Escriba el valor en la columna de la tabla 1.

en dos subgrupos para poder llevar a cabo la actividad. Por
otra parte, la actividad se lleva a cabo en dos sesiones con
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Tabla 1. Densidades de soluciones salinas

 Calibre la balanza granataria.

* Mida con exactitud 30 g de cada solucién en una
probeta con la balanza y mida su volumen con
exactitud.

* Registre el dato obtenido en la tabla 2.

* Determine la densidad con las operaciones necesarias.

Tabla 2. Densidades de distintas sustancias

Soluciéon | Volumen | Masa Densidad
(M) (mL) (9) (g/mL)
0.5 10

1 10

1.5 10

2 10

2.5 10

3 10

3.5 10

4 10

4.5 10

5 10

Sesién 2.- Medicién de densidades de liquidos y sélidos

Reactivos y material:
* Miel de abeja.

e Glicerina.

* Agua.
e Aceite comestible.

e Alcohol etilico 96°.

» Colores vegetales.

* Probetas de 50 mL.
* Vasos de precipitados.
* Balanza granataria.

Procedimiento:

Solucion | Volumen | Masa Densidad
(Nombre) | (mL) (9) (g/mlL)
Miel 30

Glicerina 30

Agua 30

Aceite 30

Alcohol 30

* Coloree cada sustancia con colorante vegetal diferente
y vierta dentro de un vaso de precipitados de 100 mL
en el siguiente orden: miel, glicerina, agua, aceite,
alcohol.

* Dibuje el vaso de precipitados final con colores o tomar
una foto.

Al finalizar ambas actividades serd necesario comparar los
datos de las tablas y observar qué ocurre con cada variable.
Los alumnos tratarén de explicar por qué se comportan las
sustancias de esa forma y expondrdn sus conclusiones grupales
frente al grupo completo.



HIPOTESIS DE LOS RESULTADOS

Las hipdtesis de cémo se desarrollarén las actividades son las
siguientes, fomadas de los estudios de Guy Brousseau:

Devolucion. El profesor propone realizar las
actividades para el Laboratorio, sin que los alumnos
sepan que el objetivo es reconocer los tipos de variables
en las propiedades fisicas de la materia y la
dependencia entre variables.

Implicacion. El alumno realizaré las précticas dentro
del laboratorio, aceptando realizar las tareas de los
célculos y mediciones debidas para llenar las tablas,
discutird y buscaré qué ocurre con las variables en las
tablas y cémo se comportan. Sin que el profesor dé
respuestas a las preguntas, limitdndose Unicamente a
observar c¢émo trabajan. Surgirén las preguntas de
5qué ocurre cuando cambiamos la masa?, 3qué ocurre
cuando cambiamos el volumen? 3cémo influyen los
cambios en los resultados de la densidad? 3qué
podemos hacer para cambiar los resultados de la
densidad?

Conocimiento personal. El alumno debe descubrir y
encontrar cémo se comporta la densidad haciendo
variaciones en la masa y el volumen, ddndose cuenta
que al aumentar la masa, la densidad aumenta, y por
el contrario, al aumentar el volumen, la densidad
disminuye. También se dard cuenta que la densidad
depende del volumen y de la masa, por lo que las

variables independientes serdn el volumen y la masa. El
profesor localizard a los alumnos que hayan logrado
entender la dependencia e independencia de las
variables y los invitardé a que pasen a realizar la
defensa de su construccién mental frente al grupo, sin
que ellos sepan si es correcto lo que encontraron.

» Validacion. Al alumno se le invitard a explicar a sus

companeros lo que descubrié. Se espera que al tratar
de defender su postura e intentar expresarla le quede
mds claro, igualmente puede investigar mds sobre el
tema. El profesor podrd realizar preguntas que ayuden
a que la construccién de sus conocimientos sea mucho
mejor estructurada.

Socializacion del conocimiento. En cada equipo
se discutirdn sus conclusiones 'y buscardn dar
explicacién al comportamiento de las variables de
acuerdo a lo que observaron. Por Gltimo lo darén a
conocer al grupo entero.

Institucionalizacion. El profesor dejard de ser
observador y reconoceré ante los alumnos cémo se
llaman los fenémenos que ellos encontraron y a qué se
deben, en este caso se trata que el profesor haga
explicito que existen variables que dependen de otras
llomdandolas variables dependientes, asi como existen
variables que no dependen de otras y que se llaman
variables  independientes. Lo sustancial  es
institucionalizar lo reconocido por el sistema oficial
como el conocimiento que se logré obtener.
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RESULTADOS ESPERADOS

Se espera alcanzar el objetivo de que los alumnos logren
reconocer las diferencias, los comportamientos y la influencia
entre variables dependientes e independientes, mediante el
disefio de una actividad planeada para indagar en conceptos
matemdticos desde otras dreas, beneficiando asi el interés por
el aprendizaje de las mateméticas a través de ofras ciencias,
aspirando a que los alumnos encuentren una estrecha relacién
entre su trabajo en la asignatura de Matemdticas con otras
materias, en este caso con el Laboratorio de Quimica.
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