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En este texto se hace una breve reflexiéon sobre la importancia de los
recursos disponibles en el desarrollo de las matematicas para la reali-
zacion de las practicas matematicas que han llevado al planteamiento de
nociones que se estudian en la escuela secundaria. Se hace énfasis en la
importancia del uso de lenguajes y de medios de representacién apropia-
dos para los desarrollos matematicos y para su comprension.

Palabras clave: desarrollo matematico, herramientas, lenguaje mate-

matico.

n this text, a brief reflection is made on the importance of the resources

available in the development of Mathematics for the realization of math-
ematical practices that have led to the formulation of notions that are
studied in secondary school. Emphasis is placed on the importance of
the use of languages and means of representation appropriate for math-
ematical developments and their understanding.

Keywords: mathematical development, tools, mathematical language.



Introducciéon

Para comenzar plantearemos algunas preguntas que, aunque especu-
lativas, pretenden ser provocadoras, y cuyo trasfondo se abordard mas
adelante: ;Si Isaac Newton o Gottfried Leibniz hubiesen nacido unos
doscientos afios antes de sus contextos histéricos, habrian podido de-

sarrollar el Calculo tal como lo hicieron?, ;por qué la civilizacién maya,

L XX ) por ejemplo, no desarroll6 el dlgebra, a pesar de que pudieron llevar a
00 cabo precisas observaciones astronémicas, como el calculo de la dura-
000 cién del afio que se vio reflejado en sus construcciones?

Actualmente, la humanidad tiene naves espaciales, logré sintetizar va-
cunas contra un nuevo virus en menos de un afio, encontré maneras
de convertir la energia a fin de utilizarla en sus proyectos, etcétera.
¢Las personas de hace unos miles de afios tenian una menor capacidad
cognitiva, ya que no alcanzaron ese tipo de logros tecnolégicos? Abor-

daremos parcialmente estas inquietudes a continuacion.

A manera de desarrollo

Algunas investigaciones en neurobiologia y en psicologia evolutiva (De-
haene, 2021; Geary, 2013) indican que los humanos compartimos rasgos

con algunos animales (mamiferos, principalmente), como:

— El aprendizaje por imitacion



— El uso de herramientas
— Las intuiciones matematicas

Ademas, el mismo tipo de investigaciones evidencian nuestra capa-
cidad de pensar en abstracto y desarrollar el lenguaje, aunque sobre
esto Ultimo se jerarquiza el habla, mas que la escritura. Lo que es innato
en nosotros es el aprendizaje de la lengua, sea cual sea; se trata de un
instinto tan irreprimible que el lenguaje aparece de forma paulatina, en
el transcurso de algunas generaciones, entre los humanos que carecen

de él (Dehaene, 2021, p. 111).

He elegido estos puntos a conveniencia, para poder desarrollarlos un
poco mas. En el primer caso, los humanos nos hemos estructurado
socialmente y hemos pasado de conformar tribus de pocos individuos
hasta paises con cientos de millones de habitantes. Un medio para lo-
grar esta organizacion de grupos tan compleja ha sido nuestra capaci-
dad de trascender el aprendizaje por imitacion y llevar a cabo procesos
conscientes de ensefanza, lo cual se constituye como la educacién
de los individuos. Estos procesos y la natural curiosidad de los hu-
manos (que también es un rasgo confirmado en las investigaciones de
neurociencias) nos llevaron a desarrollar constructos como el método
cientifico. Porque no sélo buscamos conocimientos para comprender
el mundo que nos rodea, sino que también hemos buscado compar-
tirlos en las sociedades. Esta tendencia a la difusién del conocimiento

supone una ventaja evolutiva para nuestra especie (Geary, 2013).

Con respecto al segundo caso, los humanos tenemos la capacidad de
utilizar herramientas, al igual que otras especies, pero en este punto
hay que sefialar un aspecto fundamental: nuestra aptitud para el pen-
samiento abstracto y el desarrollo del lenguaje. En ese sentido, algunas
de las herramientas no son fisicas, sino mentales. Asi, logramos incor-
porarlas cognitivamente e internalizarlas al grado de “automatizar” su
uso. En resumen, las herramientas se transforman en instrumentos (Vy-

gotski, 1979).

Uno de esos instrumentos es el lenguaje, que permite expresar ideas
complejas y no se restringe a la coloquialidad, sino que también abarca
la posibilidad de desarrollar y utilizar otros tipos de lenguajes. Algunos
de los mas conocidos (los que nos interesan en este breve texto) son

los expresados en las matematicas actuales. Asi, cuando se internaliza



este instrumento, ayuda a construir imdgenes mentales de objetos ma-
nipulables de formas especificas, claro estd, con sus respectivas venta-

jas y limitaciones.

Ahora bien, a lo largo de los afios, se han estudiado situaciones y pro-
blemas considerando las herramientas disponibles. Y esto quiere decir,
en el caso particular de las matematicas, que el cémo se expresan los
objetos matematicos en un momento dado afecta el modo de abordar
el estudio de esas situaciones o problemas, porque son las maneras de
manipulaciéon de los objetos abstractos. Empero, hay que decirlo, el
modo de expresion no es lo Unico que influye en las practicas matema-
ticas, ya que existen otras opciones pertenecientes a la filosofia de las
matematicas y de la ciencia predominante en un cierto momento, como

es el método.

Consideremos, por ejemplo, el caso de la nocién de derivada, que se
estudia en los cursos de Célculo de bachillerato y primer afio de algu-
nas carreras universitarias. Este objeto matematico no se desarrollé ar-
bitrariamente ni fue producto de un capricho, sino que es el resultado
de abordar el estudio de tres situaciones especificas interrelacionadas:
la obtencion de rectas tangentes a ciertas lineas curvas, el célculo de
maximos y minimos en relaciones (que podrian ser funcionales) y el estu-

dio del movimiento (variacion y velocidad).

En un estudio histérico-epistemoldgico, autores como Pino-Fan, Godino
y Font (2011) muestran cémo a lo largo del tiempo hubo nueve momentos
en que se dieron practicas matematicas especificas, desde la época de
la Grecia clasica hasta el siglo XX. Segun los autores, las practicas mate-
maticas han cambiado en los diferentes momentos de acuerdo con los
recursos disponibles, como los métodos y los lenguajes. Asi, el contenido
de los cursos de bachillerato se ha obtenido a través de un largo proceso
evolutivo que fue posible gracias a la incorporacién de nuevos instrumen-
tos; entre ellos, podemos destacar el lenguaje algebraico, el plano carte-
siano y el método analitico. No obstante, tal enriquecimiento se realizd

hasta hace apenas un par de siglos.

La evolucién de las préacticas matematicas se puede analizar por el lado
de la educacién, modelandolas con lo que se llama las configuraciones
epistémicas de los objetos matematicos (Godino, Batanero y Font, 2007).

El analisis es vélido para el caso de comunidades como la matematica,

2oz oInnr
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pero también para el de las practicas matematicas llevadas a cabo por
los individuos (a las que se les denomina configuraciones cognitivas).
Esto permite identificar como interviene cada elemento de las practicas
matematicas y, para el caso particular del lenguaje y de las representa-

ciones que utilizamos, cdmo afecta su uso.

La percepcion visual de las representaciones de los objetos matema-
ticos (tanto graficas como simbédlicas) también nos impone limitacio-
nes y esta vinculada con nuestras capacidades biolégicas. Segun otros
trabajos en neurociencias, es un error considerar “que las operaciones
mas refinadas de la mente estan separadas de la estructura y funciona-
miento de un organismo biolégico” (Damasio, 2023, p. 334). Es decir, al

parecer estamos limitados por nuestro desarrollo evolutivo y biolégico.

A manera de conclusion

El tema de este ensayo es demasiado amplio para abordarlo a cabali-
dad en este espacio, pero no es esa la intencién, sino la de plantear de
manera provocativa algunas interrogantes cuyas respuestas nos mues-
tran la importancia de las herramientas abstractas que hemos desarro-

llado para estudiar ciertas situaciones.

Asi, podemos decir que Newton y Leibniz pudieron llevar a cabo sus
desarrollos del célculo porque tenian a su disposicion las herramientas
lingliisticas y metodolégicas necesarias que en momentos previos no
existian. En cambio, los mayas no pudieron desarrollar algunos temas

de matematicas porque carecian de los recursos que se los permitieran.

Entonces, resulta que los recursos a los que tenemos acceso estan res-
tringidos por el contexto histérico, sociocultural, etcétera. en el que nos
ubicamos e incluyen los medios y formas en que se representan los ob-
jetos matematicos. Es decir, el uso de un lenguaje apropiado como herra-
mienta es determinante para el desarrollo satisfactorio de los procesos
matematicos. Es un tema importante en la escuela para que los alumnos

puedan entender lo que estudian en su paso por las aulas.

Otros temas relacionados se quedan en el tintero, como las herramien-
tas que permiten realizar representaciones graficas o procesos algorit-

micos répidos, tal es el caso de la tecnologia digital.
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CARACTERIZACION DEL CONOCIMIENTO
DE ESTUDIANTES UNIVERSITARIOS AL
RELACIONAR UNA FUNCION CON SuU
FUNCION DERIVADA DESDE UN ENFOQUE
GRAFICO

CHARACTERIZATION OF UNIVERSITY STUDENTS’ KNOWLEDGE AT
ASSOCIATING A FUNCTION WITH ITS DERIVATIVE FUNCTION THROUGH
A GRAPHIC APPROACH
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| presente estudio tiene como objetivo analizar cémo relacionan ocho

estudiantes universitarios una funcién con su funcién derivada en
una actividad de enfoque meramente gréfico. Dicha actividad forma
parte de un cuestionario de diagnoéstico utilizado en una investigacion
més amplia, cuyo objetivo es construir el concepto de derivada en es-
tudiantes universitarios con ayuda de la teoria APOE, que proporciona
estructuras mentales necesarias para la comprensién de un concepto ma-
temético: accion, proceso, objetoy esquema. El disefio del cuestionario y
los detalles de la actividad a analizar se presentan en la primera parte del
escrito, mientras que en la segunda parte se pueden observar los analisis
cualitativo y cuantitativo de las respuestas observadas. En general, los
resultados muestran deficiencias en los estudiantes al enfrentarse a ejerci-
cios de enfoque grafico. Asimismo, las justificaciones observadas en una
gran parte de los estudiantes muestran una inclinacién por la resolucién
de ejercicios desde un enfoque algebraico, dejando asi a un lado el as-
pecto grafico de la actividad. Se espera que la informacion recabada sea
de utilidad para futuras investigaciones como antecedentes de su trabajo
y también para que profesores en activo incentiven la resolucién de este
tipo de actividades en las aulas.

Palabras clave: aspecto gréfico, calculo diferencial, derivada, teoria

APOE.

his paper aims to analyze how eight university students associate a

function with its derivative in a task with a purely graphical approach.
This task is part of a diagnostic test used in a broader research whose
objective is to build the concept of derivative in university students with
the help of the APOS theory, which provides mental structures required to
understand a mathematical concept: action, process, object, and scheme.
The first part of the paper shows the design of the questionnaire and the
details of the task to analyze, meanwhile, the second part presents the
qualitative and quantitative analyses of the observed answers. In general,
the results show deficiencies when students faced graphic focus exercis-
es. Likewise, the justifications observed in the majority of the students
present an inclination towards solving exercises from an algebraic per-
spective, thus overlooking the graphical nature of the activity. We assume
that future research may use these results as background for their works,
and active teachers could encourage their students to solve this type of
tasks in the classrooms.

Keywords: graphic aspect, differential calculus, derivative, APOS
theory.



Introducciéon

El célculo tiene como una de sus ideas principales el concepto de deri-
vada, el cual es una base tanto para la comprensién del calculo como
de otras ramas cientificas, como puede ser la fisica. Asi, el concepto
de derivada es un tema ampliamente investigado, ya sea al analizar su
comprension por parte de los estudiantes (Artigue et al., 1995; Asiala et al.,
1997; Bricefio et al., 2018; Dominguez Contreras y Sdnchez Galeano, 201¢;
Fuentealba et al., 2018; Londofio et al., 2013; Sdnchez Matamoros, 2010) o
caracterizar los conocimientos de los profesores para una ensefianza
correcta del concepto (Amaro, 2020; Badlillo et al., 2011; Castro et al., 2015;

Gavilan et al., 2007).

La complejidad en el aprendizaje y la comprensién de este concepto pro-
vienen de diferentes raices. Una de ellas la sefialan Artigue et al. (1995),
pues comparten que la mecanizacioén algebraica y memorizacién en el
proceso de aprendizaje de la derivada son una barrera que impide al
estudiante la comprensién mas amplia del concepto y de sus métodos
de solucién en ejercicios conceptuales o problemas. La comprensién de
la derivada requiere de sobrepasar dicha barrera (Asiala et al., 1997; Bri-
cefo et al., 2018; Gonzélez Garcia et al., 2018). Esta opiniéon la comparten
Berry y Nyman (2003), quienes afirman que en cursos iniciales de Calculo
los estudiantes no realizan abstracciones mentales que les permitan
asimilar el concepto y se quedan solo en la memorizacién de reglas de

derivacion.

Ademas, en el trabajo de investigacion realizado por Amaro (2020) se

tiene como uno de sus resultados el hecho de que incluso profesores
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El objetivo de este es-
tudio es analizar cémo
relacionan ocho estu-
diantes universitarios
una funcién derivada
en una actividad de
enfoque meramente
gréfico con ayuda

de la teoria APOE,
que proporciona
estructuras mentales
necesarias para la
comprension de un
concepto matematico.

suelen memorizar el concepto de derivada como “la pendiente de la
recta tangente a una funcién en un punto” o como “la tasa de cambio
instantanea” junto a algoritmos y férmulas, pero presentan dificultades
para resolver ejercicios conceptuales que exigen una reflexiéon comple-

ja. Esta situacion es claramente extrapolable a los estudiantes.

La mayoria de los estudiantes que son capaces de memorizar definicio-
nes y algoritmos no cuentan con la habilidad de entender los resulta-
dos del célculo de la derivada de una funcién en un punto determinado
como un nimero que estad estrechamente ligado con una nueva ex-
presion: la funcion derivada (Park, 2013). Asiala et al. (1997) explican la
importancia de que los estudiantes entiendan la relacién entre el valor
numérico de la funcién derivada en un punto con el valor de la pen-
diente de la recta tangente a la funcién original en el mismo punto. Ade-
mas, afirman que la representacién grafica de la pendiente de la recta
tangente aproxima al estudiante a comprender el valor de la funcion

derivada como una nueva funcién.

Del anélisis de estas situaciones surge la pregunta: ;cémo relacio-
nan los estudiantes una funcién con su funcién derivada desde una

representacion puramente grafica?

Para responder presentamos resultados parciales de una investiga-
cion mas amplia enfocada en la caracterizacion del conocimiento
presentado por estudiantes universitarios respecto al concepto de
derivada. Dicha caracterizacion se fundamenta en las estructuras
mentales de la teoria APOE (Dubinsky, 1991). Asi, en este articulo se
busca, primeramente, ejemplificar el uso de las estructuras men-
tales contempladas dentro de la teoria APOE para el disefio y ana-
lisis de las actividades del cuestionario a utilizar. Posteriormente, se
realiza la caracterizacion del conocimiento sobre el concepto de de-
rivada a partir de una muestra de ocho estudiantes universitarios
de primer semestre pertenecientes a diferentes ingenierias. A estos
estudiantes se les aplicé dicho cuestionario con cinco actividades sobre
derivadas, el cual fue una herramienta de diagnéstico acerca de los co-
nocimientos presentados por los estudiantes antes de cualquier inter-
vencion en el aula. De entre las cinco actividades se ha elegido una, la
cual analiza la capacidad del estudiante para relacionar una funcién fy

su funcién derivada /' desde una representacion gréfica.



Marco tedrico y metodologia

Teoria APOE

La investigacion se realiza desde el marco de la teoria constructivista
APOE desarrollada por Dubinsky (1991) para describir la construccién de
un concepto matematico a través de estructuras mentales, que realiza
el estudiante al momento de su aprendizaje. APOE sefala que, para lo-
grar la comprension de un concepto, el estudiante debe transitar por
cada una de las estructuras mentales que le dan nombre: accion, pro-

ceso, objeto y esquema.

La descomposicion genética es un elemento esencial de este modelo,
ya que describe las estructuras mentales especificas para construir un
concepto de interés (Fuentealba et al., 2019). Las actividades que con-
forman el cuestionario de diagnoéstico se basan en las descomposicio-
nes genéticas propuestas por Asiala et al. (1997) y Gutiérrez y Valdivé

(2012).

De manera general, se dice que un estudiante muestra una concepcion
accioén cuando necesita instrucciones sobre cémo realizar paso a paso
una operaciéon (Dubinsky y McDonald, 2001). En cambio, el estudiante
evidencia una concepcién proceso cuando realiza de manera reitera-
da dichas acciones, reflexionando sobre ellas e incorporandolas a su
consciencia (Gutiérrez y Valdivé, 2012). Mientras tanto, la concepcién
objeto es presentada cuando el estudiante es capaz de ver un proceso
como un todo y realizar diversas transformaciones u operaciones so-
bre un concepto (Trigueros, 2005). Por Ultimo, la concepcién esquema
puede ser descrita como “la coleccién de acciones, procesos, objetos
y otros esquemas que estan relacionados consciente o inconsciente-
mente en la mente de un individuo en una estructura coherente y que
pueden ser empleados en la solucién de una situacién problematica”

(Trigueros, 2005).

Por otra parte, Asiala et al. (1997) y Gutiérrez y Valdivé (2012) presentan
sus respectivas descomposiciones genéticas del concepto de derivada
tomando como base otras nociones, como la recta secante, y la tan-
gente. Para estos autores, el estudiante muestra una concepcién ac-

cién cuando es Capaz de trazar una recta secante que corte a una curva
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en unos puntos cualesquiera Py Q y calcular su pendiente. Por otro
lado, muestra una concepcién proceso si es capaz de comprender que
una recta secante puede cortar puntos Py Q cada vez més cercanos a
lo largo de la curva. Ademés, si el estudiante interioriza este proceso y
observa qué ocurre con la recta secante cuando Q tiende a P afirman-
do que la recta tangente no es otra cosa mas que la posicion limite de
la recta secante, se dice que tal estudiante muestra una concepcion

objeto.

Es importante recalcar dos cuestiones. La primera de ellas es recordar
que diferentes concepciones objeto pueden nacer del desarrollo de ac-
ciones, procesos y otros objetos en el estudiante. En consecuencia, los
autores también comparten que el estudiante muestra una concepcién
objeto cuando tiene la habilidad de analizar las relaciones entre una fun-
cion y su funcion derivada desde sus representaciones gréficas. La se-
gunda cuestioén importante a remarcar es que, segun Gutiérrez y Valdivé
(2012), la construccién de la estructura mental esquema ocurre cuando el
estudiante es capaz de resolver problemas de optimizacién (geometria),
mecanica clasica (fisica) y crecimiento o decrecimiento de magnitudes
(biologia). Por lo tanto, en el cuestionario mencionado no se analiza una
concepcién esquema en el estudiante, pues esta queda fuera del disefio
de las actividades, las cuales se enfocan en estudiar la comprensién del
concepto a través de ejercicios conceptuales excluyendo cualquier tipo

de problema de aplicacion.

Por dltimo, la metodologia utilizada es de tipo mixta, ya que se analizaran
cualitativamente la concepcién vy justificacion mateméticas mostradas
por el estudiante y se tomara en cuenta la variable de correccién dentro

de un andlisis cuantitativo: respuesta correcta y respuesta incorrecta.

Muestra

Se cont6 con la participacion de estudiantes de segundo semestre de la
Facultad de Ingenieria de la Universidad Auténoma de Querétaro, Cam-
pus Centro Universitario. El total de la muestra fue de ocho estudian-
tes, los cuales tenfan como requisitos para formar parte del estudio: ser
mayores de edad, haber aprobado Célculo diferencial y estar cursando

Calculo integral en el semestre en que se aplicé el cuestionario.



Cuestionario

El cuestionario disefiado consta de cinco actividades y se centra princi-
palmente en la comprension del concepto de derivada desde la repre-
sentacion grafica. Para analizar este nivel de comprension, se incluyeron
actividades que correspondieran a cada una de las estructuras men-
tales presentadas en las descomposiciones genéticas realizadas por

Asiala et al. (1997) y Gutiérrez y Valdivé (2012).

La Actividad 1 fue disefiada para activar la estructura mental accién en
el estudiante al instarlo a identificar dos puntos en una funcién, trazar
una recta secante que pase por estos y calcular la pendiente de dicha
recta. Dentro de la Actividad 2 se analiza la concepcién proceso, ob-
servando si el estudiante es capaz de determinar el nimero de rectas
secantes que pueden ser trazadas a lo largo de una circunferencia. Para
las Actividades 3, 4y 5 se observa si el estudiante es capaz de construir
una estructura mental objeto. La Actividad 3 fue disefiada para verificar
si el estudiante comprende la definicién de la recta tangente como la
posicion limite de las rectas secantes; las Ultimas dos actividades se
enfocan en que el estudiante analice la relacién entre una funcién y su
derivada. La Actividad 4 fue aplicada para que el estudiante analizara
graficamente una funcién y determinara su derivada de entre varias
opciones. Por otra parte, la Actividad 5 busca que el estudiante bos-
queje una funcion después del anélisis de su funcién derivada. Esta
penultima actividad ha sido elegida como objeto de estudio para el

presente trabajo.

La actividad

En esta seccion se presenta a detalle la actividad del cuestionario diag-
nostico que sera analizada, la cual ha sido seleccionada porque se con-
sidera que en ella se representan las caracteristicas necesarias para

responder la pregunta de investigacion planteada.

La Actividad 4 en la Figura 1 fue seleccionada de Badillo et al. (2011)
y proporciona informacién vital sobre el conocimiento del estudiante
respecto a la relacién entre una funcién fy su derivada f'; se requie-

re analizar una funcién presentada y seleccionar la funcién derivada de
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FIGURrA 1.

Actividad 4
del cuestionario.

entre un grupo de opciones a partir de observar la funcién original.
Ademés, el enfoque gréfico hace de esta una actividad atipica para los
estudiantes, puesto que dentro del aula predominan las evaluaciones
que priorizan el aspecto algebraico (Asiala et al., 1997; Bricefio et al.,
2018). Dicha actividad exige al estudiante recordar que f' constituye una
nueva funcién y que puede ser representada en el plano cartesiano a
lo largo del dominio de la funcién original o en un dominio mas pe-
queno, dependiendo de las funciones a tratar. La presente tarea puede
completarse siguiendo diferentes caminos, por ejemplo, el estudiante
puede estimar el valor de la derivada en cualquier valor de x, al trazar la
recta tangente en un punto x sobre la curva y estimando su pendiente.
Otro camino posible es observar las opciones de derivadas presenta-
das y asi determinar la monotonia de la funcién original. Sin embargo,
aun cuando las respuestas esperadas se pueden encasillar en estas dos
opciones, la presentacion gréafica en la actividad deja abierto el anélisis
subjetivo de cada estudiante y, por lo tanto, la posibilidad de conocer
cémo enfrenta este tipo de ejercicios conceptuales donde el contexto

es puramente visual.

Actividad 4. Si se tiene el grifico de la siguiente funcion:

sCudl de las siguientes figuras muestra la funcién derivada que le corresponde?
Fundamente tu respuesta.




Andlisis de las respuestas

Como se anticipd en la seccion anterior, se esperaba que los estudian-
tes introdujeran de manera formal la nocién de la pendiente de la recta
tangente y/o la monotonia de la funcién, y que dichas nociones les ayu-
daran a relacionar la funcién fpresentada con su respectiva respuesta
correcta a). Sin embargo, aun cuando se pueden ver vestigios de estas
ideas en algunas pocas respuestas, las justificaciones presentadas por
cada estudiante tienen caracteristicas distintas a las esperadas. De tal
modo, en esta seccion se analiza las caracteristicas de cada tipo de res-
puesta (TR) junto a un respectivo ejemplo representativo analizado de

un estudiante (E).

Se identificaron 5 tipos de practicas matematicas que se han cataloga-

do como:
1) Determinacién de una expresién simbdlica-Recta tangente
2) Anélisis del grado de una funcién
3) Anélisis de intervalos de incremento y disminuciéon

4) Relacién de los intervalos de incremento y disminucién con el gra-

do de una funcién

5) Nociones de la segunda derivada

TR1: Determinacién de una expresién simbélica - Recta
tangente

Una de las caracteristicas de este tipo de soluciéon yace en que el estu-
diante, a partir de la grafica de la funcién presentada (la cual llamaremos
fde ahora en adelante), intenta determinar una expresién simbdlica que
la represente. Otra caracteristica es que incluya dentro de sus respues-

tas los términos recta o recta tangente (Figura 2).
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FIGURA 2.

Respuesta y funda-
mentos compartidos
por E1.
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Es evidente que E1, a falta de informacién algebraica o tabular dentro
de las instrucciones de la actividad, invoca una funcién explicita, en
este caso f(x) = tan x, pues dicha funcién guarda una gran similitud con
fcuando —x < x < 7. Se intuye que el estudiante realiza este paso para
determinar con reglas de derivacién la expresion simbdlica para f/(x) y

asi determinar la grafica que represente la funcién derivada.

Anteriormente, E1 adjudica |a caracteristica propia de la recta tangente
a la funcién derivada: tocar en un solo punto una curva. Aun sin concre-
tar adecuadamente dicha idea, su suposicion le ayuda a seleccionar co-
rrectamente la opcién a). Su respuesta nos da la oportunidad de inferir
que el estudiante es incapaz de notar que tanto la funcién del inciso a)
como la de la opcién c) tocan de nuevo f, puesto que todas las graficas
presentadas se despliegan en el dominio de los nimeros reales (R),

aunque el ejercicio solamente muestre un segmento limitado.

E1 no logra concretar una justificacion idénea entrelazando ambos t6-
picos de su justificacion, dado que, incluso cuando anteriormente ha-
bia seleccionado de manera correcta la respuesta (partiendo de ideas
erréneas), intenta determinar una expresion simbélica para representar
la funcién derivada, en su caso f' (x) = x2. Su intuicion algebraica le re-
afirma que esta funcién explicita /' no es la derivada de la f que de-
terminé anteriormente. Con lo anterior, se podria argumentar que los
estudiantes que presentan este tipo de respuesta a través de la prac-
tica matematica realizada no cuentan con el conocimiento necesario
para resolver la actividad; por ende, no muestran evidencia suficiente

de poseer la concepcién mental objeto.



FIGURA 3.
Fundamentos compar-
tidos por E2.

2oz oInnr

TR2: Andlisis del grado de una funcién

La caracteristica principal de este tipo de respuesta radica en que el
estudiante, a partir del enfoque meramente visual de la actividad, in-
tenta dar una respuesta correcta analizando el grado de la funcién fy

afirmando que f' debe ser de grado menor (Figura 3).
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Es posible intuir que el estudiante, a pesar de la falta de una expresion
simbdlica para cada funcién presentada, sabe que las funciones polino-
miales pueden representarse como f(x) = a2 x"+a_x""+ =+ + ax° cona #0
(siendo los coeficientes nimeros reales y n el grado de la funcién), y las
relaciona con las curvas presentadas. Ademas, dentro de su respuesta
se observan elementos que describen un conocimiento de las reglas

de derivacion, f (x) = d—dax“ = anx"" para este caso en especifico.
X

Sin embargo, el estudiante parece no percatarse de que la respuesta
seleccionada no es la funcién derivada de £, pues afirma que la alternativa
correcta es la opcion c). La justificacion presentada es mas que suficien-
te para resolver de manera correcta la actividad, pero la falta de cono-
cimiento sobre graficas de funciones polinomiales lleva a argumentar

que E2 no puede mostrar una concepcién mental objeto.

TR3: Andlisis de intervalos de incremento y disminucién

La caracteristica del presente tipo de solucién radica en que el estu-
diante, sin mas que las gréficas presentadas en la actividad, determina

|u

su respuesta partiendo del “movimiento” de la curva dentro de los para-

metros presentados (Figura 4).
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FIGURA 4.

Respuesta y funda-
mentos compartidos
por E3.

FIGURA 5.

Respuesta y funda-
mentos compartidos
por ES.
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La brevedad de la respuesta nos lleva a inferir gran parte de su justifica-
cién. Por una parte, podria decirse que el estudiante E3, con el término
intervalos que presenta, hace referencia a los intervalos de incremento y
disminucién de la funcién £, lo que lo llevaria a determinar la monotonia
de la funcién a lo largo del dominio presentado. Por otra parte, pudo
haber relacionado dicha monotonia con el signo de la funcién derivada,
para asi terminar conjeturando que la funcién f es creciente en la gréafi-

ca presentada y, por ende, f'(x) = 0 en el dominio observado.

Estas deducciones, junto a la brevedad de la justificacion, no dan pie
para argumentar que el estudiante realizé alguna interpretacién erré-
nea en sus fundamentos y/o en su respuesta. Por lo tanto, se le adjudi-

ca la construccién de la estructura mental objeto.

TR4: Relacién de los intervalos de incremento
y disminucién con el grado de una funcién

El presente tipo de respuesta muestra una combinacién de los dos ti-
pos anteriores. El estudiante justifica su eleccion a través del analisis del
grado de la funcién y su relacién con los intervalos de incremento y dis-

minucién. Tal razonamiento se retrata en la justificacién de E4 (Figura 5).
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FIGURA 6.

Respuesta y funda-
mentos compartidos
por ES.

En esta respuesta se observa que el estudiante E4, sin generalizar,
determina correctamente que la funcién derivada de f no puede ser
representada como ella misma; de esta manera, descarta la opcién b).
Por otra parte, la caracteristica importante en su respuesta radica en
el pensamiento que lo lleva a relacionar los intervalos de incremento
y disminucién con el grado de una funcién. Asi, afirma que la funcién
fes de grado 3 pero la opcién c) es de grado 1, mostrando asi vestigios
de conocimiento acerca de la reglas de derivacién, f(x) =Ed ax’ = anx’™"
para este caso en especifico. Es importante recordar que no hay una
relacion entre el nimero de intervalos de incremento y disminucidn
con el grado de una funcién, por lo que se podria intuir que dicha no-
cion errénea sustituye en la mente del estudiante a aquella que nos
dice que una funcién de grado 7 tiene una cantidad » de raices. Sin
embargo, esto tampoco es cierto para toda funcién polinomial, pues el
numero de raices de una funcién puede ser menor a su grado. No obs-
tante dicha relacién propuesta por E4, muestra conocimiento argumen-
tando que observa en las gréficas funciones polinomiales y reconoce
el grado de dichas funciones. Como consecuencia, se le adjudica una
concepcién mental objeto a los estudiantes que presentan este tipo de

respuesta .

TR5: Nociones de la segunda derivada

La caracteristica mas importante de este Ultimo tipo de respuesta es la
insercién de términos matematicos relacionados al tema de la segunda
derivada. La Figura 6 muestra la justificacion del estudiante Es, la cual

ejemplifica el presente tipo de respuesta:
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Se puede ver que el estudiante utiliza el término céncava para tratar
de justificar su respuesta, afirmando que la concavidad de una funcién
resulta de derivarla, pero no especifica cémo su justificacion aplica a la

respuesta seleccionada. El estudiante Es pasa por alto que el término
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que introduce se relaciona de mejor manera con la segunda derivada 1,
la cual, al igual que £, nos proporciona informacién sobre la forma de la
gréfica de f. La informacién que nos presenta ayuda a determinar los in-
tervalos de concavidad. Por ejemplo, si /” (x) > 0, entonces la grafica de f
es concava hacia arriba, mientras que si f”< 0, entonces la gréfica de f es
céncava hacia abajo. El estudiante parece ignorar que, al utilizar el térmi-
no de la concavidad en su justificacion, seria més adecuado encontrar la
segunda derivada de f que la funcién ' solicitada. Se argumenta que los
estudiantes que presentan este tipo de respuesta no muestran una con-

cepcién mental objeto para esta actividad.

Anailisis de resultados

TABLA 1.

Frecuencia y porcen-
taje del grado de
correccion.

La caracterizacion de las respuestas presentadas por los estudiantes en la
Actividad 4 se realiz6 a través del andlisis cualitativo dentro de la seccién
anterior. Para el andlisis cuantitativo se tomaron como respuestas co-
rrectas aquellas que mostraran vestigios de una justificacion valida para
fundamentar que el estudiante muestra la concepcion objeto. En la Tabla

1 se muestran los resultados de acuerdo con el grado de correccién:

GRADO DE CORRECCION FrecueNcia %
Correcta 3 37.5
Incorrecta 5 62.5

Total 8 100

El grado de correccién evidencia que solo el 37.5 % de los estudiantes
logré mostrar justificaciones suficientemente estructuradas para resol-
ver la Actividad 4 analizada. Mas de la mitad de los estudiantes exhi-
ben dificultades para resolver este tipo de actividad conceptual con
un enfoque gréfico. Por otra parte, la Tabla 2 proporciona informacién
relevante sobre el tipo de respuesta utilizado por cada estudiante para

la resolucion de la actividad:



TABLA 2.

Frecuencia y porcentaje
del tipo de respuestas
observadas.

Tiro DE RESPUESTA FRECUENCIA %
TRI: Determinacién de una expresién simbélica-Recta tangente 2 25
TR2: Andlisis del grado de una funcién 1 12.5
TR3: Andlisis de intervalos de incremento y disminucién 1 12.5

TR4: Relacién de los intervalos incremento y disminucién con el grado

de una funcién 2 »
TRS5: Nociones de la segunda derivada 2 25
Total 8 100

Directa o indirectamente en su respuesta, cinco (62.5 %) de los estudian-
tes necesitan recurrir a la expresion simbdlica de la funcién para resol-
ver la actividad, ya sea determinando una expresién simbdlica (TR1) o
tratando de intuir una expresioén simbdlica a partir del grado de una
funcion (TR2, TR4). Disponer de la expresién simbdlica les supondria
una ayuda para que, mediante reglas de derivacion, puedan determinar
f" algoritmicamente. Asi, queda claro que el estudiante trata de llevar
la actividad de la representacién gréfica a la representacion simbdlica.
Estos intentos reafirman los estudios segun los cuales los conocimientos
del estudiante respecto al concepto de derivada se basan principal-
mente en las reproducciones de procedimientos mecanicos (reglas de
derivacion) para la resolucién de ejercicios (Artigue et al., 1995; Asiala et
al., 1997, Berry y Nyman, 2003; Bricefo et al., 2018; Gonzélez Garcia et al.,

2018; Londorio et al., 2013).

Por su parte, uno (12.5 %) de los estudiantes realiza una justificacién acer-
tada determinando que las funciones presentadas son polinomiales, y
posteriormente afirma que f* debe ser un grado menor que £ (TR2). Sin
embargo, el estudiante muestra deficiencias para determinar correcta-
mente la grafica de la funcion derivada, inclusive cuando su justificacion
para este caso en especifico es acertada. Esta clase de error resalta la
dificultad en la comprensién del concepto de derivada por parte de
los estudiantes debido a la flaqueza de los conocimientos previos, por
ejemplo, la dificultad para distinguir la grafica de una funcién (Gonzalez

Garcia et al., 2018).
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Conclusiones

En el presente escrito se ha caracterizado el conocimiento presentado
por estudiantes universitarios alusivo a la capacidad de relacionar una
funcién con su funcién derivada en una actividad de enfoque exclusi-
vamente grafico. Dicha caracterizacion fue lograda con ayuda del cues-
tionario diagnostico creado a partir de un enfoque de descomposicion
genética determinada para el presente trabajo de investigacién, la cual
es provista por la teoria APOE y fue de gran ayuda para seleccionar la
secuencia de actividades que permitieran analizar y caracterizar las es-
tructuras mentales utilizadas por los estudiantes para construir el con-

cepto de derivada.

La estructura mental de estudio analizada en este trabajo es la de ob-
jeto. Las justificaciones matematicas presentadas en dicha actividad
permitieron identificar varios tipos de respuestas, las cuales llevaron a
conocer como los estudiantes relacionan una funcién con su derivada
cuando se les presentan Unicamente las gréficas de fy sus posibles
f'. A partir de estas justificaciones se decidid, con fundamentos en la
descomposicion genética del concepto, si el estudiante mostraba o no
la concepcién mental objeto. Por ello, la teoria APOE fue imprescindi-
ble para el desarrollo del cuestionario de diagnéstico y, ademas, para
caracterizar el nivel de comprensién que maneja un estudiante en un

ejercicio o actividad matematica.

Los resultados de los andlisis cualitativo y cuantitativo muestran que los
estudiantes presentan deficiencias para resolver tareas donde se les so-
licite interpretar graficamente el concepto de derivada. Para este caso
necesitaban extraer informacién de una funcién presentada y con ella
determinar su derivada. Resultados como estos solo evidencian que si-
gue vigente el tratamiento algoritmico que se le da al concepto de deri-

vada en los salones de clases.

De manera general, se ha exhibido como el conocimiento algoritmico
es insuficiente para abordar ejercicios conceptuales que vayan mas alla
de la utilizacion de reglas y/o férmulas para su resolucion, pues para
ello es necesario comprender la representacion gréfica del concepto.
Urge la promocién del andlisis global de los conceptos matematicos
en los salones de clases para que el estudiante pueda confirmar la co-
herencia de su trabajo analizando los dos enfoques que suelen presen-

tar los conceptos matematicos: el algoritmico y el gréfico.



Un trabajo de este tipo busca promover las representaciones visuales
en los salones del aula para una ensefianza integra de las matematicas.
Asimismo, se entiende que este trabajo de investigacion puede ser de
ayuda para mejorar la capacidad de anticipacion en profesores, al mo-
mento de trabajar en clases con el enfoque gréfico del concepto de
derivada. Ambas razones justifican la elaboracién de material didactico
que mejore la ensefianza gréfica del concepto de derivada con el objeti-
vo de disminuir su incomprension y de anticipar las debilidades concep-

tuales que presentan los estudiantes.
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| presente estudio tiene por objetivo mostrar una propuesta didacti-

ca para promover el razonamiento algebraico en estudiantes de ba-
chillerato mediante el uso de GeoGebra. La metodologia empleada es
cualitativa y se basa en el disefio que tiene por fundamento tres ejes: di-
dactico, matematico y tecnolégico. Asimismo, este disefio considera tres
etapas: seleccion de la sucesion, adaptacion de la sucesion a un patrén
figural y generacion del patrén figural en GeoGebra. Como resultado,
se presenta el disefio de actividades referentes a patrones figurales y
su adaptacion al ambiente GeoGebra. En conclusién, los patrones fun-
cionan como una herramienta para introducir el dlgebra escolar, ya que
favorecen la notacién algebraica y estan relacionados con la nocién de
sucesion; ademas, el uso del software es un apoyo tanto para el apren-
dizaje y ensefanza del dlgebra como para el acercamiento del alumno y
profesor a esta tecnologia.

Palabras clave: GeoGebra, razonamiento algebraico, patrones, suce-

siones.

his study's objective is to present a didactic proposal to promote al-

gebraic reasoning in high school students working with GeoGebra. A
qualitative methodology, design-based research, was used because of
its foundation on three axes: didactic, mathematical, and technological.
The design considers three stages: sequence selection, adaptation to a
figural pattern and finally generation of the figural pattern in GeoGebra.
As a result, design of activities related to figural patterns and their ad-
aptation to GeoGebra's environment is presented. It is concluded that
patterns turn out to be a tool to introduce school algebra since alge-
braic notation and notion of succession are related. In addition, using
proposed software contributes teacher and student's approach to apply
technology as a support tool for learning and teaching algebra.

Keywords: GeoGebra, algebraic reasoning, patterns, successions.



El estudio

Introducciéon

del 4lgebra en los distintos niveles educativos ha sido, a través

de los afios, una asignatura que representa dificultad para los estudian-

tes, debido al caracter simbdlico y la manipulacién sintactica desprovista

de significado (Castro, 2012). Sdnchez y del Valle (2016) mencionan que,

o0 ® entre las causas de las dificultades en el dlgebra, se encuentran:
o0 0 a. Eltratamiento inadecuado de los simbolos;
e o o .
b. la falta de generalizacién aritmético-algebraica;
c. la no interpretacién del algebra como proceso de operacio-
nalizacion;
d. el uso inadecuado del lenguaje simbdlico-literal;
e. la ausencia del desarrollo abstracto.

También existen dificultades de indole operacional como:

f.

La forma de ver el signo igual (=) que influye en el rechazo de

expresiones no numeéricas como respuestas;
la notacién algebraica;

la falta de habilidad para expresar métodos y procedimientos

para resolver problemas.

El punto anterior coincide con lo que Both et al. (2017) mencionan respec-

to a la incapacidad de los estudiantes frente a problemas que impliquen
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expresiones equivalentes. Para agravar las cosas, surgen problemas re-
lacionados con la no comprensién del significado de las letras, derivada

de tareas que involucran incognitas, variables y pardmetros.

Por otro lado, Castellanos y Obando (2009) consideran que aspectos
como la naturaleza, el significado de los simbolos y las letras, el uso
inapropiado de férmulas o las reglas de procedimientos son fuente de
dificultades. Ademas, los autores afiaden que los estudiantes presentan
complicaciones al realizar generalizaciones de expresiones algebraicas,
producto del andlisis de determinadas situaciones particulares. En sin-
tesis, el desempefio de los estudiantes en la materia del Algebra sufre
carencias alarmantes. Un analisis hecho por Garcia et al. (2018) muestra
que las puntuaciones mas bajas en Matematicas se tienen en Brasil y
México, segun los resultados del Programa para la Evaluacion Inter-
nacional de los Estudiantes miembros de la Organizacién para la Coo-
peracién y Desarrollo Econémico (OCDE). Estos autores enfatizan la
necesidad de incluir politicas de apoyo a estudiantes que carecen de
habilidades basicas en matematicas en los niveles de educacion media

superior y superior.

Un factor que afecta en la falta de aprendizaje de los estudiantes,
respecto al dlgebra escolar, es la ensefianza tradicional que genera
que la interpreten como solucién de ecuaciones, factorizacion de
polinomios, analisis de funciones y gréficas (Castro, 2012). En conse-
cuencia, la ensefianza ligada a una interpretaciéon manipulativa de
simbolos y la realizaciéon de operaciones conlleva a que los estu-
diantes carezcan de comprensién en la resolucién de situaciones
algebraicas; es decir, la matematizacion de situaciones mediante
la extraccidn y el reconocimiento de las matematicas contenidas
en situaciones del mundo real, o bien una situacién diferente al
contexto simbdlico del algebra (Flores y Auzmendi, 201¢). De esta
manera, al pretender que un estudiante obtenga un alto nivel de com-
prension, es menester que pueda usar los procesos de matematizacion
que incluyen pensar, razonar, argumentar, justificar, comunicar, modelar,

plantear, resolver problemas y representarlos.

La informacion recabada manifiesta la problematica en torno al &mbito
del &lgebra, por lo cual es necesario cimentar propuestas didacticas con
bases sdlidas en el dlgebra que provean al alumno de un razonamiento

matematico. Para este proposito, se pretende elaborar actividades que
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promuevan el desarrollo de habilidades para la resolucién de proble-
mas como el anélisis, la generalizacion, la validacion y la capacidad de
utilizar diferentes métodos. Asimismo, dichas propuestas didacticas de-
ben fungir como herramientas para el docente, que sirvan en su gestién
educativa para promover la construccion del razonamiento matemati-
co. Por este motivo, es menester implementar propuestas didacticas
que permitan tanto a los profesores una adecuada gestion en el aula

como a los alumnos desarrollar el razonamiento algebraico.

Autores como Mufioz y Rios (2008) mencionan que la mayoria de los estu-
diantes, incluidos docentes, no le encuentran utilidad a varios de los con-
ceptos algebraicos. De esa manera, los docentes consideran irrelevante
la implementacién de actividades que permitan trabajar con generaliza-
ciones y posteriormente conjeturar y extraer relaciones importantes, a

partir del analisis de un caso determinado.

Al respecto, durante las Ultimas décadas se han extraido investigaciones
que apoyan la introduccién de los patrones, uno de los enfoques que
favorecen el razonamiento algebraico a través del andlisis, la generaliza-
cion, la validaciéon e incluso la necesidad de utilizar literales (Rivera, 2010;
Valenzuela y Gutiérrez, 2018); la nocién antes mencionada se despliega en
el apartado del marco teérico. De esta manera, como primer paso para
desarrollar el razonamiento algebraico en los estudiantes se encuentra
el disefio de propuestas didacticas que lo permitan. Por tal motivo, el ob-
jetivo del articulo es disefiar una propuesta didactica para el desarrollo
del razonamiento algebraico en el aula de bachillerato basada en patro-
nes a través del software GeoGebra. Es importante mencionar que este
enfoque se ha utilizado en investigaciones que van desde la primaria
(6-12 afios) hasta el bachillerato (16-18 afios) en busqueda de promover el
razonamiento algebraico, a pesar de que el disefio estd adaptado para

estudiantes de bachillerato.

Marco tedrico

Los aspectos tedricos a considerar para el disefio de la propuesta se
fundamentan en tres ejes: didactico, matemético y tecnolégico. Como
fundamento didactico se encuentra la orientacién del estudio de los

patrones. Hay que reconocer que un patrén es una regla o ley de for-
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FIGURA 1.
Patrén lineal figural.

FIGURA 2.

Patrén cuadratico

figural.

macién de una sucesion finita o infinita de objetos matematicos o no
matematicos (Carmona, 201¢). La regla se deduce a partir de una gene-
ralizacion; en primera instancia, para generalizar el patron es necesario
el anélisis de la forma en la que se dan los cambios entre cada elemen-
to, tanto de manera numérica como de manera visual; en otras pala-
bras, hay que encontrar las caracteristicas comunes entre los elementos
que se analizan (Lépez, 2016). En el estudio de los patrones destacan los
lineales, cuadraticos, numéricos y figurales. El disefio de la presente
propuesta didactica considera los patrones figurales, que proporcionan
un apoyo visual que facilita encontrar la regla general de la secuencia y
otorgan significado a los simbolos y signos algebraicos. En la Figura 1

se exhibe un patrdn lineal figural.

4 bolitas 7 bolitas 10 bolitas 13 bolitas

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

De la Figura 1 se analiza que la posicién 5 estara conformada por 16 boli-
tas y en la posicion 6 se tendran 19 bolitas. La generalizacién consiste en
determinar una regla general que permita encontrar cualquier término,
como el término n-ésimo. En este caso particular, es por medio de la

expresion (1):
a,=3n+1connen (1)

Por otro lado, se observa en la Figura 2 el caso de los patrones cuadra-

ticos figurales:

1 bolita 4 bolitas 9 bolitas 16 bolitas

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4



En la Figura 2 se analiza el arreglo en la posicién s, conformada por 25
bolitas; asimismo, la posicién 6 tendré 36 bolitas. Estas consideraciones
fundamentan que la generalizacién (la regla que permite calcular el tér-

mino n-ésimo) se exprese de la siguiente manera (2):
a,= n?connen (2)

En el caso de los patrones cuadréticos figurales, el estudiante utiliza una
estrategia funcional para describir el comportamiento del patrén. Por

ejemplo, en la Figura 2 se propone una relacion (3):
f(n) =n (3)

Por consiguiente, los alumnos lograran calcular cuantas bolitas habra en
la posicion n-ésima. Para el caso de los patrones lineales figurales, tam-
bién es factible seguir la estrategia de relacionar la posicién de la figura

y el nUmero de elementos de esta mediante la funcion afin (4).
fm=aen+bb+0) ()

Donde:

a es el patron de crecimiento;

b es el término que se mantiene constante.

En este sentido, Carmona (2016) expone las siguientes fases para definir

un patron:

— Fase 1. Describir el patrén: a los estudiantes se les dificulta co-
municar lo que han percibido, por lo que en esta etapa se su-

giere expresar la percepcién a través de pruebas en voz alta.

— Fase 2. Registrar un patrén: en esta etapa se plasman las ideas
en un lenguaje visible via simbolos, comunicacién escrita y re-
cursos graficos. Asi el estudiante podréd comprobar y modifi-

car los patrones al escribir las ideas y discutirlas.

— Fase 3. Validar la formulacién: en esta etapa se verifica la utili-

dad de la regla encontrada.

De los patrones figurales lineales y cuadraticos, la propuesta didactica
considera los patrones figurales lineales, cuya definicion se contempld
en el posicionamiento de Carmona (2016). Por otro lado, para algunos

autores como Zapatera (2018), solicitar de manera directa el término

2oz oInnr
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n-ésimo de una serie implica un reto para los estudiantes de cualquier
nivel educativo. A tal fin, el posicionamiento planteado por Zapatera (2018)
resulta apropiado para el presente articulo, por lo que se ha incorporado
al disefio de la propuesta didactica. El autor estipula las siguientes con-

signas de generalizacion:

— Una generalizacion cercana en la que se solicita calcular el va-
lor f(n) para “pequefno”; por ejemplo » = 5 puede obtenerse
mediante el recuento, utilizando dibujos o llevando el recuen-

to a través de una tabla de valores.

— Una generalizacién lejana en la que se solicita calcular el va-
lor de f(n) para n “grande” y requiere la identificacion de un
comportamiento invariante que no necesariamente se ajusta

a una regla general.

— Una expresién de la regla general que puede denotarse de
manera verbal, pero en niveles educativos avanzados tendria
que expresarse en términos algebraicos. Esta regla general

permite calcular el valor de f(») para cualquier 7.

— Un proceso inverso para encontrar el valor de la posicion (n)

dado el nimero de elementos f(n).

El fundamento matemaético asociado al estudio de los patrones es la
nocion de sucesion; cabe sefalar que una sucesion es un conjunto de
objetos, nimeros, figuras, etcétera. colocado en un orden especifico.
Hay un primer término, el cual puede denominarse «#,, un segundo a,,

1,

un tercero 4, y asi sucesivamente con “»" entero y « el n-ésimo térmi-
no; “4" es una funcién de “»" (Stewart et al., 2010). La utilidad de esta
nocion es amplia, ya que el alumno desde los primeros cursos de edu-
cacién bésica comienza a estudiar secuencias y "conforme avanza los

diferentes niveles educativos” se aproxima al estudio de las sucesiones.

Finalmente, el fundamento tecnolégico consiste en integrar GeoGebra
para comprender de manera visual el desarrollo del patrén. En este sen-

tido, Avecilla et al. (2015) mencionan que:

los estudiantes pueden beneficiarse de diferentes formas de inte-

gracion de la tecnologia, ya que nuevas oportunidades de apren-



dizaje se proporcionan en entornos tecnolégicos. Lo previo podria
proveer a los estudiantes de diferentes habilidades matematicas y
niveles de entendimiento con base en la visualizacién y explora-
cién de objetos y conceptos mateméticos en entornos multimedia

(p. 121).

La plataforma GeoGebra se desempefia como una herramienta facilita-
dora de procesos de abstraccién, ya que puede mostrar como construir
una relaciéon entre un modelo geométrico y uno algebraico (Avecilla et
al., 2015). En otras palabras, es un apoyo considerable a |la hora de trabajar
en el reconocimiento de patrones que lleven consigo a la generalizacion

de estos, pues se tiene una representacion visual de lo estudiado.

En torno a los tres ejes descritos se procedio, como primera instancia,
al disefio de la propuesta didactica de la concepcién del patrén figural,

la cual se desarrolla en tres etapas:
1. la seleccién de la sucesion;
2. la adaptacion de la sucesion a un patrén figural;
3. la generacién del patrén figural en GeoGebra.

A posteriori, en una segunda parte se propusieron consignas especifi-

cas para que los estudiantes generen acciones matematicas.

Metodologia

Se adopta una metodologia cualitativa (Leatham, 2019) de tipo docu-
mental basada en el disefio de tareas (Liang y Hoyles, 2013) y fundamen-
tada en los tres ejes mencionados en el marco tedrico. En la primera

parte del disefio de la propuesta se consideraron tres etapas:
1. la seleccién de la sucesion;
2. la adaptacion de la sucesion a un patrén figural;
3. la generacién del patrén figural en GeoGebra.

En la primera etapa de seleccion de la sucesion se determina el término

n-ésimo de la sucesion. Por ejemplo, la expresion (1):

2oz oInnr
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FIGURA 3.
Patrén figural lineal
equivalente.

FIGURA 4.

Patrén figural lineal
equivalente descom-
puesto.

a,=3n+1connen (1)

En la segunda etapa se adapta a un patrén figural, una vez determi-
nado el término n-ésimo. Por ejemplo, en la Figura 3 la secuencia se

comporta de acuerdo a la expresion (1):

4 segmentos 7 segmentos 10 segmentos 13 segmentos

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

Asimismo, el patrén de la Figura 1 también tiene el mismo comporta-
miento. De esta manera, es relevante la adaptacion de la sucesion al
patrén figural debido a la influencia del analisis visual, el cual incide en
la descripcién y el registro del patron (Carmona, 2016). Por ejemplo, para
el patron de la Figura 3 puede obtenerse la expresién (1) si visualmente
se advierte que el segmento vertical que cierra el Gltimo cuadrado es
representado por la constante “+ 1”. Es decir, en la primera posicién
hay 3 segmentos més un segmento que cierra el cuadrado (remarcado
en color morado), en la segunda posicién hay seis segmentos mas un

segmento que cierra el cuadrado y asi sucesivamente (Figura 4).

4 segmentos 7 segmentos 10 segmentos 13 segmentos

Posicién 1 Posicion 2 Posicién 3 Posicién 4

En el patrén de la Figura 1 puede analizarse visualmente la agrupacion
de bolitas. Asi, en la segunda posicién, hay dos grupos de dos bolitas
en la horizontal y sobra una bolita; en la linea vertical hay un grupo de
dos bolitas. En la tercera posicion, hay dos grupos de 3 bolitas en la
horizontal, sobra una bolita y en la linea vertical hay un grupo de tres

bolitas (Figura 5).



FIGURA 5.
Patrén figural lineal
descompuesto.

FIGURA 6.
Patrén figural cuadra-
tico en GeoGebra.
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Con la descomposicion anterior se obtiene la expresion (5) y, a su vez,

se advierte que (1) y (5) son expresiones equivalentes.
a = (2n+1)+nconnen (5)

En la tercera etapa, una vez que la sucesion fue seleccionada y adaptada
a alguin patrén figural, se procede a incorporarla en la plataforma GeoGe-
bra. A continuacion, se mostraré en la Figura ¢ la incorporacién del patron,
de manera que GeoGebra facilita el analisis visual del patrén al generar

tantos elementos de la sucesidn como se defina.

n-3 e“‘5 oL

Antes que nada, una de las limitantes del trabajo en lapiz y papel es
reproducir la secuencia de las figuras dadas. Sin embargo, GeoGebra
favorece la generacién de diversas posiciones del patrén y coadyuva a
que el estudiante valide sus propuestas para el término n-ésimo, lo que

Carmona (2016) denomina como “validar la formulacion”.

En la segunda parte del disefio de la propuesta, el planteamiento de
consignas se realizé de acuerdo a la propuesta de Zapatera (2018) sobre
determinar los términos cercanos y lejanos, el término n-ésimo y el pro-
ceso inverso. De esta manera, una tarea de la propuesta didactica logra

estructurarse de la siguiente forma:
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FIGURA 7.
Ejemplo de tarea
sobre un patrén
figural lineal.

Analiza la siguiente figura y utiliza el material dispuesto en GeoGebra para contestar las

preguntas que se te plantean:

0 [0 [0 [T

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

En la posicién 7, ;cudntos palitos habrdn formado los cuadrados adosados?
En la posicién 18, ;cudntos palitos habrdn formado los cuadrados adosados?

:Cudntos palitos habrd en la posicion n-ésima?

N e

Si tenemos 49 palitos, sen qué posicién nos encontramos?

A continuacion, se expone como resultado la propuesta didactica para el
trabajo con patrones lineales figurales, cuyo disefio fue realizado a partir

de la explicacion metodoldgica previa.

Resultados

TABLA 1.
Términos n-ésimos
seleccionados.

TABLA 2.
Figuras seleccionadas
para las sucesiones.

La propuesta didactica estuvo integrada por cuatro tareas sobre patro-
nes lineales. Como se ha descrito anteriormente, en el primer paso fue-
ron seleccionadas las sucesiones y determinados los términos n-ésimos

de cada una, como se muestra en la Tabla 1.

TERMINO N-ESIMO ExPRESION

a,=3n+1 (1)

a,=3n+1 6)
a =4n+3 @)
a =4n+4 ®)

Una vez seleccionadas las sucesiones y determinado su respectivo tér-
mino n-ésimo, como segundo paso se procede a adaptarlas a un patrén
figural. Las figuras seleccionadas para las expresiones son presentadas

en la Tabla 2.

EXPRESION Ficura

Posicion 1 Posicidn 2 Posicion 3 Posicion 4

’ P I




FiGURrA 8.
Generacién de la base
del patrén figural (1).

Posiién 1 Posicadn 2 Posicion 3 Possadn 4
Posicion 1 Posidon 2 Posicion 3 Posicion 4
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Posterior a la determinacién de la figura, se procede a su generacién
en GeoGebra, como tercer paso. En el caso de la expresion (1), fueron
implementados los comandos secuencia y segmentos de GeoGebra. Es
asi como la figura se descompuso en segmentos y programé de acuerdo
a su posicionamiento en el plano cartesiano. Asimismo, se generd la fila
de cuadrados horizontales, como puede apreciarse en la Figura 8; a su
vez, se advierte en la posicion 1 que las coordenadas de los extremos son
(0,0) y (3,0) para generar la base de la figura. Ahora bien, para la posicion
2 se tienen las coordenadas (0,0) y (5,0); por otro lado, para la posicion 3

se tienen (0,0) y (7,0).

0 1 2 3 4 (5,0)
(3,0)

Es necesario recalcar que, de continuar sucesivamente las coordena-
das, cambiaran los puntos extremos finales de las figuras, en especifico,
la abscisa que va incrementando en 2: (3,0), (5,0), (7,0), (9,0), (11,0), etc., la

cual representa el siguiente comportamiento: (2i + 1,0).

Para generar la linea superior paralela a la base, se continta con el

mismo razonamiento e identificacion de las coordenadas que van cam-

2oz oInnr
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FIGURA 9.

Comandos utilizados
en GeoGebra para la
base 1.

FiGura 10.
Comandos utilizados
en GeoGebra para la

base 2.

biando. Al llegar a este punto, se utilizaron los comandos secuencia y
segmento de GeoGebra, por lo que para la posicién 1, las coordenadas
de los extremos son (0,1) y (3,1), y la posicién 2 es (0,1) y (5,1). De esta
manera, la abscisa obtenida incrementara en 2y la ordenada se manten-
dré constante en 1: (3,1), (5,1), (7,1), (9,1), etc., representando el siguiente
comportamiento: (2i + 1,1). Asi, los razonamientos para generar estas

dos lineas en GeoGebra se aprecian en la Figura 9.

. n—=>5 :
0 ® 15
11 = Secuencia(Segmento((0,0),(2i 1 1,0)).i,0,n) :
O -~ {1,3,5,7,9 11}
12 = Secuencia(Segmento((0,1),(2i+ 1,1)).i,0,n) :
® — {1,3,5,7,9, 11}

Por otro lado, para generar las lineas verticales se siguieron razonamien-
tos similares a los previos; a su vez, fueron utilizados los mismos comandos.
De la Figura 10 se analizé que las lineas verticales tienen como coordena-
das en los extremos (i,0) e (i,1), donde i varia desde 1 hasta 2n + 1y el Ultimo
segmento, que cerrara el rectdngulo, tendrd como puntos extremos los

puntos (2n +1,0) y (2n + 1,1).

o 13 = Secuencia(Segmento((i,0), (i, 1)),i,0,2 n+1)

A4

—-{1,1,1,1,1,1,1,1}

Finalmente, la Figura 11 denota que para graficar los cuadrados apilados
en vertical se comienza con la primera linea, y para la posicion 1 se cuenta
con las coordenadas de los extremos (1,1) y (1,2); la posicion 2 tiene (2,1)
y (2,3), y para la posicion 3 es (3,1) y (3,4). Asi, la abscisa del primer punto
extremo tiene el comportamiento (n,1) y el otro extremo (n,n + 1). La

segunda linea es paralela a la primera y por consiguiente, se desplaza



FIGURA 11.

Comandos utilizados
en GeoGebra para los
cuadrados apilados en
vertical.

FiGUura 12.
Patrones generados
en GeoGebra.

una unidad hacia la derecha. Dado que estos dos puntos dependen

estrictamente de n, solo se utiliza el comando segmento de GeoGebra.

o 1 2 3 a 5 6 7

f = Segmento((n,1),(n,n + 1))

— 3

g — Segmento((n+1,1),(n+1,n+1))

®

— 3

Como Ultimo paso, para graficar las lineas horizontales que dividen este
rectangulo en cuadrados apilados, se identifica que los extremos de cada
segmento tengan el comportamiento (n,i) y (n + 1,i). A continuacién, en
la Figura 12 se presentan los disefios desarrollados en GeoGebra para

cada una de las sucesiones seleccionadas.

n=12

Expresién (6)

n=11

n=11

e rrrrrrr e rrrr P i
IEEEEEEEEEEEENEEEEEEEEE
Expresion (7)

Expresion (8)

Una vez generados los patrones en GeoGebra, son incorporadas las con-
signas y las instrucciones que guian la generalizacion. Como resultado,
una de las tareas que integra la propuesta didactica quedaria disefiada

de la siguiente forma para el caso de la expresion (1):

2oz oInnr
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TaBLA 3.

Primera tarea sobre
generalizaciéon de pa-
trones de la propuesta
didéactica.

Analiza la siguiente secuencia de figuras. Advertirds que en la primera posicién hay 4 cua-
dritos, en la segunda posicién hay 7 cuadritos, en la tercera posicién hay 10 cuadritos y en

la cuarta posicién hay 13 cuadritos:

Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3 Posicion 4

Utiliza la construccién en GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/vtwvzngw) para con-

testar lo siguiente:

En la posicién 6 y 7, ;cudntos cuadritos morados habrdn formando la T invertida?

2. En las posiciones 17 y 18, ;cudntos cuadritos morados habrin formando la T inver-
tida?

3. ;Cudntos cuadritos morados habrd en la posicion n-ésima?

4. Sitenemos 73 cuadritos morados, jen qué posicién nos encontramos?

El resto de las tareas que integran la propuesta didactica y basan sus
patrones generados en GeoGebra siguen la misma légica respecto a su

disefio (Figura 12).

Conclusiones

En definitiva, los patrones resultaron ser una herramienta eficaz para
introducir el dlgebra escolar al favorecer la notacién algebraica y por su
adecuada relacion con la nocién de sucesion. Por extension, la generali-
zacion de patrones permite al estudiante describir el patrén y comuni-
car los cambios presentados en las posiciones de las figuras. Al respecto,
también promueve la necesidad de utilizar literales para registrar el pa-
trén en su término n-ésimo. El apoyo del ambiente dindmico GeoGebra
facilita a los estudiantes validar sus posibles expresiones de la regla ge-
neral, al trazar figuras de posiciones magnas (posicién 30, posicion 10s,
etc.). Ademads, el uso del software le permite tanto al alumno como al
profesor usar este tipo de tecnologia como un apoyo para el aprendizaje

y la ensefanza del algebra.

El planteamiento de la propuesta didactica genera varias implicaciones.
En primera instancia, supone que estudiantes y docentes incorporen este
tipo de tareas matematicas con el uso de recursos tecnolégicos, como
GeoGebra. La segunda implicacion esté ligada al disefio de tareas para la

generalizacion de patrones, ya que, si se desea promover el razonamien-



to algebraico en los estudiantes, es imprescindible proponer tareas en el
aula. Por Ultimo, la tercera implicacién se relaciona con la formacién de los
profesores de matematicas, puesto que deben poseer un desarrollado cri-
terio para seleccionar o disefar este tipo de tareas. Es menester incorporar

estos elementos como parte de su conocimiento especializado.

Un punto de partida es focalizar el tipo de tareas propuestas en el aula. Al
respecto, Garcia (2019) menciona que la mayoria de las investigaciones no
se centran en la descripcion del disefio de tareas, al contrario, se presentan

como un producto finalizado para la recolecciéon de datos empiricos.

En este sentido, lo expuesto en este articulo explicita los elementos ted-
ricos y metodolégicos para disefar tareas sobre |os patrones. Al presen-
tar un disefio de propuesta didactica, existen limitados datos empiricos
que evidencien su funcionalidad; sin embargo, los diversos estudios
realizados con estudiantes proporcionan un panorama positivo sobre la
aplicacion de este enfoque de generalizacion de patrones en el aula (Ri-
vera, 2013; Kieran et al., 2016; Valenzuela y Gutiérrez, 2018). Como linea de
investigacion abierta, se sugiere la aplicacion en amplias muestras de es-
tudiantes de bachillerato. La generalizacion de patrones es un enfoque
que ha sido estudiado desde diferentes posicionamientos teéricos, los
niveles de algebrizacién de Godino et al. (2015), los estadios de gene-
ralizacion de patrones de Zapatera (2019), y bajo metodologias como
los experimentos de ensefianza e ingenieria didactica (Cetina-Vazquez
y Cabafnas-Sanchez, 2022; Aké, et al., 2014). De esta manera, la presen-
te propuesta didactica es pertinente para el estudio del desarrollo del
razonamiento algebraico, ya que abre la posibilidad de considerar di-
versos posicionamientos tedricos y metodoldgicos, asi como la incor-
poracion de elementos que permitan estudiar y fundamentar el uso de

esta tecnologia en el aula.
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. Qué somos?;docentes, profesores, formadores, educadores, maes-

tros, instructores?, ;cual es nuestro dmbito de accién? ;La edu-
cacion matematica, la didactica de la matematica, la ensefianza de la
matematica, la matematica educativa, la docencia en matematica?, ; Qué
papel deben jugar la pedagogia y la didactica en el proceso educativo
de los estudiantes, entendido como su insercién en la sociedad como
ciudadanos que contribuyen a su desarrollo?, ; el estudio de la matema-
tica en la escuela puede contribuir a este proceso? En el presente ensayo
se buscard respuesta a estas preguntas desde la perspectiva Deweyana
sobre pensamiento reflexivo y aprendizaje. La reflexién termina con el
planteamiento de las bases de un modelo de intervencién didactica que
fomenta el pensamiento reflexivo en un ambiente de tolerancia, respeto
y cooperacién; un ambiente en el que se contemplan cinco dimensiones
importantes: contenido curricular, demanda cognitiva, acceso equitati-
vo al contenido, identidad y pertenencia, y retroalimentacién formativa.
Todo en un afén de simplificar la didactica y el quehacer en el aula.

Palabras clave: ambiente de aprendizaje, educaciéon matematica,

investigacion educativa, pensamiento reflexivo.

hat are we? Teachers, professors, trainers, educators, masters, in-

structors? What is our scope of action? Mathematics education,
mathematics didactics, mathematics teaching, educational mathemat-
ics? What role should pedagogy and didactics play in the educational
process of students, understood as their insertion into society as citizens
who contribute to its development? Can the study of mathematics at
school contribute to this process? In this essay we will seek answers to
these questions from the Deweyan perspective on reflective thinking
and learning. The reflection ends with the approach of the bases of a
didactic intervention model in which reflective thinking is encouraged
in an environment of tolerance, respect, and cooperation; an environ-
ment in which five equally important dimensions are considered: curricu-
lar content, cognitive demand, equitable access to content, identity and
belonging, and formative feedback. All to simplify didactics and tasks in
the classroom.

Keywords: learning environment, mathematics education, educational

research, reflective thinking.



Tanto por el contenido como por el origen, la actividad y la mente

Introduccion

[humanas] son sociales: son actividad social y mente social... Si el
hombre es, por naturaleza, un ser social, sélo puede desarrollar su
verdadera naturaleza en la sociedad y el poder de su naturaleza
no deberé medirse por el poder de los individuos privados sino
por el de la sociedad.

Karl Marx

¢Qué somos? ;Docentes, profesores, formadores, educadores, maes-
tros, instructores? ;Cudl es nuestro ambito de accion? ;jLa educacion
matematica, la didactica de la matematica, la ensefianza de la mateméa-

tica, la matematica educativa, la docencia en mateméatica?

En alguna ocasidn, en el contexto de un congreso sobre educacion mate-
matica, un catedratico-investigador de una universidad mexicana decia
que, en el dmbito de la educacién escolarizada, un educador atiende
a nifios de preescolar, un docente a estudiantes de los niveles prima-
rio, secundario y medio superior, mientras que un profesor o maestro
es el profesional que ensefa en el nivel superior. Con respecto a la
matematica —decia—, un educador, ademas de instruir en cuestiones de
comportamiento, ensefia algunos aspectos basicos de la matematica.
Un docente se dedica, basicamente, a ensefiar matematica y su papel
como educador es minimo y va disminuyendo conforme se avanza en
los niveles escolares. Finalmente, el profesor o maestro (académico o

catedratico) dicta catedra de mateméticas en las universidades y parte



PadiuAOQ

N
S

| Facultad de Ingenieria | Universidad Auténoma de Querétaro

PadiUAQ

En el presente ensayo
se buscara simplifi-
car la didactica y el
quehacer en el aula
desde la perspecti-
va deweyana sobre

Pensamiento reflexivo
y el aprendizaje. La re-
flexion termina con el
planteamiento de las
bases de un modelo
de intervencién didac-
tica que fomenta el
pensamiento reflexivo.

de sus actividades es hacer investigacién, ya sea en el campo de su
conocimiento o en educacién. Esta visién de la docencia se encuentra
no solo en académicos universitarios, sino también en docentes de ni-

veles basicos.

Ahora bien, el término educacién matemaética se utiliza en ciertos ca-
sos como sinénimo de didactica matematica, y en otros como sindénimo
de investigacion educativa en matematica. En algunas instituciones de
educacioén superior de México y en algunos paises latinoamericanos, se
utiliza el término matematica educativa (acunado en el Cinvestav-IPN

de México) para referirse a la investigacion educativa en matematicas:

A lo largo del tiempo, las sociedades han conformado instituciones
con el objeto de incorporar las matematicas y la ciencia en la cultura
de la sociedad con la clara intencién de favorecer entre la poblacién
una visién cientifica del mundo. Este intenso proceso social de cul-
turizacion cientifica nos ha ayudado a reconocer la necesidad de im-
plementar modificaciones educativas en el campo particular de las

matemaéticas con base en disefios mejor adaptados a las practicas

escolares. Del estudio de los efectos de tales procesos se ocupa

la matematica educativa (Cantoral y Farfan, 2003).

El término educacién matemaética se refiere a lo relativo a la en-
sefianza-aprendizaje de la matematica (casi siempre en un am-
biente escolarizado). Por su parte, Espafia y Francia atribuyen al

término un significado parecido al de educacién matematica:

En los afios 70 surge en Francia la acepciéon de “Didactica de las
Matematicas” por el investigador Guy Brousseau, quien levanta
bajo este nombre una nueva disciplina cientifica que estudia la co-
municacién de conocimientos y de sus transformaciones, por medio
de una epistemologia experimental que intenta teorizar sobre la

produccién y circulacion de los saberes (Vidal, R, 2016, p. 1).



En paises como Inglaterra y Estados Unidos, se utiliza el término mathe-
matics education para hablar de cuestiones de ensefanza-aprendizaje
de la matematica o de la investigacion educativa en matematica. Por si

fuera poco, hay autores que toman los términos como sinénimos:

La mayoria de las actividades de la ME [matematica educativa] estan
relacionadas con la problemética que se presenta en el aprendizaje
y ensefianza de las matematicas. La denominacién varia de acuerdo
a las diferentes regiones geogréficas, ya que en Europa se denomi-
na didactica de las mateméticas, para los de habla inglesa Mathe-
matics Education y Educaciéon Matematica en varios paises de habla

hispana (Nieto, Viramontes y Lépez, 2009, p. 16).

Ante este panorama cobran sentido las preguntas con que inicia este
texto y se pueden resumir en lo siguiente: ;qué somos y cuél es nuestro
campo de trabajo o de actividad? En el presente ensayo, ademas de
responder a la pregunta anterior, se hace una reflexiéon sobre el que-
hacer educativo en el &mbito de la matematica y sobre el papel de la
pedagogia y la didactica en este quehacer; sobre la matematica y la
naturaleza del pensamiento matematico y, por ultimo, sobre el papel

de la matemética en el desarrollo educativo del estudiante.

Pedagogia, diddctica y educacién

En el presente ensayo se retoma la concepcién de pedagogia como
la ciencia de la educacién que describe y explica el fenémeno edu-
cativo en sus vinculos con la praxis social de humanizacién (Franco,
2012) y se entiende como humanizacién el proceso de integracion de
un individuo a una sociedad dada. Es innegable que el ser humano es
un animal social, como apuntala Marx; su esencia, aquello que lo ca-
racteriza, se desarrolla y tiene sentido en el seno de una sociedad. En
consecuencia, la sociedad es la encargada de educar (humanizar) a sus
integrantes, de forma que colaboren en su desarrollo y la enriquezcan.
Se considera, sefala Engels, que el pensamiento y la consciencia del

humano son producto de su cerebro, que a su vez es resultado de la
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FIGURA 1.

Relacién entre
pedagogia, didactica
y educacién.

naturaleza (Antidhiring, 1878, 2003). Entonces, pensamiento y conscien-
cia deben ser parte de la conexién natural: la sociedad en armonia con

la naturaleza.

Parte de la pedagogia se encarga del estudio de los fenémenos edu-
cativos en el seno de los sistemas escolarizados y tiene influencia en la
didéctica, que disefa y estudia las técnicas y las estrategias de apren-
dizaje en la escuela. En consecuencia, la escuela es fundamental en el

proceso de humanizacién de los integrantes de una sociedad (Figura 1).

Pedagogia

aporta aporta
conocimiento elementos
sobre para la

Educacién mejora la Did4ctica

a través de la docencia

En el dmbito del aprendizaje escolar de la matemética, la pedagogia
se encarga de estudiar los fendmenos educativos dentro de un aula
de matematica y aportar estrategias, métodos y técnicas para mejorar
la educacion matemética de los estudiantes, es decir, enriquecer la di-
dactica matematica. La educacion matematica es tanto el proceso de
aprendizaje de la disciplina como el cimulo de conocimiento matema-
tico del estudiante y su correcta aplicacién en multiples contextos, ya

sean escolarizados o no.

Cuando se habla de docencia, se hace referencia al quehacer de un
profesor dentro del aula; por tanto, el docente de mateméatica es el en-
cargado de fomentar el aprendizaje de la disciplina en la escuela (inde-
pendientemente del nivel educativo en el que se desempefie). Gracias
a su preparaciéon y compromiso con su labor educativa, el docente hara
una mejor practica de la didactica, incorporando elementos aportados

por la pedagogia.

Cuando se habla de didactica, se dice que su objetivo es mejorar el
proceso de ensefianza-aprendizaje: la ensefianza como actividad indis-
pensable para lograr el aprendizaje. En este sentido, se generaliza la
concepcién de didactica matematica en los términos que expresan Ar-

teaga y Macias (2016):



FIGURA 2.

Tridngulo pedagdgi-
co. Reproducido en
lbafez (2007).

La didéctica de las matematicas centra su interés en aquellos aspec-
tos que forman parte del proceso de ensefianza-aprendizaje (meto-
dologias y teorias de aprendizaje, estudio de dificultades, recursos
y materiales para el aprendizaje, etc.) de este campo de conoci-
miento, facilitando a maestros y profesores herramientas necesarias
para impartir la docencia sobre unos cimientos consistentes, orien-
tandole y guidndole en el ejercicio de su profesion en beneficio del

aprendizaje de sus alumnos.

La docencia se imparte'y los modelos de ensefanza-aprendizaje apun-
tan a mejorar las técnicas y las estrategias de ensefanza para propiciar
o fomentar un mejor aprendizaje (o un "aprendizaje significativo", como
suele decirse en el ambito). Vastos modelos se basan en el llamado trian-
gulo didactico o triangulo pedagdgico, en el que se muestran las relacio-
nes entre el saber, el profesor y el estudiante. La ensefianza es la relacién
que existe entre el profesor y el saber (el profesor ensefa el saber o
conocimiento), el aprendizaje es la relaciéon entre el sabery el estudiante
(el estudiante aprende un cierto saber) y la formacién es la relacion que
media entre el profesor y el estudiante (el profesor forma al estudiante).
En la Figura 2 se aprecia el triangulo pedagdgico disefiado por Houssaye

(1988).

Saber

Profesor Formacién  Alumno

Conceptos como transposicion didactica se acufiaron en el seno de

teorias destinadas a mejorar la ensefanza del saber:

"Impartir, dar o distribuir algo, especialmente de caracter no material: https://dle.rae.es/impartir
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...un contenido de saber que ha sido designado como saber a en-
sefiar, sufre a partir de entonces un conjunto de transformaciones
adaptativas que van a hacerlo apto para ocupar un lugar entre los

Iu

objetos de ensefianza. El “trabajo” que transforma de un objeto
de saber a ensefiar en un objeto de ensefanza es denominado la

transposicion didactica (Chevallard, 1985).

En la teoria de las situaciones didacticas de Guy Brousseau (1977) se
transforman situaciones a-didacticas (que no tienen una intencién de en-
seflanza) en situaciones didacticas (con las cuales se ensefia un cierto
saber), a través de la transposicion didactica. Por lo general, la inter-
pretacion de la teoria de Brousseau tiene un sesgo hacia la ensefianza
para mejorar el aprendizaje. En una didactica de este tipo, se parte del
supuesto de que el profesor es el experto tanto en la disciplina como
en didactica, y es capaz de hacer la transposicion didactica y ensefar el
conocimiento; es decir, el aprendizaje del contenido matematico, o de
cualquier materia, dependera de la experiencia y sapiencia del profe-

sor y de su manejo de la didactica.

Este modelo de ensefianza-aprendizaje conlleva una carga ideolégica
enorme: existe un ser superior que posee el conocimiento, los medios
y la disposicién para ensefiarlo a sus estudiantes. Este ser decide si sus
estudiantes han aprendido lo que él les ensefa y para ello los examina
meticulosamente. En caso negativo, él decide si el estudiante tiene de-
recho a seguir adelante con las materias siguientes y, en muchos casos,
su decision determina si el estudiante sigue o no con sus estudios. Este
esquema de ensefanza ha estado vigente en nuestras escuelas (en par-
ticular en el sistema superior) desde hace varios siglos, independien-
temente de teorfas constructivistas o socioculturales que dicen cémo
aprende el ser humano. El concepto de evaluacién como sinénimo de
calificacién a través de exdmenes es una prueba fehaciente de esto.
¢Podemos imaginar los niveles medio, medio superior y superior mexi-

canos sin exdmenes extraordinarios?

El esquema presentado en el parrafo anterior apunta a una educacion
elitista en la que pocos alcanzan el éxito en la sociedad; solo llegan aque-
llos que se apegan a las reglas del juego y hacen lo que se les dice, pues

de este modo sus problemas en la escuela serdn menos y la probabilidad



de éxito (medido en ingresos monetarios) mayor. En el contexto de una
sociedad democratica que vive y se desarrolla en un entorno de degra-
dacién ambiental evidenciada principalmente por fenémenos como el
calentamiento global y la extinciéon de especies animales y vegetales,
¢qué papel deben jugar la pedagogia y la didactica en el proceso de
humanizacion de los estudiantes?, ;el estudio de la matematica en la

escuela puede contribuir a este proceso?

La respuesta a la primera pregunta parte del enfoque que le demos a
la didactica y, tomando en cuenta esto, qué tiene que decir la pedago-
gia. Se empieza considerando que el binomio ensefianza-aprendizaje
no es una unidad indisoluble y que la didactica puede enfocarse en el
aprendizaje y dejar de lado la intermediaria, a menudo negativa, de la

ensefianza (o por lo menos negarle protagonismo).

En primer lugar, el profesor dejaria de ser el experto que ensefa, que
da la luz, para convertirse en un organizador y disefiador de actividades
y en un recurso mas del estudiante para el aprendizaje propuesto en el
curriculo. En segundo, el estudiante no seria un objeto susceptible para
ensefarle y del cual el profesor debe extraer evidencias del aprendizaje
mediante un examen riguroso de su conocimiento. Por el contrario, el
estudiante es un aprendiz que, mediante su desempefio y actividad en
el grupo, proporciona evidencias de su aprendizaje. Estas evidencias
las evaltan los demés integrantes del grupo (profesor y compafieros
estudiantes) que conforman una suerte de comunidad de aprendizaje,
entendida como un conjunto de personas que conviven arménicamen-
te en busca de un conocimiento comun. En tercero, al conformarse en
una comunidad de aprendizaje, es posible que el grupo fomente valo-
res como tolerancia, respeto y cooperacion en un afan por conseguir el

objetivo comun: el aprendizaje de la materia.

Por ultimo, si se forman lideres no seria por decreto o por temor, como
se da con frecuencia en una didactica centrada en la ensefianza, sino por
su capacidad de aprender y compartir su conocimiento con los demés.
Es factible que los estudiantes sean aprendices con un conocimiento
aceptable de la materia, con disponibilidad para compartirlo, y que se
identifiquen como una parte activa de la comunidad. Se tendria un es-

pacio en que la autoestima y la confianza de los estudiantes serian altas.
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La respuesta a la segunda pregunta es positiva: el aprendizaje de la ma-
temética puede contribuir al proceso de humanizacion del estudiante;
es decir, a su formacién como ser que se desempefia dentro de una
sociedad y trabaja para su desarrollo y avance con la conviccion de que
de ello dependera su propio bienestar. Para que dicha humanizacion
sea posible, es necesario hacer una reflexion sobre la matematica y la

naturaleza del pensamiento matematico.

La matemdtica y el pensamiento matemadtico

La matemética es el cuerpo de conocimiento relativo a los nimeros y
al espacio; en cuanto a los primeros, estudia sus operaciones, interrela-
ciones, combinaciones, generalizaciones y abstracciones; con respec-
to al segundo, estudia su estructura, medicién y transformaciones. Se
trata de una teoria o ciencia aplicada que explica la realidad a través
del modelado (o modelaje) matematico. Es una herramienta en la reso-
lucién de problemas en &mbitos no matematicos; constituye una meta-
ciencia en el sentido de que se estudia a si misma y aborda problemas
que surgen de la matematica; ademas, funge como un lenguaje para
comunicar informacién y aclarar ideas (Merriam Webster's Collegiate,
Dictionary, 1993; SUMEM, 2014).

El conocimiento matematico se genera a través de la accion, la ex-
perimentacién y la reflexion sobre lo actuado y lo experimentado, in-
dependientemente del uso de la matematica como teoria aplicada o
metaciencia. Se cimienta en la definicién de objetos matematicos, afir-
maciones y hechos fundamentales con respecto a la relacion entre tales
objetos que se dan por verdaderos o vélidos (definiciones y axiomas o
postulados); surge como una conjetura que debe validarse tomando en
cuenta las definiciones y los axiomas: una vez confirmada, adquiere el

rango de teorema, que a su vez comparte el mismo nivel que un axioma.

La reflexién matematica que lleva al conocimiento estd conformada por
una serie de razonamientos que constituyen lo que aqui se denomina
pensamiento matematico; por consiguiente, no es otra cosa que una
manifestacion del pensamiento reflexivo en el quehacer matematico.
Segun Dewey (1910), el pensamiento reflexivo es un razonamiento en el

que reconsideramos nuestras creencias debido a informacién nueva; se



manifiesta como una concatenaciéon de ideas en las que una de ellas es

consecuencia de la anterior.

Dewey define cinco pasos légicos del pensamiento reflexivo (Flores, 2017):
1. La sensacién de una dificultad o su percepcion.
2. Su ubicacién y su definicion.

3. Sugerencias de posibles soluciones o explicaciones en la for-

ma de hipotesis o conjeturas.

4. El desarrollo, mediante razonamientos légicos, de las impli-

caciones de las conjeturas.

5. Observacion y experimentacion mas detalladas que llevan a

la aceptacion o al rechazo de la conjetura.

Esta secuencia se conoce como razonamiento abductivo, caracterizado

por Peirce (2014) de la siguiente manera:

Se percibe un cierto hecho (H) que asombra o llama la atencién. Se
piensa: si ¢ fuera cierto, entonces estariamos observando el hecho
H, y como lo estamos observando, entonces es plausible (posible)
que c sea cierto. c es la conjetura que, de ser cierta o valida, expli-
caria el hecho H, por tanto, el siguiente paso es buscar la validez de

la conjetura.

En el desarrollo de la ciencia hay una infinidad de ejemplos de este
tipo de razonamiento. La explicacion del efecto fotoeléctrico es uno;
se observa que, al incidir cierto tipo de luz sobre algunos metales, es-
tos emiten electrones (1); si la luz, en lugar de comportarse como una
onda, se comportara como una particula (c), entonces se observaria el
efecto fotoeléctrico. En consecuencia, es factible que la luz se compor-
te como un haz de particulas. Albert Einstein publicé esta conjetura en
un texto de 1905, Heuristica de la generacion y la conversion de la luz,

cuya demostracion lo llevd a obtener el Premio Nobel en 1921.

El pensamiento reflexivo de una persona serd mas efectivo cuanta mas

informacién y conocimiento tenga. En el &mbito de la matematica, la
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aplicacion de la teorfa y la forma de argumentar y validar conjeturas
serd mejor en la medida en que el individuo avance y profundice en la
disciplina. Por tanto, cuando se habla de un pensamiento matematico
avanzado, en realidad se habla de un pensamiento reflexivo ejercido

por un individuo cuyo conocimiento matematico es avanzado.

Consideremos el siguiente episodio (que sucedié en una de mis clases):
al inicio del estudio de la geometria analitica en un curso de bachillera-
to, se pide a los estudiantes hallar una de las alturas de un tridngulo del
cual solo se tienen las coordenadas de sus vértices. El profesor espera-
ba que los estudiantes usaran la férmula para encontrar la distancia de
un punto a una recta. Los alumnos trabajaban en parejas. Uno de los
equipos obtuvo su altura aplicando la ley de cosenos al tridngulo para
obtener uno de sus angulos interiores y con el seno de este hacer el
célculo. El profesor pregunté por qué no habian usado la férmula de la
distancia de un punto a una recta, a lo que los estudiantes respondie-
ron que si lo habian considerado, pero como no tenian la ecuacién de
la recta y no estaban seguros de cémo obtenerla, decidieron aplicar lo

que sabian de trigonometria.

¢Cudl de los dos procedimientos es mas efectivo? ;De haber sabido
cémo encontrar la ecuacion de la recta teniendo dos de sus puntos,
habrian usado la férmula? ; El razonamiento que usaron los estudiantes
para resolver el problema es mas avanzado o complejo que si hubieran
usado la férmula? La cuestién es que el conocimiento provee recursos
para que el pensamiento reflexivo sea mas efectivo; no hay escalas en

el pensamiento reflexivo (o en el pensamiento matematico).

En este tenor, se suele dividir el pensamiento matematico en varios ti-
pos: numérico, algebraico, geométrico, variacional, probabilistico, etcé-
tera. Si consideramos que, para su estudio, la matematica es un Unico
cuerpo de conocimiento que se divide en ramas, como la geometria, la
trigonometria o la topologia, entonces no tiene sentido dividir el pen-
samiento matematico en una miriada de pensamientos que sélo vienen
a complicar el panorama de la didactica y de la educacién matematica:
el pensamiento matematico es uno y se manifiesta con caracteristicas

diferentes dependiendo de la rama en que se aplica.

Otra cuestion importante es que el conocimiento generado por el pen-

samiento reflexivo puede ser adoptado socialmente y utilizado en la



medida de su efectividad. Por ejemplo, en una actividad de preescolar
(Brizuela, 2013), estudiantes entre 3.5y 4 afios tenian que dividir algunas
figuras geométricas en cuatro partes iguales. Una de las estudiantes
se dio cuenta de que si trazaba una cruz sobre la superficie que queria
dividir, podria obtener cuatro partes iguales. Usé este procedimiento
en sus actividades y le explico a sus compaferos: méas adelante, la tota-
lidad de los integrantes del grupo usaban lo que ellos llamaron la regla
de la cruz para dividir figuras en cuatro partes iguales. Las figuras que
usaron fueron circulos, rectangulos y cuadrados, por lo que la regla se

podia aplicar sin problemas.

La regla de la cruz no es una regla general, y es facilmente refutable si
usamos figuras asimétricas, pero ese no es el punto a resaltar en este
caso, sino que una conjetura (la regla de la cruz o cualquier otra) es
valida en la medida que se pueda aplicar para resolver problemas o
explicar fenémenos. De hecho, dejé de tener vigencia cuando, al final
de la actividad, se partié un pastel que habia que repartir proporcio-
nalmente entre 10 personas: 9 estudiantes y la maestra. Una situacion
similar es la que retoma Lakatos en su ensayo Pruebas y refutaciones
(1976), el cual es una ilustracion del pensamiento reflexivo en el seno de

una sociedad matemética a lo largo de varios siglos.

En resumen, el pensamiento matematico juega un papel relevante en la
generacién y en la validacion de conocimiento matematico. El razona-
miento abductivo es, en la mayoria de los casos, el detonante del pen-
samiento reflexivo. Una vez planteada una conjetura como explicacion
plausible de nuestra observacién o nuestro resultado, buscamos validar-
la mediante procedimientos inductivos y deductivos en lo que llamamos
esquemas de argumentacion (Flores, 2007; 2017). Ahora bien, es hacedero
fomentar y desarrollar el pensamiento reflexivo en un dmbito escolar. El
estudio de la matematica es uno de los vehiculos que conducen a este
desarrollo y, a su vez, el uso del pensamiento reflexivo facilita enorme-
mente el aprendizaje de la matematica. Es decir, ambas nociones con-
forman un circulo virtuoso que se optimizaria si la docencia estuviera

fundamentada en una didéctica centrada en el aprendizaje.
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Educacién matemdtica y diddctica

Al inicio del presente texto se definié la educacién matematica como el
proceso de aprendizaje de la matematica, el bagaje de conocimiento

matematico que posee un individuo y su correcta aplicacion.

En una didactica centrada en el aprendizaje se consideran dos aspectos
primordiales: las actividades y el ambiente de aprendizaje. Para que, sin
importar su nivel educativo, los estudiantes tengan una buena educacion
(apliquen el conocimiento matematico de manera correcta) se toman en
cuenta las cuatro funciones de la matemaética en el desarrollo de las acti-
vidades de aprendizaje en el aula: herramienta, ciencia o teorfa aplicada,
metaciencia y lenguaje. Para su estudio y aplicacién, se pueden clasificar
las actividades de aprendizaje como actividades de exploracién y forma-

cién de conjeturas, resolucién de problemas y modelado.

El primer tipo de actividades, por lo general, se da en el dmbito de la
geometria y refuerza el desarrollo del pensamiento reflexivo en cuanto
al uso de esquemas de argumentacion en la validacion de conjeturas.
El segundo tipo de actividades fomenta el desarrollo de heuristicas de
resolucion de problemas y la aplicacion de algoritmos. Al final, en las ac-
tividades de modelado se pone énfasis en la aplicacion de la matemética

para la explicacion de fendmenos naturales o no, matematicos o no.

Los elementos de la clasificacion no son mutuamente excluyentes;
es decir, se pueden tener actividades donde predomina el modela-
do, pero esto no descarta la formacién de conjeturas ni la resolucién
de problemas de aplicacion; la clasificacion obedece al énfasis que se
pone en alguno de los aspectos sin obviar los otros. A modo de ejem-
plo, se propone la siguiente actividad disefiada a partir de un problema

clasico de optimizacion en calculo diferencial.

Se pide a los estudiantes que doblen una hoja rectangular de papel
de modo que una de las esquinas superiores quede justo en el borde

inferior (Figura 3).



FIGURA 3.
Hoja doblada.

Como se aprecia en la Figura 3, al plegar la hoja se forma el triangulo
rectangulo resaltado, cuya drea depende de la ubicacién de la esquina
superior en el borde inferior. La primera pregunta que se puede plan-
tear es: ;como varia el area del tridngulo con respecto a la longitud del

lado formado por el borde inferior de la hoja?

Quien realice la actividad puede hacer el siguiente razonamiento: el
area del tridngulo estd en dos dimensiones y la longitud del lado in-
ferior es una dimension; por tanto, el drea serd una funcién cuadratica
con respecto al lado, y debera entonces enfocarse a validar su conjetu-
ra, para lo cual debe resolver el problema de expresar el area en térmi-
nos de la longitud del lado. También se podria considerar la actividad
como el estudio del fenémeno que aparece cuando se dobla la hoja,
en particular, hallar el modelo matemético que exprese la variacion del
area como funcién de la longitud de uno de sus lados. Si ademas se
pide la simulacién de la hoja doblada con un software de geometria di-
namica (GD), la actividad adquiere una dimensién diferente en la que
las posibilidades de accién aumentan: por ejemplo, el conocimiento
geométrico (y del software) necesario para construir un modelo que
resista la prueba del arrastre, o la posibilidad de medir &rea y lado, gra-
ficarlos en un sistema de coordenadas y ajustar la curva que mejor se

adapte a los puntos.

La otra pregunta que se plantea es: ;qué medida debe tener el lado
del triangulo para que su area sea méxima? El resultado se puede hallar
explorando la funcién con el software de GD o utilizando el concepto

de derivada de una funcidn, si se estd en un curso de Calculo.
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En todas las actividades es importante que los estudiantes expliquen y
justifiquen sus resultados y estrategias de modo que convenzan a sus
compaferos y docente. Asi, actividades como la anterior ponen a prue-
ba el conocimiento del estudiante y le hacen formar conjeturas, explorar
posibles explicaciones y resolver problemas; el conocimiento se optimi-

za si se tiene el ambiente de aprendizaje propicio.

Ambiente de aprendizaje

La adquisicién del conocimiento (o aprendizaje) se da actuando sobre
aquellos objetos que se quieren conocer, reflexionando sobre ellos
y sus relaciones con otros objetos; este es el principio que llamamos
aprender haciendo. Para que el principio sea efectivo, debe tener un
ambiente de aprendizaje adecuado donde el estudiante se sienta se-
guro de si mismo, comodo y parte de la comunidad que se forma en el
aula. Tal comodidad se logra si se fomentan tres valores fundamenta-

les: tolerancia, respeto y cooperacion (Flores y Gomez, 2009).

Tolerancia. Es la capacidad de aceptar las cosas y a las personas por
lo que son. Se asume que la tolerancia es la virtud de considerar y, en
su caso, aceptar las ideas de los demas, lo que lleva a una convivencia
armonica en la que se eliminan prejuicios acerca del género, la raza o
las preferencias sexuales. La tolerancia y el respeto estan en la base de

la no discriminacion.

Respeto. Es el reconocimiento del derecho a ser de las personas, los
animales y las cosas; con respecto a las personas, se trata del recono-
cimiento, ademas, de su dignidad. Implica una actitud de tolerancia y
reconocimiento a las personas, la sociedad y la naturaleza. El respeto
debe empezar por el propio individuo: respeto a nuestro cuerpo y al
entorno. En el aula, entrafia que el estudiante se pueda expresar libre-
mente, sin temores y con una confianza absoluta de que sera escucha-
do y sus ideas tomadas en cuenta y debatidas, si es el caso. El respeto y

la tolerancia reportan un aumento en la autoestima de los estudiantes.

Cooperacion. Es el trabajo conjunto para el logro de metas comunes.
El objetivo de la cooperacion es el beneficio mutuo; en el estudiante,

involucra la capacidad de hacer de lado sus ideas y propuestas, cuando



sea necesario, con el fin de alcanzar los objetivos comunes de aprendi-

zaje propuestos en el curriculo.

Un ambiente de aprendizaje en el aula donde haya tolerancia, respeto
y cooperacién se convierte en una comunidad de aprendizaje en que
todos sus integrantes se esfuerzan por lograr un fin comun: la adqui-
sicién del conocimiento. El ambiente de aprendizaje debe tomar en
cuenta las dimensiones que lo componen (Schoenfeld, 201¢): contenido
curricular, demanda cognitiva, acceso equitativo al contenido, identi-

dad y pertenencia, y retroalimentacién formativa.

Contenido Curricular. Se refiere a la tematica, los aprendizajes, las es-
trategias de aprendizaje y los objetivos contemplados en el curriculo
acorde con el nivel educativo del que se trate. En un buen ambiente
de aprendizaje, las actividades contribuyen al desarrollo de los estu-
diantes como pensadores reflexivos, flexibles y con recursos teéricos
para afrontar cualquier situacién. En un curriculo matematico donde las
actividades estan muy dirigidas, los estudiantes sélo cumplen con ins-
trucciones y érdenes, y hay poco espacio para la discusion, el anélisis,
la exploracion y la reflexion; un ambiente asi no contribuye a un buen

aprendizaje.

Demanda Cognitiva. Se refiere al grado de complejidad con que se
debe manipular la informacion y los conceptos disciplinares en las ac-
tividades de aprendizaje. La demanda cognitiva de las actividades debe
ser tal que impliquen un reto para el estudiante sin llegar a imposibles.
No es lo mismo solicitar que se despeje la incognita de la ecuacion 1.5 x +
300 = 2000 que preguntar: jen cuanto tiempo se llenara un tanque de 2000
litros de agua si se empieza a llenar a razén de 1.5 litros por segundo,
tomando en cuenta que tiene 300 litros al comenzar a llenarse? Y pedir
una explicacién de por qué se cree que la respuesta es correcta. Un buen
ambiente de aprendizaje seria aquel donde la demanda cognitiva de las
actividades fuera la adecuada respecto al nivel educativo y el esfuerzo
cognitivo de los estudiantes para que al ejecutarla permita el avance en

su conocimiento.

Acceso equitativo al contenido. Se refiere a las oportunidades que tie-
nen los estudiantes para aprender. Un ambiente de aprendizaje equita-

tivo debe permitir y fomentar la participacion de todos los estudiantes
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en las actividades de aprendizaje. El trabajo en equipo ayuda con mu-
cho a establecerlo, asi como la supervision continua del profesor. En
un ambiente de aprendizaje equitativo se dejan de lado prejuicios con-
cernientes a género, raza, religién, preferencia sexual o estatus social,
y se da voz a todos los integrantes de la comunidad. La tolerancia, el
respeto y la cooperacién son los mayores valores en la convivencia de

sus integrantes.

Identidad y pertenencia. Se refiere al grado en que un estudiante se
siente identificado con el ambiente de aprendizaje y parte de la comu-
nidad conformada por el grupo. Parte de esta identidad tiene que ver
con la concepcién del estudiante sobre si mismo como un buen apren-
diz, dispuesto a compartir su conocimiento con los otros estudiantes y
a recibir ideas y comentarios de otros aprendices como él. El ambiente
de aprendizaje debe fomentar la autoestima del estudiante y su capa-
cidad como aprendiz efectivo. Una persona que se identifica con una
sociedad y se siente miembro de ella se convierte en un agente de su

desarrollo.

Retroalimentacién Formativa. Se refiere a las actividades y a la informa-
cion que el profesor lleva al aula como productos de una evaluacion.
Los resultados de la evaluacién en el aula sirven para identificar erro-
res y debilidades en el aprendizaje; la retroalimentacién formativa sirve
para eliminar debilidades y corregir los errores mediante lo que deno-
minamos intervenciones de retroalimentacioén, y a mediano y largo pla-
zo serviria para mejorar la edicion posterior del curso y prepondedaria

cambios en el curriculo (Gémez, 2022).

En un aula de clase fundamentada en una didactica centrada en el
aprendizaje de los estudiantes, uno de los papeles que asumiria el pro-
fesor seria como organizador de un ambiente de aprendizaje que tome
en cuenta estas cinco dimensiones. El profesor buscara un equilibrio
entre ellas: el papel del profesor cambia para convertirse en un organi-

zador, disefiador y evaluador de actividades de aprendizaje.

El papel de la evaluacién

La evaluacién en una didactica centrada en el aprendizaje adquiere un

papel crucial en la mejora del desempeno del estudiante: se transfor-



ma en el proceso de obtencion de evidencias sobre el aprendizaje con
el fin de mejorarlo y fomentarlo. Para que sea mas efectiva se debe
tomar en cuenta cémo el ser humano adquiere su conocimiento en una

sociedad, en términos del desarrollo de su pensamiento reflexivo.

Para el profesor, la evaluacién debe ser un indicador de la efectividad
de las actividades de aprendizaje que propone al grupo, de la perti-
nencia del curriculo que estd poniendo en marcha y del desarrollo del
aprendizaje del estudiante. La retroalimentacién formativa es funda-
mental en la evaluaciéon del profesor. Para el estudiante, la evaluacion
serd una oportunidad para corregir errores y actitudes, para mostrar
el grado de adquisicién de su conocimiento y para afianzar su auto-
estima. El sentido de identidad como un aprendiz efectivo y de perte-
nencia a la comunidad de aprendizaje en que se conformé el grupo es
resultado de una evaluacién positiva del estudiante sobre sus propios

desarrollo y desempefio.

Un aspecto importante de la evaluacion del aprendizaje que hace el
profesor tiene que ver con la retroalimentacién formativa. Esta labor
llega al aula como intervenciones de retroalimentacion, que son la serie
de actividades, presentaciones y ejercicios encaminados a eliminar los
errores detectados durante las actividades de aprendizaje. La puesta
en practica de estas intervenciones lleva, a mediano plazo, a mejorar
ediciones posteriores del mismo curso y, a largo plazo, a sugerir cam-
bios en el curriculo. La retroalimentacion formativa se convertiria en
la base para realizar las revisiones y los cambios curriculares con pro-
puestas surgidas directamente del aula, en contraposicion al proceso
actual, en el que las reformas curriculares son hechas a sugerencia de
organismos internacionales o por iniciativa de las autoridades guberna-
mentales. Para que esto sea efectivo, es necesario que la labor docente
deje de ser una actividad aislada y se lleve a cabo en colegiados de

profesores de la misma materia y de materias de otras areas.

Como algo secundario, la evaluacién dara informacion para asignar una
nota o calificacién al estudiante, y la comunidad tendria voz y voto en la
asignacion de tales notas; no es el profesor quien decide si el estudian-

te ha aprendido y tiene derecho a seguir en cursos posteriores.
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Reflexiones finales

La pedagogia es el cuerpo de conocimiento que se encarga del estudio
de los fendmenos educativos; por su parte, la didactica es el conjunto de
métodos, técnicas y estrategias encaminadas a mejorar la educacién

escolar del estudiante a través de la docencia.

En un afan de simplificacion, se considera que un educador, profesor,
maestro o docente (prefiero no utilizar el término instructor) es todo
profesional dedicado a mejorar la educacién en un ambito escolar, no
debe haber distinciones entre ellos. Un buen docente, sin importar el
nivel educativo en el que se desempefie, es aquel que siempre bus-
ca mejorar su praxis mediante el estudio, la investigacién y el trabajo
colegiado. Lo que se ha dado por llamar Matematica Educativa no es
otra cosa que la investigacion educativa en el &mbito del aprendizaje
de la matematica (es decir, es parte de la pedagogia, y tal vez seria mas

correcto llamarla Pedagogia Matematica).

En Ultimas, no deberiamos confundir educacién mateméatica con didac-
tica de la matematica, pues la primera se refiere al conocimiento mate-
matico y el uso correcto que le da un individuo, mientras que la segunda
trata sobre formas de aprender matemaética en un contexto escolar (prin-
cipalmente el aula). En la actualidad, el sistema educativo alecciona al
estudiante y lo prepara para obedecer las reglas sin someterlas al escru-
tinio del pensamiento reflexivo (ha servido para instruir al estudiante).
La escuela deberia ser el conducto por el cual la sociedad prepare a sus
integrantes para servirla y mejorarla; la escuela debe ser el vehiculo por
el que el ser humano se integre a la sociedad (se humanice). Por tanto,
si se quieren fomentar los valores de una verdadera democracia que nos
lleve a un régimen social de convivencia pacifica y desarrollo arménico,
tanto la pedagogia como la didactica deberian estar encaminadas al lo-
gro de tales objetivos dentro y fuera de la escuela. La escuela debe con-
tribuir a la humanizacién de los individuos, no instruirlos, adoctrinarlos ni

domesticarlos.

Es posible lograr lo anterior si cambiamos el paradigma de didactica
centrada en la ensefianza-aprendizaje por una didactica centrada en
el aprendizaje (hablar de una didactica centrada en el profesor o en el
estudiante no tiene sentido, pues toda didactica se centra en el estu-
diante: el aprendizaje del estudiante es el objetivo Ultimo de toda di-

dactica), en la que el grupo escolar se convierte en una comunidad de



aprendizaje con un objetivo comun: el aprendizaje del conocimiento

propuesto en el curriculo.

¢ Como se traduce esto en el contexto de la educacién matematica? Si el
ser humano aprende mediante sus acciones y la reflexién sobre tales,
entonces, en la escuela el estudiante debe manipular los objetos mate-
maticos y reflexionar sobre sus acciones y descubrimientos. El profesor
es el organizador del ambiente de aprendizaje y el mediador entre el
conocimiento y su aprendizaje. Su papel no es ensefar el conocimien-
to, sino propiciar la reflexion sobre lo que se hace y esta reflexion es la
que lleva al conocimiento. La evaluacién debe servir para obtener evi-
dencias de lo aprendido con el fin de mejorar los aprendizajes, nunca

debe tener un caracter punitivo o ser motivo de chantaje.

El conocimiento es util en la medida en que se acepta por los demés
y ayuda a entender la realidad y a resolver problemas. Por tanto, las
acciones y las reflexiones en el aula deben hacerse de manera colec-
tiva, ya sea en equipos pequefos o en sesiones plenarias. De mane-
ra individual, cada estudiante decide si el fragmento de conocimiento
analizado y discutido es Gtil 0 no, o si debe considerarlo en el futuro: el

aprendizaje, a fin de cuentas, es un acto privado (Juarez, 2015).

En el &mbito escolar, el andlisis y el estudio de los objetos matemati-
cos y sus relaciones contribuyen, en gran medida, al desarrollo del pen-
samiento matematico, mismo que es considerado una manifestacion
del pensamiento reflexivo de argumentacién mediante actividades de
formacién de conjeturas y su validacion. En consecuencia, tendra ele-
mentos para realizar demostraciones matematicas, pero también ten-
dré elementos para abordar problemas y situaciones fuera del &mbito

matematico que le darian mayores recursos para tomar decisiones.

Una comunidad de aprendizaje eficiente se basa en tres principios o
valores fundamentales: tolerancia, respeto y cooperacion, valores esen-
ciales para convivir de manera pacifica, democratica y equitativa. Los
estudiantes que trabajan en un ambiente con estas caracteristicas se
sienten seguros y acogidos por su comunidad y, por consiguiente, son

elevadas las tasas de su aprendizaje.

Para que toda docencia sea efectiva, y en particular aquella sustentada
en una didactica centrada en el aprendizaje, es necesario tener una pla-
neacién didactica conjunta y hacer trabajo colegiado; de este modo, el

quehacer docente dejaria de estar aislado y se trabajaria en el disefio
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de estrategias de aprendizaje comunes. Esta labor conjunta se enri-
queceria mas si el trabajo colegiado fuera hecho por profesores de las
materias que conforman el curriculo, y si el mismo curriculo se disefiara
tomando en cuenta las necesidades comunes de todas las materias. De
este modo, seria posible que todos avancen en la direccion propuesta
y no suceda, como es el caso en la mayoria de las escuelas, que cada
profesor tire en una direccién distinta y, en vez de avanzar, sélo se cami-
ne en circulos sin llegar a ningun lado. En muchas ocasiones, lo que un

profesor avanza en un cierto curso lo deshace el profesor del siguiente.

La investigacion educativa en el aula, junto con la experiencia del profe-
sor, deberia ser el motor (o uno de los motores) que ponga en marcha
el aprendizaje de nuestros estudiantes en todos los niveles. La instru-
mentacion de una didactica centrada en el aprendizaje, via la evalua-
cion en el aula y la retroalimentacion formativa, seria la base para que
el propio docente haga la investigacién necesaria y deje de ser el téc-
nico que aplica los resultados. Las recomendaciones hechas por terce-
ros muchas veces provienen personas que nunca han pisado un aula de

clase del nivel en el que se hacen dichas sugerencias.

La mayoria de las investigaciones educativas se hacen en el contexto
de un posgrado en educacién y sélo han servido para que se obtenga un
grado o para que el asesor del trabajo obtenga créditos que lo posicionen
mejor como investigador (un nivel mas alto en el Sistema Nacional de
Investigadores, si hablamos del contexto mexicano) y obtenga una mejor

remuneracion y un mayor prestigio; es decir, tiene un valor utilitario.

El principal obstaculo para instrumentar una didéctica centrada en el
aprendizaje es la resistencia de la mayoria de los docentes con los que
he interactuado: no conciben, o no les convence, un aprendizaje sin la
mediacién de su ensefanza. Es dificil abandonar nuestra zona de como-
didad y adentrarse en los terrenos pantanosos de lo nuevo y lo desco-
nocido. En este sentido, se vuelve imperativo un programa de formacién
docente que tome en cuenta los principios de la didactica centrada en el
aprendizaje, y que los esfuerzos hechos por unos pocos no se vean opa-
cados por la ensefianza tradicional, disminuyendo sus probabilidades de

éxito a casi cero.

Como dijo alguna vez un buen colega uruguayo: jEs barbaro lo que los

gurises (muchachos, nifios) pueden hacer si vos los dejas, che!
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E este trabajo se presenta una caracterizacion y tipificacién de los

errores mas comunes que cometieron los alumnos del CECYTEM
al resolver expresiones lineales de una variable en tareas del area
fisico-matematica. Para llevar a cabo esta investigacion se aplicé a
una muestra de treinta alumnos una prueba diagndstica a través de una
hoja impresa el 16 de febrero de 2023 en las instalaciones del plantel
Acambay. Algunas dificultades encontradas por parte de la caracteriza-
cién fueron: buscar al azar el valor de la incégnita y asociar el nimero
que acompana a la incégnita como su valor. Asimismo, por parte de
la tipificacion se hallé6 que los errores se deben a: formacion deficien-
te, inflexibilidad de pensamiento, deducciones Iégicamente invalidas,
problemas de lenguaje matemético, conceptos distorsionados y falta de
comprobacién del resultado.

Palabras clave: caracterizacién de errores, ecuaciones lineales de una

variable, tipificacion de errores, transformacion de expresiones.

his paper presents a characterization and typification of the most

common errors committed by CECYTEM students when solving lin-
ear equations of one variable in physical-mathematical field tasks. To
carry out this research, a printed diagnostic test was applied to thirty
students on February 16th, 2023, at the Acambay school facilities. Some
difficulties found by the characterization were: randomly attempting to
determine the value of the unknown, and associating the number that
appears next the unknown as its value. Additionally, according to the
error typification, it was found that the errors are due to: poor learning,
inaccuracy of thought, illogical deductions, math language problems,
unintelligible concepts and lack of results verification.

Keywords: characterization of errors, linear equations of one variable,

error typification, transformation of expressions.



Introduccion

A menudo los profesores piensan que los alumnos siguen de forma pun-
tual la metodologia instruida para resolver problemas dentro del aula de
clases; sin embargo, esto no siempre pasa debido a que frecuentemente
los aprendices emplean su propia técnica para dilucidarlos. Cuando el
oo profesor revisa el medio utilizado para dar solucién a estos problemas,
00 casi siempre se percata de que existen procedimientos inadecuados
PRPRPS e inconsistentes, y afirma que los estudiantes han presentado errores
(Brousseau et al., 1986). Dada esta situacion, surge la siguiente pregun-
ta de investigacion: jcudles son las causas de los errores (tipificar) que
manifiestan los estudiantes al resolver expresiones de una variable en

tareas del drea fisica-matematica?

En este articulo se presenta una caracterizacion y una tipificacion de los
errores mas comunes que cometen los alumnos del Colegio de Estu-
dios Cientificos y Tecnoldgicos del Estado de México (CECYTEM) Plantel
Acambay, cuando intentan resolver expresiones lineales de una variable

en tareas del area fisico-matematica.

Marco tedrico

La tipificacion de errores que se muestra en este trabajo estd basada en
las clasificaciones propuestas por Radatz (1980) y Movshovitz-Hadar et al.
(1987). Se eligieron estas clasificaciones porque describen las caracteris-

ticas de los errores que presentaron los alumnos en esta investigacion.
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Por una parte, el primer autor establece la siguiente clasificacion:

— Errores causados por inflexibilidad de pensamiento. Se pre-
sentan cuando los alumnos intentan resolver problemas nue-
vos utilizando algoritmos o técnicas que les fueron de utilidad
en la solucién de ejercicios previos, aqui los estudiantes no

permiten el procesamiento de la nueva informacion.

— Errores provocados por problemas de lenguaje. La ausencia
de conocimiento de la sintaxis o semantica que esta presente

en un escrito matematico es sin duda la raiz de diversos fallos.

— Errores debidos a formacion deficiente. Aqui se incluyen los
errores causados por la falta de conceptos previos y por una
ensefanza incompleta de técnicas, algoritmos o procedimien-

tos para resolver ejercicios matematicos.
Por otra parte, la clasificacién del segundo autor incluye:

— Deducciones légicamente invélidas. Errores derivados de fa-
lacias de razonamiento, ya que el resultado propuesto no tie-

ne relacién légica con el problema planteado.

Eil st TEbe]e e — Conceptos distorsionados. Errores causados por la alteracion
presenta una caracte-

rizacion y tipificacion
de los errores mas salmente y se reescriben de forma incorrecta para posterior-
comunes que come-

de leyes, teoremas o férmulas que estan establecidas univer-

tieron los alumnos del mente hacer uso de ellas.

CECYTEM al resolver
expresiones lineales — Falta de comprobacion del resultado. El no verificar la solu-
de una variable
en tareas del area
fisico-matematica. tido por los alumnos.

cion encontrada en los ejercicios es un error prevalente come-

Es importante mencionar que un error puede ser causado por mas
de una razén, ya que el alumno puede deducir un resultado inco-

rrecto por formacion deficiente o por distorsionar alguna nocién.

Metodologia

Para obtener la caracterizacion de errores se abordaron los siguientes

pasos:



TABLA 1.
Ecuaciones conte-
nidas en la prueba

diagnéstica.

Se disefié el instrumento para la recoleccién de datos (prue-
ba diagndstica), en el que se elicito la solucion de seis ecua-
ciones lineales de una variable del drea de matematicas, y dos
despejes de una ecuacion lineal (férmula para calcular veloci-
dad en funcién de distancia y tiempo) del area de fisica. Las

ecuaciones que se pidieron resolver se muestran en la Tabla 1.

Ne Ecuacion 'VARIABLE POR DESPEJAR
1 4x=2=x+6 x
2 4y-3=1-y y
3 4x-9x=6-2 x
4=5
4 P x
2-3-1
5 = x
6 3(+5) =8 x
7 o d
t
8 v=d t
t
2. Se invitd a participar en la investigaciéon a una poblacién de
150 alumnos del CECYTEM, de los cuales se trabajé con una
muestra de treinta estudiantes que decidieron participar de
manera voluntaria.
3. Seimprimié la prueba diagnostica y se aplicé de manera indi-

vidual a los treinta alumnos en las instalaciones del colegio el
16 de febrero del afio 2023. Se dio la instrucciéon especifica de
que, ademas del desarrollo matematico necesario para dar
solucion a los ejercicios, redactaran por escrito cada paso que
estaban dando y justificaran por qué lo estaban haciendo; la

aplicacion tomé un tiempo de dos horas.

Resultados, anilisis y discusién

A continuacion, se exponen las caracteristicas de los errores encontra-

dos al aplicar la prueba diagnéstica y una tipificaciéon de los mismos

2oz onnnr
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TaBLA 2.

Errores causados por
inflexibilidad de
pensamiento.

con base en la clasificacién dada por Radatz (1980) y Movshovitz-Hadar

et al. (1987).

En la Tabla 2 se muestran errores causados por inflexibilidad de pen-
samiento. Las caracteristicas encontradas para esta tipificacién son las
siguientes: los alumnos buscan tener la incégnita del lado izquierdo de
la igualdad o en el numerador, como se muestra en los tres primeros
ejemplos; por otro lado, cuando intentan solucionar las Ecuaciones (7)
y (8) mencionan que necesitan conocer los valores de v, dy t para po-
der resolverlas (Ejemplo 4) o solo colocan valores numéricos al azar en
la ecuacién y afirman que esta solucionada (Ejemplo 5). Otro error que
manifiestan es asociar el nimero que acompafia a la incégnita como su
valor (Ejemplo 7) o asignarle un signo a una variable equivocada, como

se ilustra en el Ejemplo s.

EjEmpLO A PARTIR DE: Los ALUMNOS CONCLUYEN:
] 4-5 xh=_5_
2x—1 2x-1
2 1 x
X

3 I=3 (-3)(3) =x

X
4 v=d,d=? ved d=? t=2

t
5 v=d, t=? v= 52

2 3
6 5x=2 ”=%
7 x+6 x=06
8 4x = x + 4 restar x de ambos lados x—4dx=x+4-x

Por otra parte, en la Tabla 3 se exhiben ejemplos de errores causados por
problemas de lenguaje. Las caracteristicas para esta tipificacién son las
siguientes: los alumnos manifiestan una interpretacion errénea de la
semantica en Sx 4, ya que esta expresién no representa un producto
aritmético pero ellos asi lo concluyen (Ejemplo 1). También exponen
una semantica diferente al afirmar que la v de velocidad representa
el simbolo de “variable” (Ejemplo 2), y evidencian lenguaje algebraico
incorrecto cuando describen de forma escrita el procedimiento que si-

guieron para resolver los ejercicios (Ejemplo 3).



TABLA 3.

Errores provocados
por problemas de
lenguaje.

TABLA 4.
Errores debidos a
formacién deficiente.

EjEMPLO A PARTIR DE: Los ALUMNOS CONCLUYEN:
1 5x 4 20
2 v - velocidad v - variable
3 Juntar términos semejantes Factorizar términos semejantes

En la Tabla 4 se exhiben errores causados por formacién deficiente. Las
caracteristicas encontradas en esta tipificacion son las siguientes: los es-
tudiantes manifiestan falta de conocimientos en operaciones con térmi-
nos semejantes (Ejemplos 1-8) y dificultades al trabajar con operaciones
aritméticas basicas (Ejemplos 9-12), con la aplicacién correcta de la pro-
piedad distributiva (Ejemplos 13-14) y con el dominio de operaciones al-

gebraicas (Ejemplos 15-25).

E]EMPLO A PARTIR DE: Los ALUMNOS CONCLUYEN:
1 —y— 4y 3y
2 4x+ 2 4+ 2x
3 4y-3 4-3
4 4x+ 2 4x+2
5 4y-3 1y
6 4-y 4y
7 4y-3-1-y Sy=4
8 6x 6+x
9 4 -4
10 = -1
11 6-2 -4
12 3(x+5)=8 3(x+5)=5
13 G)Eéx+2) 4x
14 4(4y = 0.59) y=2y
1 ) o
16 i + (4x) ~4ix(4x)
17 4x - 9x 9x — 4x
18 4= (5)(4) = 2x -1

ou
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TABLA 5.
Deducciones légica-
mente invélidas.

19 2=%—1 2x=3-1
20 2=%—1 3+42=x-1
21 %—1 x=1
22 3(x+5)=8 x+5=8-3
5 S5

2 -1 Pl
24 @(4=--22) P

2x -1 2-1

4 - 5 Sustituye la variable x a

25 T Z=1 prueba y error hasta que el

resultado sea 4

En la Tabla 5 se muestran errores causados por deducciones invalidas
l6bgicamente. Las caracteristicas encontradas en esta tipificacién son las
siguientes: cuando se pidié a los alumnos despejar las Ecuaciones (7) y
(8) para las variables 4y ¢ respectivamente, ellos colocaron una expre-
sién sin sentido fisico ni matematico (Ejemplo 1). Por otra parte, cuando
se solicito resolver la misma ecuacién para las mismas variables, los alum-
nos conclufan enunciados sin sentido légico (Ejemplos 2 y 3); un ultimo
error fue pensar que solucionar la ecuacién significaba colocar las varia-

bles en orden alfabético (Ejemplo 4).

EjemrrLo A PARTIR DE: Los ALUMNOS CONCLUYEN:
v=d,
— V.o
1 7 d= st dv
t=?0d=2

Despejamos a 4 en lugar de .

5 v=d ,t=? Despejamos a v en lugar de
7z Primero se va a despejar el tiempo
para obtener la distancia.
Realizo el despeje de vy de # para
3 v=d , d=? obtener el resultado.
o Despejamos a £ que como estd
dividiendo pasa multiplicando.
4 v= %J =7 d=w

En la Tabla 6 se muestra un error causado por conceptos distorsionados.

La caracteristica encontrada en esta tipificacion fue la siguiente: cuando se



TABLA 6.
Conceptos
distorsionados.

TABLA 7.
Falta de comproba-
cion del resultado.

les indicé a los alumnos resolver la Ecuacion (s) para la variable 4, sélo rea-
lizaron el cambio de lugares entre las variables de la expresién (Ejemplo

1), lo cual es incorrecto porque estéan distorsionando la ecuacién original.

E]EMPLO A PARTIR DE: Los ALUMNOS CONCLUYEN:
v=d
1 4 d=v
d=2? A

Por ultimo, en la Tabla 7 se muestra un error causado por falta de com-
probacién del resultado. La caracteristica encontrada en esta tipificacion
fue la siguiente: los alumnos no realizan la comprobacién del resultado
que obtuvieron para verificar que el dato encontrado sea correcto; a
consecuencia de esto, el valor que presentan como solucién de la ecua-

cién no siempre es el adecuado.

E]EMPLO A PARTIR DE: LOS ALUMNOS CONCLUYEN:
1 4y-3-1- =3
ly ¥ r=3

Andlisis global de la tipificacién de errores

En la Figura 1 se puede visualizar el porcentaje correspondiente a cada
tipificacion encontrada en esta investigacion. Se hallé que el 59.52 % de
los errores se deben a una formacidén deficiente, el 19.04 % a inflexibili-
dad de pensamiento, el 9.52 % a deducciones légicamente invalidas, el
7.14 % a problemas de lenguaje, mientras que tantos conceptos distor-
sionados como falta de comprobacién del resultado exhibieron 2.38 %

cada una.
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Tipificacién de errores

Conceptos distorsionados

2.38 % Falta de comprobacién del resultado
2.38 %
Problemas de lenguaje
7.14 %
FIGURA 1.
Tioificacié . Deducciones no
ipificacion obtenida o L
vdlidas légicamente
en la presente 9.52 %
investigacion.
\ .7
Formacién
Rigor de pensamiento deficiente
19.04 % 59.52 %

Como se puede observar en la Figura 1, la mayor parte de los errores
que manifiestan los alumnos al resolver ecuaciones lineales de una va-
riable en tareas del area fisico-matematico son causados por una for-
macidn deficiente; en consecuencia, es importante que en la educacion
previa a la de nivel medio superior se logre adquirir un aprendizaje signi-
ficativo en los temas que se abordan para que de esta manera se puedan

evitar dichos errores.

Conclusiones

En este trabajo se presenté una caracterizacion y tipificacion de errores
cometidos por treinta alumnos del CECYTEM Plantel Acambay al resol-
ver expresiones de una variable en tareas del area fisico-matematica. Por

parte de la caracterizacion, se encontraron las siguientes dificultades:
— buscar al azar el valor de la incégnita,

— desear tener la incognita siempre del lado izquierdo de la

ecuacion,
— asociar el nimero que acompanfa a la incognita como su valor,
— realizar un procedimiento incoherente,

— colocar la suma o resta de una variable y un nimero como un
producto, separar un producto y expresarlo como una suma

O resta,



— restar o sumar una variable con un nimero,
— agregar una variable a una expresion sin justificacion,

— eliminar sin argumento una variable de una expresion y no

usar un lenguaje algebraico apropiado.

Asimismo, por parte de la tipificacion, se hallé que el 59.52 % de los
errores se deben a una formacién deficiente; el 19.04 % a inflexibilidad
de pensamiento, el 9.54 % a deducciones l6gicamente invélidas, el 7.14 %
a problemas de lenguaje mientras que tanto conceptos distorsionados

como falta de comprobacion del resultado exhibieron 2.38 % cada una.

Los resultados de la presente investigacion son la base para disefiar y apli-
car un manual didactico que coadyuve a la comprensién de la transfor-
macién de expresiones que se utilizan para resolver ecuaciones lineales
de una variable. Este manual harad énfasis en explicaciones que sirvan
para evitar los errores que fueron detectados en esta investigacion. Por
otra parte, es importante mencionar que este producto es fundamental
para continuar con el desarrollo del proyecto de tesis del autor que cursa
la maestria en Didactica de las Ciencias en la Universidad Autébnoma de

Querétaro.

Para culminar, cabe destacar que se proyecta a futuro la implementacién
del manual en la comunidad estudiantil para disminuir los obstaculos que

presentan al resolver y despejar expresiones lineales de una variable.
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Introducciéon

El lenguaje algebraico es un medio que representa situaciones de di-
versos contextos (escolares, profesionales, de la vida real, etc.) y que
permite manipular objetos matematicos que tienen su contraparte en
muy variados contextos. Se trata de una capacidad fundamental para el
desarrollo escolar. Ademas, como cualquier lenguaje, el alumno debe
internalizarlo y aprehenderlo de manera “automatica”, ya que asi no se
convertird en un obstaculo para el aprendizaje de otros conceptos mas
complejos. En este trabajo se presentaran algunos problemas y ejerci-
cios, agrupados de acuerdo con la tematica, que podran ser resueltos
de varias formas; empero, valdria la pena intentar expresarlos con len-
guaje algebraico. Esperamos que el lector se divierta y se entretenga

con este material.

1. Ecuaciones con una variable

Ejemplo 1.1. jCaminante! Aqui fueron sepultados los restos de Diofanto.
Y los nimeros pueden mostrar cuén larga fue su vida, cuya sexta parte
constituyd su hermosa infancia. Habia transcurrido ademéas una duodé-
cima parte de su vida, cuando de vello cubridse su barbilla, y la séptima
parte de su existencia transcurrié a en un matrimonio estéril. Pasé un
quinquenio mas y le hizo dichoso el nacimiento de su precioso primo-
génito, que entregd su cuerpo, su hermosa existencia, a la tierra, que

duré tan sélo la mitad de la de su padre. Y con profunda pena descen-



PadiuAQ

di¢ a la sepultura, habiendo sobrevivido cuatro afios al deceso de su

hijo. ; Cudntos afos vivié Diofanto?

Sotucion. De las condiciones del problema se obtiene la ecuacion:

w=X 4 XX 5, Xy 4,
6 12 7 2

De la cual se obtiene que x = 84

Ejemplo 1.2. (Ladrones Fuertemente Jerarquizados). Un grupo de ladro-
nes (los LFJ) roba monedas de oro de un banco. Los ladrones tienen je-
rarquia, entonces el de mayor jerarquia dijo: propongo que al de menor
jerarquia se le dé una moneda, al que sigue 2, luego 3, y asi sucesiva-
mente. Entonces el de menor jerarquia protestoé y dijo: propongo que
cada uno tenga 5 monedas. Si en ambos casos las monedas alcanzan

perfectamente, ;cuantos ladrones eran?

SoLucion. Contaremos de dos formas las monedas robadas. Suponga-
mos que hay z ladrones. Con la manera de repartir propuesta por el la-

drén de mayor jerarquia tenemos que la cantidad de monedas es:

n(n+1)

1T+2+~+n+
2

Por otro lado, en la propuesta del ladréon de menor jerarquia tenemos
que la cantidad de monedas es 5n. Como ambas cantidades deben ser

iguales, obtenemos la ecuacién:

n(n+1) _

5 5n

De donde se obtiene que » = 9 . Por lo tanto, son 9 ladrones.

Ejemplo 1.3. A una velada asistieron 20 personas. Maria bailé con siete
muchachos; Olga, con ocho; Vera, con nueve, y asi hasta llegar a Nina,

que baild con todos ellos. ; Cudntos muchachos habia en la velada?

SOLUCION. Supongamos que la cantidad de mujeres en la fiesta es ». La
primera de ellas bailé con 7 hombres, lo que podemos expresar como
6 + 1. La segunda de las mujeres bailé entonces con ¢ + 2, y asi sucesi-
vamente hasta la Ultima que bailé con 6 + . En total habia 20 personas,
entonces 7 + 6 + n = 20, de donde se obtiene que » = 7. Por lo tanto, habia

13 muchachos en la fiesta.



En el siguiente ejemplo podemos observar cémo la geometria y el &l-
gebra, en ocasiones, se armonizan y resultan en demostraciones de gran

belleza.

Ejemplo 1.4. Expresa el lado de un decagono regular en funcién del radio

de la circunferencia circunscrita a éste.

SoLucioN. Sean AB = x uno de los lados del decagono, O el centro de
la circunferencia y R su radio. Sea C un punto sobre el lado OB de tal
manera que X OAB =x CAB = 3¢°. Asi, obtenemos el tridngulo ACAB, el
cual es semejante al tridngulo AOAB. Al utilizar la proporcién entre los

lados tenemos:

Esto da lugar a la siguiente ecuacion (aqui se acabé la geometria y le

toca el turno al algebra):
X+ Rx-R' =0

La cual tiene como raices a R,y —R(>;+1). Claramente, la segunda no
puede ser solucién de nuestro problema, ya que no existen longitudes

negativas. Por lo tanto, la solucién es R(521).

A

360 720 720

Ejercicios

Ejercicio 1.1. Un rectdngulo tiene lados de longitudes a2y b, con a < b. Se
sabe que, si recortamos un cuadrado del lado & de dicho rectangulo,
entonces obtenemos un rectdngulo semejante al original. Encuentra la

razdn a/b.
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SOLUCION. =

a_5:1
2. (51

Ejercicio 1.2. A ambas orillas de un rio crecen dos palmeras, una frente
a la otra. Las alturas son de 30 y 20 codos; la distancia entre sus troncos,
50 codos. En |la copa de cada palmera hay un ave. De stbito, ambos pa-
jaros avistan un pez que aparece en la superficie del agua entre las dos
palmeras. Los cazadores se lanzaron y alcanzaron al pez al mismo tiem-

po. ;A qué distancia del tronco de |la palmera mayor aparecié el pez?

SOLUCION. A 20 codos.

Ejercicio 1.3. Las personas que asistieron a una reunién se estrecharon la
mano. Uno de ellos advirtié que los apretones de mano fueron 6. ; Cuan-

tas personas asistieron a la reunién?

SOLUCION. 12 personas.

2. Ecuaciones con dos o mas variables

Ejemplo 2.1. Un barco navega durante 5 horas sin interrupcion rio abajo
desde la ciudad A hasta la ciudad B. De regreso avanza contra la co-
rriente durante 7 horas. ;Cuéntas horas necesitard una balsa para des-
plazarse de la ciudad A a la ciudad B, yendo a la misma velocidad de

la corriente?

SOLUCION. 35 horas.

Ejemplo 2.2. Encontrar un nimero de tres cifras distintas tal que, si se le
resta el nimero con las cifras invertidas, se obtiene un nimero con las

mismas tres cifras.

SOLUCION. 954.



Ejercicios

Ejercicio 2.1. Dos campesinas llevaron en total 100 huevos al mercado.
Una de ellas tenfa mas mercancia que la otra, pero ambas recibieron la
misma cantidad de dinero por sus productos. Una vez vendidos todos,
la primera campesina dijo a la segunda: si yo hubiera llevado la misma
cantidad de huevos que tu, habria recibido 15 pesos. La segunda con-
testd: Y si yo hubiera vendido los huevos que tenias tu, habria sacado

de ellos 6% de pesos. ; Cuéntos huevos llevé cada una?

SoLUCION. La primera campesina llevo 40 huevos y la segunda 6o.

Ejercicio 2.2. Dos ciclistas corren en el velédromo a velocidades cons-
tantes. Al llevar direcciones opuestas se encuentran cada 10 segundos;
cuando van en la misma direccién, un ciclista alcanza al otro cada 170
segundos. ;Cuél es la velocidad que desarrolla cada ciclista si la longi-

tud de la pista es de 170 metros?

Sotucion. El primer ciclista recorre 9 metros por segundo y el segundo

ciclista recorre 8 metros por segundo.

3. Soluciones en nimeros enteros

Ejercicios

Ejercicio 3.1. Los lados de un rectdngulo son ndmeros enteros. ; Cudl

serd la longitud de dichos lados para que el drea y el perimetro se ex-

presen con el mismo ndmero?

Ejercicio 3.2. Pedro le comenta a Juan: “He observado que si al cua-
drado de mi edad le resto el producto de tu edad con la edad que yo

tendré dentro de un afo, el resultado es 18”. ; Qué edad tiene Pedro?

Ejercicio 3.3. Encuentra todos los nimeros enteros positivos &y # que

satisfacen la ecuacién:
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b2 +1=k(b—1)

Ejercicio 3.4. Determina todas las soluciones enteras de la ecuacién:

1

N
71999

LN

Ejercicio 3.5. Encuentra todas las soluciones en nimeros naturales de

las ecuaciones:
a) x? — )2 = 31

b) x?— y? = 303

Ejercicio 3.6. Encuentra todos los enteros positivos # tales que n2+ 1 es

un multiplo entero de 7 + 1.

4. Problemas de optimizacién

Ejemplo 4.1. Se sabe que un rectdngulo tiene un perimetro de 20 cm.

¢Cuénto deben medir sus lados para que su area sea méaxima?

SoLucioN. Sus lados miden 5 cm cada uno.

Ejemplo 4.2 De un tronco cilindrico debe tallarse una viga rectangular

del maximo volumen. ;Qué forma debe tener su seccion transversal?

SoLucioN. La forma de un cuadrado.

Ejemplo 4.3. Busquese la forma de una cometa con un sector circular que

tenga la mayor superficie, partiendo de un perimetro previamente dado.
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Sotucion. El angulo del sector es de 2 radianes, lo cual es aproximada-

mente 115°.

Ejercicios

Ejercicio 4.1. Dos lineas férreas se cruzan formando un dngulo recto. Los
trenes se acercan a gran velocidad hacia el cruce. Uno parte de cierta
estacion situada a 40 km del cruce; el otro, de una estacién que dista 50
km del cruce. El primero marcha a una velocidad de 800 m por minuto,
el segundo a 600 m por minuto. ; Cuantos minutos transcurriran desde el
momento de la partida hasta que las locomotoras se hallen a la distan-
cia minima entre si, y cudl sera esa distancia, si emprendieron su viaje

al mismo tiempo?

Ejercicio 4.2. Dada una recta £ en el plano y dos puntos Ay B en el mis-
mo lado de la recta, encuentra qué condiciones cumple el punto X € £

tal que la suma de distancias AX + BX sea minima.

SoLucion. El angulo que forma el segmento AX con la recta £ debe ser

igual al angulo que forma el segmento BX con la recta {.



PadiuAQ

5. Relaciones entre las raices de una ecuacién y sus coeficientes

Consideremos un polinomio cuadratico:
ax* + bx* + ¢

Cuyas raices son los nimeros r, y r, . Como sabemos que:

ale —r)(x — r)=ax?+ bx + ¢
Tenemos la equivalencia:

ax? —a(r, = t)x+arr,=ax*+ bx +c

De aqui se obtiene la siguiente relacion entre las raices y los coeficientes:

—ax¥(r, — r)=b, arr,=c
Para el caso en que « = 1, obtenemos que:

—(r, + r)=b, rr,=c

Esto es conocido como las Férmulas de Vieta.

Ejemplo 5.1 Si 7y s son las raices de x2 + bx + 1 = 0, encuentra el valor de:

b1

1
r: s
Sotucion. Dado que 7y s son las raices de la ecuacidn, tenemos que
(x = 7)(x —s) = x2 = (r + s)x + rs debe serigual a x2 + bx + 1. De aqui obte-

nemos —(r —s) = by rs = 1. Reescribimos:

1 + 1_ 7'2+Sz_ (7+5)2_27'5

72 52 72s? (7s5)?
Sustituyendo los valores de r + sy s obtenemos:

11
ot b2—2

Por otro lado, dado un polinomio de grado » con coeficientes enteros:
p)=ax"+a X"+ +ax+a,

Sabemos que si posee una raiz racional p/g, con p/q sin divisores en comun,

entonces debe cumplirse que p es un divisor de a0 y 4 es un divisorde a .
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Ejemplo 5.2. Encuentra las raices enteras de la ecuacién:
X+ x2+x—-3=0
Ejemplo 5.3. Demuestra que la ecuacién &> + & + 1 = &> no tiene solucién

en numeros enteros positivos. ”

Ejercicios
Ejercicio 5.1. Dados tres enteros impares g, b, ¢, probar que la siguiente
ecuacion no puede tener una raiz racional:
at+ bx +c¢=0
Ejercicio 5.2 Encuentra todas las tripletas ordenadas (x, y, x) tales que:

x+y+z=17
Xy + Yz + xz2 =94

xyz = 168
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