BadilJAQ.

Revista de Proyectos y Textos Académicos en Didactica de las-CieriCias y ladngenigfa

s / -

n
0
<
N
0
o
£
N
S
R
(3

-

€l O¥3NNN '/ NIINNTOA

ENERO - JUNIO 2024

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE QUERETARO

FACULTAD DE INGENIERIA




DIRECTORIO

Dra. Silvia Amaya Llano
RecTORA

Dr. Rolando Javier Salinas Garcia
SECRETARIO ACADEMICO

Dr. Eduardo Nunez Rojas
SECRETARIO DE EXTENSION UNIVERSITARIA

Dr. Manuel Toledano Ayala
SECRETARIO DE INVESTIGACION, INNOVACION
Y POSGRADO

Lic. Diana Rodriguez Sanchez
DIRECTORA DEL FONDO EDITORIAL UNIVERSITARIO

Dra. Maria de la Luz Pérez Rea
DIRECTORA DE LA FACULTAD DE INGENIERIA

Dr. Juan Carlos Jauregui Correa
JEFE DE INVESTIGACION Y POSGRADO
FacuLTAD DE INGENIERIA

mpl Jorge Javier Cruz Florin

COORDINADOR DEL DESPACHO
DE PUBLICACIONES FACULTAD DE INGENIERIA

latindex

Péadiuaq, vol. 7, No. 13, enero-junio 2024, es una
publicacion semestral editada por la Universidad
Auténoma de Querétaro, a través de la Divisiéon de
Investigacion y Posgrado de la Facultad de Inge-
nieria, Cerro de las Campanas, s/N, Col. Las Campa-
nas, Querétaro, Qro., c.p. 76010, Tel. (442) 192-12-00
ext. 6023, https://revistas.uaq.mx/index.php/padi,
padiuaq@uag.mx Editor responsable: Victor Larios
Osorio. Reserva de Derechos al Uso Exclusivo No. 04-
2022-040413274400-102, ISSN: 2954-4025, ambos otorga-
dos por el Instituto Nacional del Derecho de Autor.
Responsable de la Ultima actualizacion de este Nu-
mero, Victor Larios Osorio, Cerro de las Campanas,
s/N, Col. Las Campanas, Querétaro, Qro., c.p. 76010,

fecha de Ultima modificacion, 18 de enero de 2024.

Las opiniones expresadas por los autores no
necesariamente reflejan la postura del editor de la

publicacién.

QUEDA ESTRICTAMENTE PROHIBIDA LA REPRODUCCION TOTAL O
PARCIAL DEL CONTENIDO E IMAGENES DE LA PUBLICACION SIN

PLENA AUTORIZACION DE LA UNIVERSIDAD.



PadiUAQ

Revista de Proyectos y Textos Académicos en Didactica de las Ciencias y la Ingenieria




COMITE
EDITORIAL

Dr. Manuel Toledano Ayala
Universidad Auténoma de Querétaro, México
DIrRecTOR

Dr. Victor Larios Osorio
Universidad Auténoma de Querétaro, México
EDITOR RESPONSABLE

Angélica Rosario Jiménez Sanchez
Universidad Auténoma de Querétaro, México

Jesus Jerénimo Castro
Universidad Auténoma de Querétaro, México

Francisco Gerardo Jiménez Lépez
Universidad Autonoma de Querétaro, México

Rosa Elvira Paez Murillo
Universidad Auténoma de la Ciudad de México,
México

Luis Roberto Pino-Fan
Universidad de Los Lagos, Chile

Cecilia Hernandez Garciadiego
Universidad Auténoma de Querétaro, México

EQUIPO
EDITORIAL

Lic. Karla Guillén Mancilla
Universidad Auténoma de Querétaro, México
DISENO EDITORIAL

Xochiquetzalli Varela Cervantes
Universidad Auténoma de Querétaro, México
DiseNO DE PORTADA

Ing. Soid Ruiz Ramirez

Universidad Auténoma de Querétaro, México
Andrea Cristina Garza Sandoval
Universidad Auténoma de Querétaro, México
CORRECCION DE ESTILO

\



7N
X
9
v
V'

Div
Y
D
NG

DE
2%
7
>\
D

/
:

%

7

7

<

2
\V:

Vv,

Q

/A
N 2\ A 7

<

EA
M
o
A§%
AV
Z
i
A
7]

NE
D
A

D&
DS
NE
~/
YAy,
NEAD
X
DY
A4
DS

i
Ve

)
Y

A\

V\/

d

/AN

N

N/

AP

VA
-
-

4 yﬁ

TN
i~

VD/\
ASA
i,
\WZA\:

A
-
AN

\V/

AN

<

2
\V:

Vv,

Q

N

Y

%4
QA
S
7
/\Q
e

B\
_
SO
oAl
Ay
AN
NZA

QVD/Q
vﬁkl
M
-

4
4

/A

A

D
T
%
Y-

7
q
‘N
A
/N
‘N
A
Y%

b
ﬁm
PGS
ﬁ&/
\/

D
4
D
N
Y
N
X
4

S
>

2
AD
IS
Y
o
S
<
N
-
N
2\

A
g

%
g:
)
<
S

A

i
D/\
AN
>4
o
A§%
K
S\
>4
Z/\

A

/AN

K
%
AN,
N
p
7\
7
<
N\
<
ﬁ/ﬁ
7\

;
S
4
\/
;
N
A

2
\V?

<

N

74\
IR
o
AN
s
z%v
A %
D
N
i
D

7\ ZAN 7>
leSASNS AN

N’

N

WA

—=\ N A NI

d

N\

/A




Alejandro Diaz Barriga Casales
Universidad Nacional Auténoma de México,
México

Ana Celi Tamayo Acevedo
Universidad de Medellin, Colombia

Angel Homero Flores Samaniego
Universidad Nacional Auténoma de México,
México

Angeles Dominguez Cuenca
Instituto Tecnoldgico y de Estudios Superiores,
México

Bruno D’Amore
Universidad Distrital Francisco José de Caldas,
Colombia

Carmen Sosa Garza
Universidad Auténoma de Querétaro, México

Claudia Acuiia Soto
Departamento de Matematica Educativa-Instituto
Politécnico Nacional, México

Johnny Alexander Villa Ochoa
Universidad de Antioquia, Colombia

José Carlos Cortés Zavala
Universidad Michoacana de San Nicolds
de Hidalgo, México

José Luis Soto Munguia
Universidad de Sonora, México

Juan de Dios Viramontes Miranda
Universidad Autdonoma de Ciudad Juarez, México

Lilia Lopez Vera
Universidad Auténoma de Nuevo Ledn, México

Luis Alexander Conde Solano
Universidad de Medellin, Colombia

Marcel David Pochulu
Universidad Nacional de Villa Maria,
Argentina

Marcela Ferrari Escola
Universidad Auténoma de Guerrero,
México

Marcela Parraguez Gonzélez
Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso,

Chile

Martha Isabel Fandifio Pinilla
Universidad Distrital Francisco José de Caldas,
Colombia

Patricia Isabel Spindola Yafez
Universidad Auténoma de Querétaro, México

Ruth Rodriguez Gallegos
Instituto Tecnolégico y de Estudios Superiores
de Monterrey, México

Santiago Inzunza Céazares
Universidad Auténoma de Sinaloa, México

Silvia Elena Ibarra Olmos
Universidad de Sonora, México

Teresa de Jesus Valerio Lépez
Universidad Auténoma de Querétaro, México

Teresa Guzman Flores
Universidad Auténoma de Querétaro, México

Viceng Font Moll

Universidad de Barcelona, Esparia



7N
X
9
v
V'

Div
Y
D
NG

DE
2%
7
>\
D

/
:

%

7

7

<

2
\V:

Vv,

Q

/A
N 2\ A 7

<

EA
M
o
A§%
AV
Z
i
A
7]

NE
D
A

D&
DS
NE
~/
YAy,
NEAD
X
DY
A4
DS

i
Ve

)
Y

A\

V\/

d

/AN

N

N/

AP

VA
-
-

4 yﬁ

TN
i~

VD/\
ASA
i,
\WZA\:

A
-
AN

\V/

AN

<

2
\V:

Vv,

Q

N

Y

%4
QA
S
7
/\Q
e

B\
_
SO
oAl
Ay
AN
NZA

QVD/Q
vﬁkl
M
-

4
4

/A

A

D
T
%
Y-

7
q
‘N
A
/N
‘N
A
Y%

b
ﬁm
PGS
ﬁ&/
\/

D
4
D
N
Y
N
X
4

S
>

2
AD
IS
Y
o
S
<
N
-
N
2\

A
g

%
g:
)
<
S

A

i
D/\
AN
>4
o
A§%
K
S\
>4
Z/\

A

/AN

K
%
AN,
N
p
7\
7
<
N\
<
ﬁ/ﬁ
7\

;
S
4
\/
;
N
A

2
\V?

<

N

74\
IR
o
AN
s
z%v
A %
D
N
i
D

7\ ZAN 7>
leSASNS AN

N’

N

WA

—=\ N A NI

d

N\

/A




CONTENIDO

PRESENTACION

Victor Larios Osorio

SECCION MONOTEMATICA

Cuestionario sobre el conocimiento matematico
1 para la enselanza del profesor de matematicas.
Una propuesta para la ensefanza de la funcién

Luis Jesus Alcala-Tejada
Lilia Patricia Aké Tec

Pensamiento algebraico a través de la generaliza-

2 cion de patrones.
Un estudio de caso con estudiantes de bachillerato

Miriam Ramos Franco
Lilia Patricia Aké Tec



Victor Larios Osorio

Universidad Auténoma de Querétaro (México)
vil@uaq.mx
https://orcid.org/0000-0002-4454-8516




E este nimero se presentan dos articulos. En uno se expone un cues-
tionario orientado a la valoracién del conocimiento matematico de

los profesores en cuanto al concepto de funcién, el cual puede servir

como referencia para proponer actividades de ensefianza para la mejora
de la practica educativa. En el segundo articulo se presentan los resul-
tados de un proceso de indagacion sobre el pensamiento algebraico
de estudiantes cuando generalizan patrones lineales, el cual puede ser
tomado como base para futuras investigaciones o para el disefio de
actividades de ensefianza relacionadas.

Palabras clave: Didactica de las Mateméticas.




o ])or qué se habla del “lenguaje matemético” y no de la “lengua

matematica”? Aunque podria parecer trivial la pregunta, no lo es.
Y para responderla hay que revisar la diferencia entre las palabras “len-
guaje” y “lengua”. Segun el diccionario de la Real Academia Espariola
(https://www.rae.es) el lenguaje es la “facultad del ser humano de expre-
sarse y comunicarse con los demas a través del sonido articulado o de
otros sistemas de signos”, mientras una lengua es un “sistema linguistico
considerado en su estructura”. A primera vista pareceria que, entonces,
lo correcto serfa utilizar la expresion “lengua matematica”, pero se con-
sidera que las Matematicas son mas amplias, son (como es considerado
por muchos) universales. Asi que la expresion “lenguaje matematico”

pareceria ser mas apropiada.

Hay que decir que esta interpretacion puede resultar un poco “a modo”,
pero sirve de pretexto para introducir un debate que ha permeado la
educacion, tanto en lo practico como en lo tedrico, desde hace siglos y
que tiene que ver sobre lo innato y lo adquirido. Dentro de este contex-
to, en el aspecto del conocimiento del individuo, se plantea un antiguo
debate acerca de si nacemos sin conocimientos (como si nuestra mente
fuese una tabula rasa) o si ya poseemos algunos conocimientos innatos.
Con la llegada de la edad moderna, la primera postura se asumié desde
el empirismo, mientras que desde la antigliedad hubo quienes se alinea-

ron a la segunda.

Al parecer, los resultados de la neurociencia en afios recientes revelan
poco a poco que la tabula rasa es una nocién equivocada. Gracias a
las herramientas que permiten identificar los circuitos neuronales que

un infante activa bajo ciertas condiciones, se ha observado que los



humanos nacemos con la capacidad de desarrollar el lenguaje, con
intuiciones numéricas y con la posibilidad de ejecutar el razonamiento
probabilistico, entre otras habilidades. En buena medida, lo anterior no
implica que las personas posean el conocimiento en si, sino que tienen
la capacidad de aprender, el “andamiaje” que permite construirlo. Asi,
al nacer, el individuo goza del potencial para desarrollar el lenguaje
hablado y entonces aprende el idioma especifico del medio social que
le rodea. Algo similar ocurre con el razonamiento probabilistico y la
intuicion de conceptos numéricos basicos, que permiten aprender con-

ceptos relacionados.

Surgen varias inquietudes: jhasta qué grado llega lo innato y comienza
lo adquirido?, y estrechamente relacionado con la docencia, jcémo
aprovechar estas capacidades innatas para que los individuos avancen
en sus procesos educativos? Quizas la neurociencia y la investigacion

educativa nos ofrezcan algunas pistas al respecto.

Para la contribucién en el drea, en este Ultimo sentido, este nimero
de la revista PadiUAQ expone dos articulos producto de la indagacion
sobre el conocimiento de la ensefianza y del aprendizaje en Matemati-
cas. En uno de ellos se exhibe un cuestionario orientado a la valoracion
del conocimiento matemético de los profesores en cuanto al concepto
de funcién. Al abordar el tema desde un punto de vista cualitativo, se
consideran aspectos interrelacionados, como son el conocimiento del
profesorado, los registros de representacién semidtica y los significa-
dos del concepto de funcién. De esa manera, este trabajo se plantea
como referencia para proponer actividades de ensefianza en pos de

mejorar la practica educativa.

El otro articulo presenta los resultados de una indagacién minuciosa del
pensamiento algebraico de un grupo de estudiantes. Los participantes
abordaron tareas de generalizacién de patrones lineales; y tras analizar
los métodos que implementaron y los niveles de demanda cognitiva
también a través una aproximacién metodoldgica de tipo cualitativo,
se concluyd que los participantes recurrieron principalmente a estrate-
gias recursivas y explicitas. La relevancia de este trabajo yace en que
puede fungir como base para futuras investigaciones o para el disefio

de actividades de ensefanza relacionadas.

INICIO
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| presente estudio tiene por objetivo presentar un cuestionario para

valorar el conocimiento matematico para la ensefianza de profeso-
res de matematicas enfocado al concepto de funcién polinomial. Se
utiliza una metodologia cualitativa basada en el disefio que tiene como
fundamento tres elementos: el conocimiento del profesor de matema-
ticas, los registros de representacién y los significados de la funcién. El
estudio se enmarca en el contexto de los profesores de matematicas de
bachillerato, ya que segun las investigaciones existe una falta de for-
macién profesional homogénea, asi como un corpus de conocimiento
especifico definido. Como resultado, se presenta el disefio de un cues-
tionario integrado por 6 tareas que entrelazan el conocimiento docente,
los registros de representacién y los significados de la funcién. Se con-
cluye que este tipo de propuestas resultan una herramienta que permite
caracterizar y delimitar los conocimientos necesarios y suficientes para
la ensefanza del concepto de funciéon. Ademas, sirven como referente
para proponer y fortalecer actividades formativas que orienten a los do-
centes a la mejora de sus practicas educativas.

Palabras clave: bachillerato, conocimiento del profesor, funcién.




El estudio apuntala el contexto de los profesores de matematicas de

bachillerato y tiene por objetivo presentar un cuestionario que valore su

catedra para la ensefanza. El trabajo se enfocard al concepto de funcién

polinomial.

Introducciéon

Una de las interrogantes que continlian estudiandose desde la Mate-
matica Educativa es sobre cual es la naturaleza y caracteristicas del co-
nocimiento del profesor de matematicas (Scheiner et al., 2019). Durante
décadas se pensé que para ejercer la ensefanza de las matematicas era
suficiente y necesario tener un conocimiento matematico. Después de
diversas investigaciones realizadas sobre el profesor (Shulman, 1986; San-
chez, 2011; Shceiner et al., 2019), se coincide en que el conocimiento ma-

tematico es necesario, pero no suficiente.

La importancia del estudio del conocimiento docente radica en la précti-
ca del profesor dentro del aula. Misma que se ve influenciada por su co-
nocimiento profesional y le permite actuar frente a las respuestas de los
estudiantes, incorporar recursos en el aula, proponer tareas, etc. (Schei-
ner et al., 2019). De esta manera, estudiar el conocimiento del profesor de
matematicas manifestado en la accién de ensefiar, apoya en la determi-

nacion de los elementos que caracteriza su condicion.

En el marco de las investigaciones sobre el conocimiento del profesor,
se advierten estudios desde diferentes marcos tedricos hasta diferentes
contenidos matematicos. Por ejemplo, en el trabajo de Sdnchez Santies-
teban et al. (2022) se aplicd un cuestionario a 15 profesores de matema-
ticas con experiencia en educacion superior y diversas nacionalidades,
para indagar en los significados del concepto de pendiente, evidencian-
do la prominencia del significado geométrico sobre los demas. La in-
vestigacién mediante la aplicacién de un cuestionario a profesores en

formacion para el nivel bachillerato de Graciano Barragan y Aké (2021)
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indaga sobre el conocimiento matemético para la ensefianza de los
productos notables, observando dificultades en los conocimientos de
futuros docentes. En Gavilan (2006) se presentan los hallazgos de una
investigacion que pretende explicar, mediante un estudio de casos, la
practica del profesor de matematicas en la ensefianza del concepto de
derivada, destacando la estrecha relacion entre la practica del profesor
y sus concepciones acerca del proceso de aprendizaje de conceptos
matematicos en el dmbito escolar. En los estudios anteriores, la de-
limitacion y especificacion del estudio del contenido matematico se
justifica debido a la complejidad no sélo de la practica docente sino

también del conocimiento matematico en si mismo.

Particularmente, este estudio se interesa por el aprendizaje del con-
cepto de funcidn, el cual requiere conocimientos sélidos y especificos
por parte de los profesores; primordial para aquellos que ejercen en el
nivel educativo medio superior, ya que se aborda formalmente dicho
concepto y su estudio se extiende a lo largo de los niveles escolares
siguientes. La comprensién del concepto de funcién es considerada
base para el entendimiento de conceptos mas avanzados en matema-
ticas, principalmente en el ambito del calculo. Respecto a este con-
cepto, surge el interés de investigar los procesos de aprendizaje
desde la parte en la que emana el conocimiento en el aula, es de-
cir, del profesor. De acuerdo con lo anterior, los estudios que tratan
sobre los docentes, sus concepciones y representaciones, asi como
de sus conocimientos y competencias, se han multiplicado en las

ultimas décadas (Artigue, 2004).

Sobre la nocién de funcién, abundan investigaciones que abordan

sus aspectos histéricos y epistemoldgicos. Roque (2012) presenta
un enfoque que busca desmitificar ideas erréneas sobre la historia de
las matemdticas y su concepcién, en cuanto a diversos constructos
matematicos, entre ellos el concepto de funcién. Existen investigacio-
nes que abordan las problematicas en el aprendizaje de las funciones,
como Jones (2006), quien aborda las dificultades histéricas y pedagdgi-
cas que los estudiantes y profesores enfrentan al aprender y ensefar
el concepto de funcién; estas dificultades pueden incluir conceptos
erréneos comunes, problemas de representacion grafica, comprension
de la relacién entre variables y la funcién, y aplicacion de funciones

en diferentes contextos. También, existen otras investigaciones que



estudian las diversas formas de comprender el concepto de funcién
(Sfard, 1991) y sus significados (Ribeiro y Curly, 2018); dichas investigacio-
nes aportan significativamente a la Matematica Educativa al describir
las concepciones y significados que emergen durante el proceso de

ensefianza y aprendizaje de las funciones.

Otras investigaciones estudian las formas de comprensién del concep-
to de funcién que tiene el profesor. Evoquemos a De la Rosa (2003),
quien presenta los resultados de una investigacion con cinco profeso-
res en servicio, respecto a la ensefianza de la funcién. El estudio em-
pled como marco tedrico el Modelo del Conocimiento del Contenido
para la Ensefanza de Shulman (1986) y recogié los datos mediante un
cuestionario. Plantea, entre sus conclusiones, que los profesores arrai-
gan la concepciéon de funciéon como una expresién algebraica. Por otro
lado, en el trabajo de Rodriguez Flores et al. (2018) se aborda el cono-
cimiento del profesor con relacién a algunos conceptos de la funcion;
asimismo, se consiguid identificar diferentes conocimientos desde la
perspectiva tedrica del Conocimiento Matematico para la Ensefianza.
Este trabajo es una investigacion del tipo cualitativa, basada en el es-
tudio de casos, seleccionando a un profesor experto. Los resultados
muestran una riqueza en la estructura conceptual presente en el pro-
ceso de la ensenanza, ademas de utilizar un sélido lenguaje numérico

por parte del profesor.

Amaya de Armas et al. (2021) analizaron las competencias de futuros
profesores al ejecutar transformaciones de las representaciones de una
funcion. Los autores sugieren implementar procesos formativos que lle-
ven a los futuros docentes a realizar analisis mas integrales del concep-
to de funcioén y faciliten hacer uso operativo de sus conocimientos. Por
otro lado, Tasdan y Koyunkaya (2017) realizaron una investigacion de los
conocimientos del concepto de funcién en profesores de matematicas
en formacidén; tomaron como referente tedrico el modelo de Conoci-
miento Matematico para la Ensefanza. Los autores sefialan dificultades
que los futuros docentes afrontaran para explicar matematicamente el
concepto de funcién, asi como el uso inadecuado del lenguaje formal

y una desarticulacién entre las propiedades de las funciones.

En México los estudios sobre el conocimiento del profesor no son tan
numerosos en comparacion con las investigaciones internacionales. De

acuerdo con Avila (2016), la investigacién en Matematica Educativa en

¥20Z O43IN3
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México ha ido evolucionando y diversificAndose en cuanto a los enfo-
ques tedricos y metodoldgicos utilizados; sin embargo, esto no implica
que existan investigaciones mexicanas que coloquen al profesor de ma-
tematicas en el centro del estudio con el objetivo de conocer, interpretar
y caracterizar las competencias que ostenta y manifiesta a la hora de en-
sefar un contenido. De este modo, realizar este tipo de estudios sobre
el profesor respecto a un contenido matematico es relevante debido a
que no hay un programa de formaciéon homogéneo para los docentes.
Los profesores de secundaria y primaria no cuentan con una formacion
matematica fortalecida (Santibafiez, 2007). En el caso de los profesores de
bachillerato o media superior, por tradicién, sus puestos han sido ocu-
pados por profesionistas de diversas areas disciplinares. En el caso de
matematicas, por ejemplo, en su mayoria son ingenieros (Martinez Sierra
et al., 2019). Esto implica que los docentes de bachillerato, durante su for-
macién profesional, no cursaron asignaturas que les aportaran recursos

sobre pedagogia o didactica (Ibarrola y Martinez, 2018).

Las connotaciones previas hacen apremiante atender las necesidades de
formacion de los profesores de mateméticas. En este sentido, el informe
de la Organizacién de las Naciones Unidas para la Educacion, la Ciencia
y la Cultura (UNESCO, 2012) pone de manifiesto que “el profesorado es
la pieza elemental para un desarrollo positivo de los sistemas de educa-
cién, conformando el principal desafio para una educacién matematica
de calidad” (p. 25). En este marco el profesor de matematicas es una
pieza clave en la actividad generada en el aula, es un gestor del conoci-
miento. Esto ha motivado a los investigadores a enfocarse en la compre-
sién que tienen los profesores del contenido que ensefian, indagando

sobre los conocimientos con los que cuentan.

Debido a la problemética evidenciada, el presente estudio pretende
aportar un entendimiento sobre las formas de conocimiento que requie-
re desarrollar un docente de mateméticas para ejercer su labor. Esto de-
bido a que sus estudios referentes al conocimiento generan informacion
sobre aspectos parciales iniciales respecto a dicho conocimiento. En
este sentido, el presente trabajo se suma a esta linea de investigaciones
que tienen el interés de caracterizar los conocimientos necesarios que
requiere el docente para ejercer su labor educativa, lo cual no se alcanza
con estudios generales, sino con investigaciones sobre tépicos matema-

ticos especificos (Vasquez y Alsina, 2017; Burgos et al., 2018).



De esta manera, el objetivo es exponer un cuestionario que permita valo-
rar el conocimiento de los profesores de matematicas en ejercicio sobre
la nocién de funcién, en especifico la funcion polinomial lineal y cua-
dratica. El estudio también se enmarca en el contexto de los profesores
de matematicas de bachillerato para atender la falta de una formacion
profesional homogénea, asi como la falta de un corpus de conocimiento

especifico definido para la profesion docente en este nivel educativo.

Marco tedrico

FIGURrRA 1.

Modelo MKT.
Ball et al. (2008).

Aungue existen varios modelos de conocimiento, como el conocimien-
to especializado del profesor de matematicas (MTSK, por sus siglas en
el inglés) (Aguilar et al., 2014), o el Conocimiento Didactico-Matematico
(CDM) (Pino Fan y Godino, 2015), este estudio toma como referente el
Conocimiento Matemético para la Ensefianza (MKT, por sus siglas en
inglés) (Ball et al., 2008). El modelo MKT esta conformado por ¢ subdo-

minios (Figura 1) presentes en la siguiente clasificacion:

T
Conocimiento del Contenido i Conocimiento Pedagogico del Contenido

Conocimiento del
C G Contenido vy de los
onocimiento ]: mdmm .
- - 5 c
= C T de.]- 2 Conocimiento —— oy
Contenido (CCC Especializado (CCEs) ("ulimlm’n:nlo
Conocimiento del Contenido Conocimiento del del C;g’culu
en ¢l Horizonte (CEC) Contenido y de la (€O
Matematico Ensenanza
(CH) (CCEn)
-..___-_‘____-_‘_-_-___—-__—___—-—/

— Conocimiento Comuin del Contenido (CCC): es descrito
como el conocimiento matemaético utilizado en cualquier am-

bito profesional y no solo en situaciones de ensefianza.

— Conocimiento en el Horizonte Matematico (CH): es definido
como el conocimiento de las relaciones entre los diversos
temas incluidos en el curriculo. Estas relaciones pueden ser

tanto verticales, aludiendo a los temas de diferentes niveles
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educativos, como horizontales al contemplar los temas en un

mismo nivel educativo entre diferentes asignaturas.

— Conocimiento Especializado del Contenido (CEC): descrito
como el conocimiento que transforma un contenido mate-
maético en un contenido ensefiable. Este conocimiento es ex-

clusivo para la ensefianza.

— Conocimiento del Contenido y de los Estudiantes (CCEs):
definido como el conocimiento de los estudiantes al pensar,
saber y aprender un contenido mateméatico, incluyendo sus

errores y dificultades.

— Conocimiento del Contenido y de la Ensefianza (CCEn): des-
crito como el conocimiento que entrelaza la ensefanza vy el
contenido disciplinar al contemplar los razonamientos de los
estudiantes y las estrategias didacticas pertinentes para el

aprendizaje.

— Conocimiento del Curriculo (CC): definido como el conoci-
miento de los objetivos, contenidos y fines educativos con-

templados en el plan curricular institucional.

Asimismo, como segundo elemento considerado en el disefio del cues-
tionario estan los registros de representacion. La teoria de registros
de representacion semidtica fue propuesta por Duval (1993) y establece
que el uso de representaciones para el pensamiento matematico es

esencial para la comprensién de los conceptos matematicos.

Duval (2004) distingue cuatro tipos de representaciones semidticas fun-
damentales y generales en los objetos matematicos: lenguaje natural
o verbal, algebraico, gréfico y numérico, los cuales se describen a con-

tinuacion:

— Registro en lenguaje natural (RLN): descripcién del fenéme-

no a analizar de manera oral o escrita.

— Registro algebraico (RA): representacién del objeto al usar

expresiones algebraicas.

— Registro gréfico (RG): representacion del objeto al usar coor-

denadas cartesianas.



— Registro tabular o numérico (RN): representacién del anélisis

de los aspectos numéricos.
Adicionalmente, de Amaya et al., (2021) se anexa el siguiente registro:

— Registro cartesiano (RC): es el conjunto de pares ordenados,
siendo el primer componente los valores de la variable inde-

pendiente, y el segundo los de la variable dependiente.

Al considerar la postura de Duval y Amaya se contempla que la ense-
fianza y aprendizaje de las funciones no se debe limitar al trabajo en
uno solo de estos registros, sino que se debe incluir la capacidad de

traducir la informacion de una representacion a otra (Duval, 2006).

El tercer elemento contemplado para el disefio del cuestionario fue-
ron los diferentes significados del concepto de funcién, los cuales
fueron retomados del estudio realizado por Pino Fan et al., (2019) y se

expresan a continuacion:

— La funcién como correspondencia (FCO): refiere a la asocia-

cién de elementos entre dos conjuntos.

— La funcién como relacién entre magnitudes variables (FMV):
refiere al estudio de fenémenos que incluyen un cambio, por

ejemplo: el calor, la distancia, la velocidad, etc.

— La funcién como representacion grafica (FRG): refiere a un
conjunto de puntos que representan visualmente una rela-

cién entre los ejes coordenados.

— La funcién como expresion analitica (FEA): se refiere a la ex-
presion algebraica de una funcién que se obtiene mediante

una clase de operaciones aritméticas, potencias, raices, etc.

— La funcién como correspondencia arbitraria (FCA): se refiere
a la relacion abstracta entre dos conjuntos, sin conocer la
forma explicita en la que se lleva a cabo la asignacion entre

sus elementos.

— La funcién a partir de la teoria de conjuntos (FTC): se refiere
a la relacién de una variable que cumple las propiedades de

los conjuntos.
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TABLA 1.

Ejemplos de consignas
en el MKT e indicado-
res para los registros
de representacién

y significados de la
funcién.

v

Subdominio

Metodologia

Se utiliza una metodologia cualitativa basada en el disefio de un cues-
tionario que tiene como fundamento tres elementos: el conocimiento
del profesor de matematicas, los registros de representacion, y los sig-
nificados de la funcién. En el disefio se considerd la triangulacién de
investigadores expertos en la tematica (Aguilar y Barroso, 2015), quienes

realizaron un andlisis del cuestionario propuesto.

En la Tabla 1, de creacién propia, se muestran algunas consignas que
fueron un referente para disefiar cada una de las seis tareas que con-
formaron el cuestionario de esta investigacion y también, se incluyen
indicadores para detectar la movilizacién de los registros de represen-

tacion de las funciones, asi como la comprension de sus significados:

CONOCIMIENTO MATEMATICO PARA LA ENSENANZA

Cee

Resuelve la tarea

Identifica si el procedimiento empleado es correcto

Determina si el resultado es correcto

e

Indica qué contenidos matematicos necesitan poner en practica los estudiantes para dar solucién a la tarea

Indica qué propiedades del contenido matematico se pueden abordar mediante el estudio de la tarea

Resuelve la tarea de diferentes formas usando distintos contenidos matematicos

CH

Indica con cuéles contenidos matematicos mas avanzados del curriculo escolar tiene relacion esta tarea

Determina cudl es la importancia a futuro de abordar el contenido en este momento

Indica cual es la aplicacion cotidiana que tiene el contenido matematico

CCEn

Sugiere una manera en que podria ensefar el contenido

Indica algunas estrategias o recursos didacticos que utilizaria para ensefar el contenido

Propone algunos argumentos que utilizaria para convencer a los estudiantes

e

Determina cudles son los principales errores que podrian cometer los estudiantes a la hora de aprender el
contenido

Explica el razonamiento que siguieron los estudiantes

Indica las principales deficiencias que tienen los estudiantes, previo a abordar un contenido matematico

(cIc

Identifica los elementos del curriculo que son abordados mediante la realizacion de la tarea

Especifica con cudles asignaturas tiene relacion el contenido matematico propuesto

Determina cudl es el objetivo de la tarea de acuerdo con el curriculo escolar
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Registros de representacion de las funciones

Registro Indicador

Comprende la relacion funcional descrita en el texto

RLN 1

Describe la funcién en palabras orales o escritas
Utiliza /" (x) para refererirse a la variable dependiente de la variable x R

RA o

. . . L4t 7 . . i

Incorpora diferentes operaciones aritméticas para expresar la relacion funcional entre las variables 5
Especifica o interpreta qué variable se posiciona en el eje de las abscisas y cudl en el de las ordenadas

RG
El grafico esta formado por una serie de pares ordenados donde cada valor x tiene un tnico valor y
Expresa la relacion funcional en una tabla de valores

RN : S : o
Sustituye los valores de la variable independiente y opera aritméticamente para obtener los de la depen-
diente
Comprende la relaciéon funcional descrita en los pares ordenados (x, y)

RC

En las estructuras (X, y) no duplica ningtin valor para y

Significados de la funcién

Significado Indicador
FCO Concibe ala funcién como una correspondencia entre dos conjuntos
FMV Concibe a la funcién como una correspondencia entre dos magnitudes variables
FEA Concibe a la funcién f(x) como una serie de operaciones algebraicas

Concibe a la funcién como un grafico conformado por pares ordenados en donde ningun valor en y se repite

FRG
para cada valor de x
FTC Concibe a la funcién como una serie de pares ordenados que involucran propiedades de conjuntos
FCA Concibe a la funcidon como una correspondencia entre dos conjuntos, en donde no necesariamente debe de

saberse la naturaleza de dicha relacién

El cuestionario tomé como referente un primer elemento para su disefio
que se sustentd en el conocimiento matematico para la ensefanza. Se
pensaron distintas preguntas que podrian profundizar en los subdo-
minios de conocimientos que propone el modelo y de esta manera se
crearon tareas con distintos contextos procurando que cada una abor-

dara un significado particular del concepto de funcién. En las tareas
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poco a poco se fueron involucrando cada uno de los registros de repre-

sentacién de las funciones.

La estructura global del cuestionario se muestra, en la Tabla 2, que es

creacién propia de la presente investigacion:

Resultados

Como resultado de este estudio se tiene un cuestionario que integra 6
tareas y enlaza el conocimiento matematico para la ensefianza del pro-

fesor, los registros de representacién y los significados de la funcién.

A continuacién, evidenciamos en la Figura 2, la tarea 1, cuyo objetivo es
establecer una relacién entre el nimero de saludos dado el nimero de
personas que hay en una reunién. En esta tarea se pone de manifiesto
el conocimiento comun del contenido (CCC) y el conocimiento del con-
tenido y los estudiantes (CCEs), en los items 1a y 1b, respectivamente.
En el caso del item 1a, solicita encontrar una formula matematica para
representar la situacion dada y el item 1b solicita describir las posibles di-
ficultades a las que los estudiantes podrian verse enfrentados al resolver
la tarea. Los registros de representacion que se pretende movilizar son

TABLA 2. - . . - -
los siguientes: lenguaje natural, algebraico y numérico. El significado de

Estructura . -y .
la funcién de esta tarea es la funcién como correspondencia.

del cuestionario.

v

SIGNIFICADO REGISTRO DoMINIO

DE LA FUNCION DE REPRESENTACION DEL CONOCIMIENTO

1 FCO RLN, RN y RA CCCy CCEs
2 FMV RA, RN y RG cCCyce
3 FRG RGy RC CCEny CEC
4 FTC RAyRC CHy CEC
5 FEA RLN, RAy RN CCEsy CC
6 FCA RG CCEny CH




FIGURA 2.

Tarea 1

del cuestionario.
Adaptado de
Azcarate y Deu-
lofeu (1996).

FIGURA 3.

Tarea 2

el cuestionario.

Tarea 1. Alacabar una reunion a la que asisten un cierto nimero de personas, todos se despiden con
un apret6én de mano. En la siguiente tabla se puede interpretar que si hay dos personas solo
se puede tener un apreton de manos; si hay tres personas se tendria 3 apretones de manos;
si hay cuatro personas habria 6 apretones de manos. Asimismo, en la tabla no se especifica
cuantos apretones de manos habria si se tuvieran 5 personas, y tampoco cuantas personas
hubo en la reunion si se dieron 105 apretones de manos.

Personas 2 3 4 5
Apretones de mano 1 3 6 105

a) Llamando n al nimero de personas, escriba una expresion que permite calcular el nimero de
apretones de manos dado cualquier nimero de personas. Enseguida, complete la tabla.

b) Describa la o las posibles dificultades, a las cuales podrian verse enfrentados los alumnos para
resolver de manera correcta la tarea.

La tarea 2, que se muestra en la Figura 3 es referente a la variacion de la
temperatura de un cuerpo respecto al tiempo. Los items a y b indagan
por el conocimiento comun del contenido (CCC) y por el conocimiento
del curriculo (CC), respectivamente. En ese sentido, el item 2a solicita
encontrar la representacion grafica de la relacion funcional descrita en
la tarea, asi como el punto maximo de dicha relacién, mientras que el
item 2b consiste en reflexionar si la situacion planteada tiene una rela-
cién transversal con contenidos matematicos de otras asignaturas. Los
registros de representacion que se pretende movilizar son el algebraico,
numérico y grafico. El significado de la funcién de esta tarea es la fun-

cién como relaciéon entre magnitudes variables.

En la Figura 4 se muestra la tarea 3, referente a la interpretacion de los
pares ordenados de una grafica. Indaga, respectivamente, en sus items
ay b, en el conocimiento del contenido y la ensefianza (CCEn) y en el
especializado del contenido (CEC). La tarea plantea la situacién en que
un estudiante pregunta a su profesor si los pares ordenados visibles
en la gréafica mostrada son los Unicos con los que cuenta la funcién.
Entonces, el item 3a solicita reflexionar en una explicaciéon o estrategia
para poder responder la inquietud del estudiante, mientras que el item

3b pregunta por las propiedades de la funcién que pueden abordarse

Tarea2. La temperatura T (en °C) de un cuerpo varia con respecto al tiempo t (en horas)
transcurrido desde que ha sido sometida a calor y se rige bajo la expresion T'(t) = 16t —
3.2t% con 0 < t < 5. Se solicita representar graficamente la relaciéon Temperatura-tiempo
y encontrar la temperatura méxima que alcanza la pieza.

a) Encuentre la representacion grafica de la funcion y determine la temperatura méxima en el intervalo
dado.

b) De acuerdo con el curriculo escolar del bachillerato tecnolégico, ;considera que esta tarea tiene una
relacion trasversal con contenidos matematicos de otras asignaturas?, de ser asi, ;cudl es esa relacion
de contenidos y a qué asignatura o asignaturas pertenecen?
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FIGURA 4.

Tarea 3
del cuestionario.

FIGURA 5.

Tarea 4

del cuestionario.

mediante el estudio de dicha situacion. A través del significado de la
funcién manifestado en esta tarea, que es el de la funcién como repre-
sentacion grafica, se pretende que los profesores puedan considerar

los registros gréfico y cartesiano en el abordaje de la tarea.

Tarea3. Un profesor solicita a los estudiantes determinar pares ordenados de la fi
representada en la grafica, de acuerdo con la tabla dada. Al terminar, un estudiante
pregunta si estos son los tnicos pares ordenados con los que cuenta la funcién.

abscisa | ordenada | (x,y)
-5
4
-3
-2
-1
0
1

I~~~ =~~~
F bk kb B
) N N g =

a) ;Qué explicacion o estrategia utilizaria para resolver la inquietud del estudiante?

b) (Qué propiedad o iedades de la funcié den abordarse mediante el estudio de esta situacion?

PIOP 1 4

La siguiente tarea se muestra en la Figura 5 y es referente a una situacién
especifica en la que un profesor solicita a sus estudiantes que identifi-
quen los pares ordenados que forman parte de una funcién dada, expre-
sada en el registro algebraico, mediante un lenguaje formal. A través de
sus ftems ay b, se indaga por el conocimiento en el horizonte matemati-
co (CH) y por el especializado del contenido (CEC), respectivamente. En
lo referente al primer item, se solicita reflexionar si dicha tarea es perti-
nente para abordarla en el nivel medio superior, mientras que en el item
4b se pregunta por los contenidos matematicos que deberian conocery
utilizar los estudiantes para dar una respuesta correcta a la tarea. El sig-
nificado de la funcién es a partir de la teoria de conjuntos y se pretende

movilizar entre los registros algebraico y cartesiano.

En la tarea 5, que se muestra en la Figura ¢, el significado de la funcién
es como expresion analitica. Esta tarea es referente a una situacion que
describe el procedimiento que realizé un estudiante, en el que cometié

un error a la hora de encontrar la imagen de ciertos valores para x.

Taread4. Un profesor solicita a sus estudiantes determinar la siguiente funcién como conjunto de
pares ordenados: F ={(x,y) EAXxB:y=x+1}, si A={x:3<x<5x€N}y
B={x-2:5<x<9x€N}

a) ¢(Considera que esta tarea es pertinente para el nivel medio superior? Justifique su respuesta.

b) (Qué contenido o contenidos matematicos deberian utilizar los alumnos para dar una solucion
correcta al problema planteado?




FIGURA 6.

Tarea 5

del cuestionario.

Con esto, se indaga, respectivamente, en sus items a 'y b, en el conoci-
miento del contenido y los estudiantes (CCEs) y en el conocimiento del
curriculo (CC). En el item 5a se pregunta por el posible razonamiento
que siguié el estudiante y que lo llevé a cometer un error, mientras
que en el item sb se cuestiona por las estrategias que los profesores
propondrian en el curriculo para evitar el error mostrado en dicha tarea.
Para esta tarea se consideran los registros en lenguaje natural, alge-

braico y numérico.

TareaS. Para cada valor x de la funcién f, hay un Gnico valor y. Ambos valores se corresponden
elevando al cuadrado los valores x, y agregando 5 al resultado de dicha potencia. Al
representar numéricamente esta funcion, un alumno obtuvo los siguientes datos, en donde
se muestra un error comun en los estudiantes:

x  Operaciones f(x)
3 345=-945=-4 -4
2 245=-4+5=1 1

-1 -145=-145=4 4

0 045=0+5=5 5

1 145=1+5=6 6

2 2245=4+5=9 9

3 345=9+5=14 14

a) Describa el posible razonamiento del alumno que lo condujo a ello.

b) ;Qué estrategia o estrategias propondria en el curriculo para evitar la ocurrencia de errores como
este?

Finalmente, en la Figura 7 se muestra la Gltima tarea del cuestionario, la
cual es referente al analisis de un gréfico que cuantifica a los casos de
contagio que han ocurrido a lo largo del tiempo, del virus SARS-CoV-2,
desde que se declaré6 como pandemia. Con el gréfico se pretende in-
dagar por el conocimiento del contenido y la ensefianza (CCEn) y por
el conocimiento en el horizonte matematico (CH), en los items a y b,
respectivamente, de esta tarea. El item 6a pregunta por los argumentos
que los profesores podrian utilizar para explicar que un grafico repre-
senta una funcién, mientras que el item éb pregunta por contenidos
matematicos mas avanzados del curriculo escolar que se podrian rela-
cionar con la situacion mostrada en dicha tarea. Esta tarea se disen6
bajo el significado de funcién como correspondencia arbitraria, utili-

zando el registro grafico.
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FIGURA 7.

Tarea 6

del cuestionario.

Tarea 6. En agosto 11 del 2021, el diario i El Fi it p 6 el nimero de casos
confirmados de COVID-19 en cada una de las semanas desde que inicié la pandemia, esto
con la finalidad de concientizar ante la llegada de la tercera ola de contagios.

Escenario nacional
120,000

100,000 + 3%

80.000
§uJ.ooo
40,000

20000
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Aunque es imposible obtener una expresion algebraica para calcular el nimero de casos confirmados
segtin el tiempo, un profesor comenta a sus estudiantes que este grifico representa una funcién.

a) ;Qué argumento o argumentos daria usted a los al para expli los de que
el grifico de la tarea representa una funcién?
b) (Con cuil o cudles ids icos mis del curriculo escolar relaciona el
ido do en esta situacién?
Conclusi
onciusiones

Conocer y comprender los conocimientos con los que cuenta el profesor
de matematicas fortalece, sin duda, a las investigaciones realizadas en
Matematica Educativa, pues muestran una referencia para profundizar
en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. En este
caso, el concepto de funcién representa una nocién importante en el
curriculo de matematicas a nivel bachillerato, debido a que de él se de-
rivan contenidos mas complejos que deben abordarse para la formacién
comun de los estudiantes. Por ello, es necesario distinguir qué conoci-
mientos caracterizan a los profesores de matematicas respecto a este
concepto. El cuestionario aqui propuesto permite recoger informacién
para identificar el conocimiento matematico para la ensefianza del con-

cepto de funcidn, sus significados y representaciones.

El estudio del conocimiento del profesor en tépicos especificos es una
tendencia actual en las investigaciones (e. g. Castro y Pino Fan, 2021;
Burgos et al., 2018; Vasquez y Alsina, 2017). Los instrumentos requeridos
para el estudio de dicho conocimiento estéan articulados en las tareas,
actividades, situaciones problema, etc., cuyo disefio, generalmente,
pasa por alto en las investigaciones (Garcia, 2019). De esta manera, lo
expuesto en el presente articulo orienta el disefio de las tareas consi-
derando elementos tedricos que sirven de pauta para investigaciones
similares sobre disefio de cuestionarios o instrumentos (e. g. Espinoza
y Pochulu, 2020) y que, ademas, contribuye a la caracterizacién de los

conocimientos del profesor en tépicos especificos.



Al presentar el disefio de un cuestionario, se tiene la limitaciéon de no
contar con resultados empiricos, por lo que, como linea de investigacion
abierta se puede sugerir la aplicacién en muestras amplias de profesores
en formacion y en servicio. Cobra relevancia realizar investigaciones con
profesores en servicio en México, dado que existe una tendencia por
estudiar al profesorado en formaciéon en comparacién con las investi-
gaciones hechas con profesores en ejercicio (Camarena, 2015). Adicio-
nalmente, las tareas presentadas se han disefiado con conocimientos
propios de bachillerato, ya que contempla tareas sobre el conocimiento
comun, por lo que el cuestionario podria ser un instrumento que permita
medir el conocimiento matematico, respecto al concepto de funcion,

con el que los estudiantes ingresan a la universidad.
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| presente estudio tiene por objetivo presentar las caracteristicas del

pensamiento algebraico de estudiantes de bachillerato ante la re-
solucién de una tarea sobre generalizacion de patrones lineales. Como
fundamento se utiliza las nociones de estrategias de generalizacién de
patrones y los niveles de demanda cognitiva para este tipo de tareas.
Estas nociones fueron utilizadas para la propuesta de la tarea y para el
analisis de los datos. Se utiliza una metodologia cualitativa basada en el
estudio de casos que fue desarrollada con dos estudiantes de bachille-
rato. Como resultado se aprecia que los estudiantes utilizaron principal-
mente las estrategias recursivas y explicitas. En el caso del estudiante A,
se identifica la dificultad en la declaracién y denotacién de las variables
y el tratamiento algebraico. En cuanto al estudiante B, presenta menos
dificultades para resolver algebraicamente la tarea. Se espera que la
informacién generada sea Uutil para futuras investigaciones y para los
profesores en activo que decidan implementar este tipo de tareas en el
aula de clases.

Palabras clave: dlgebra, bachillerato, generalizacién, DID, pen-

samiento, patrones.




El dlgebra constituye un desafio para los estudiantes de bachillerato.

Sin embargo, pueden plantearse estrategias para fomentar la resolucién

de problemas que implican pensamiento algebraico. En este articulo, la

Dras. Franco y Aké proponen un método dedicado a esta labor.

Introducciéon

El dlgebra escolar representa un reto para los aprendices debido a los
errores persistentes y frecuentes que los estudiantes de secundaria y ba-
chillerato manifiestan (Booth et al., 2017). Entre los errores mas comunes
que los estudiantes cometen en éalgebra se encuentran los relacionados
al uso del lenguaje algebraico, la generalizacion de ciertas propiedades

y el uso de los simbolos y signos (Garcia et al., 2014).

Particularmente en México, de acuerdo con los resultados de la prueba
PISA 2018, alrededor del 44 % de los estudiantes de 15 afios de edad
alcanzaron el nivel 2 o superior en matematicas, este porcentaje se
encuentra 32 puntos por debajo del promedio de los paises que inte-
gran la Organizacién para la Cooperacion y el Desarrollo Econémico
(OCDE). Ademas, solamente el 1 % de los estudiantes mexicanos logra-
ron alcanzar el nivel de competencia 5 o superior (siendo 6 el nivel mas
alto); mientras que en algunos paises asiaticos como China y Corea del

Sur el porcentaje es de 44 % y 21 % respectivamente (OCDE, 2019).

Esta realidad sobre las dificultades en el aprendizaje del algebra ha
llevado a proponer rutas didacticas para favorecer el desarrollo del
pensamiento algebraico en los estudiantes. Una de estas rutas es la
generalizacién de patrones que diversos autores proponen para el de-
sarrollo del pensamiento algebraico desde el preescolar hasta el bachi-

llerato (Bautista Pérez et al., 2021; Gaita y Wilhelmi, 2019).

En este sentido, un patrén es una sucesion de elementos que se cons-

truyen siguiendo una regularidad, la cual proporciona la base necesa-
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ria para generar una determinada regla que dicte su comportamiento
(Zapatera, 2018). Entonces, la generalizacion de patrones resulta de la
observacién de una propiedad comun local que luego se generaliza a
todos los términos de la secuencia. La propiedad comun hallada sirve
para determinar una regla que permita calcular cualquier término de la

secuencia (Radford, 2008).

Una de las caracteristicas principales de las tareas sobre generalizacion
de patrones es que no solo promueven la identificacién de la genera-
lidad; sino que, ademas, incitan a utilizar el lenguaje algebraico ade-
cuado para expresarla y de esta forma poder operar con ella (Rojas y
Vergel, 2014). Este hecho ha llevado a que, algunos paises, incluyan en
sus curriculos educativos la generalizacién de patrones para introducir
el dlgebra, ya que este tipo de tareas también permiten que la aritmé-
tica coadyuve a la comprensién de los simbolos y las transformaciones

de expresiones (Banerjee, 2008).

Actualmente, a nivel internacional y nacional, existen varios estudios
acerca de la implementacion de disefios didacticos sobre generalizacion
de patrones en niveles preescolar, primaria y secundaria (Bautista Pérez
et al., 2021; Gaita y Wilhelmi, 2019; Vergel, 2015; Zapatera, 2018). Sin embar-
go, a pesar de que en México el tema de generalizacion de patrones se
encuentra en el plan de estudios que propone la Direccién General del
Bachillerato (2017), se han realizado escasos estudios en dicho nivel, por

lo que este trabajo contribuird a generar nuevo conocimiento en el rea.

Por tal motivo, el objetivo de este articulo es presentar las caracte-
risticas del pensamiento algebraico manifestado por dos estudiantes
de bachillerato a través de una tarea sobre generalizacién de patrones
lineales. En este articulo se entenderad por pensamiento algebraico a
aquel tipo de razonamiento que involucra esencialmente generalizar,
representar, justificar, razonar con relaciones matematicas, percibir la
estructura algebraica, estudiar los cambios entre las cantidades involu-
cradas y operar cantidades indeterminadas de forma analitica (Blanton

et al., 2011; Kaput, 2008; Kieran, 2004; Radford, 2014).
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Marco tedrico

El presente estudio tiene como fundamento las estrategias de generali-
zacion de patrones y la demanda cognitiva sobre este tipo de tareas. En
el marco de los estudios sobre generalizaciéon de patrones se distinguen

los patrones lineales y los patrones cuadraticos. Como ejemplo se pre-

sentan los casos de la Figura 1. o
o
o,
-
>
1 cubito 3 cubitos S cubitos 7 cubitos O
‘ h
Posicion 1 Posicion 2 Posicidn 3 Posicion 4
1 bolta 3 bolitas 6 bolitas 10 bolitas
@
FIGURA 1. e (A Caso 2
(4] o0 o0 O
Patrones lineal ® (X 00 o000
y Cuadrético’ Posicién 1 Posicion 2 Posicién 3 Posicién 4

En el caso 1 de la Figura 1, si se prosigue con la secuencia se tiene 9 cubitos
para la posicién 5y para la posicién 6 se tendria 11 cubitos. La generaliza-

cion de este patrédn, en el término n-ésimo es la expresion (1):
a =2n-1 (1)

Dicha expresion determina una regla que permite encontrar cualquier tér-
mino especifico de la secuencia. En la misma Figura 1, para el caso 2, la po-
sicion 5 tiene 15 bolitas y para la posicion 6 se tendria 21 bolitas. El término

n-ésimo de la secuencia estd dada por la expresion (2):

_n’+n
T @

a
Este tipo de tareas, segun la literatura especializada (Akkan, 2013; Be-
nedicto et al., 2015; Butto y Rivera, 2011; Cetina Vazquez y Cabafas San-
chez, 2022; Lannin et al., 2006; Ramos y Casas, 2018), involucran, entre
otros aspectos, cierta demanda cognitiva y facilitan el uso de ciertas es-
trategias para resolver tareas de generalizacion de patrones. Benedicto
et al. (2015), al igual que Stein et al. (2009), refiere a demanda cognitiva
como al tipo y nivel de pensamiento que son exigidos para abordar y
resolver con éxito una determinada tarea. Mientras que Rico (1997) de-

fine el concepto de estrategia como “cualquier procedimiento o regla
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de acciéon que permite obtener una conclusién o responder a una cues-
tion haciendo uso de relaciones y conceptos, generales o especificos

de una determinada estructura conceptual” (p.33).

Es asi que para valorar la idoneidad y pertinencia de las tareas que se
plantean a los estudiantes, resulta Util contar con un modelo tedrico que
permita evaluar la complejidad de resolucién. Por ejemplo, si la finalidad
es desarrollar la capacidad de pensar y razonar de los estudiantes, seria
importante plantear una tarea que tenga el potencial de involucrarlos en

un alto nivel de demanda cognitiva (Benedicto et al., 2015).

En el caso de la generalizacion de patrones, Benedicto et al. (2015) propo-
nen un nuevo modelo para valorar la demanda cognitiva de las consig-
nas, especificamente en tareas sobre patrones figurales. En este modelo
se propone clasificar la demanda cognitiva en nivel bajo, bajo-medio,
medio-alto y alto. En cada nivel se analiza el procedimiento, la finali-
dad, el esfuerzo cognitivo, los contenidos matematicos implicitos, las
explicaciones y las formas de representacién de la solucién. A conti-

nuacién, se describen estos indicadores.

Para la demanda cognitiva baja, los autores proponen los siguientes

indicadores:

— Procedimiento: No se resuelven usando algoritmos, sino re-
curriendo a datos recordados o tomados directamente del

enunciado.

— Finalidad: Reproduccién de elementos (datos, reglas, férmu-
las, etc.) previamente aprendidos, recordados o tomados di-

rectamente del enunciado.

— Esfuerzo: Su resolucién con éxito apenas requiere esfuerzo.

No son ambiguas. Indican claramente qué hacer.

— Contenidos: No tienen conexion con los conceptos o signifi-
cado subyacente a los datos, reglas, formulas o definiciones

que se estan aprendiendo o reproduciendo.
— Explicaciones: No requieren explicaciones.

— Representaciones: El enunciado recurrira a la representacion
geométrica y su resolucion, en caso de representarse, imple-

mentara la aritmética.
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En el caso de las consignas para la demanda cognitiva media-baja se

especifica lo siguiente:

— Procedimiento: Son algoritmicas e indican expresamente qué

algoritmo usar o es evidente por el contexto.

— Finalidad: Enfocadas a obtener respuestas correctas, pero no

a desarrollar la comprensién matematica. T

— Esfuerzo: Su resolucién con éxito requiere un esfuerzo limita-

do. Existe poca ambigliedad sobre qué hacery cémo hacerlo.

— Contenido: Existe conexién implicita entre los conceptos o
significados subyacentes y los algoritmos usados. A pesar de
existir dicha conexioén, el estudiante no tiene por qué perca-

tarse de ella para resolver correctamente el problema.

— Explicaciones: Explicaciones que se enfocan Unicamente a

describir el algoritmo usado.

— Representaciones: En su resolucién se pueden utilizar mal-
tiples representaciones (aritmética, diagramas visuales, ma-
teriales manipulativos, etc.), pero sélo se usan aquellas que

resultan de més ayuda para resolver el problema.

Por otro lado, la demanda cognitiva media-alta queda caracterizada de

la siguiente manera:

— Procedimiento: Existe una sugerencia explicita o implicita de
la via a seguir, pero con conexiones estrechas con las ideas

conceptuales subyacentes.

— Finalidad: Orientan al estudiante a usar algoritmos con el ob-
jetivo de que tenga una comprension mas profunda de los

conceptos e ideas matematicos.

— Esfuerzo: Su resolucién con éxito requiere cierto esfuerzo
cognitivo. Se pueden utilizar algoritmos generales, pero al

aplicarlos, hay que prestar atencion a la estructura del patrén.

— Contenido: Los estudiantes necesitan considerar conscien-
temente ideas conceptuales que subyacen a los algoritmos

para resolver con éxito la cuestion.
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— Explicaciones: Hacen referencia a las relaciones subyacentes

utilizando casos concretos (posiciones particulares de la serie).

— Representaciones: La resoluciéon conecta diversas representa-
ciones. Se representan de varias formas y los estudiantes uti-

lizan aquellas que los llevan a un razonamiento mas abstracto
Por ultimo, la demanda cognitiva alta tiene las siguientes caracteristicas:

— Procedimiento: Requieren pensamiento complejo y no algo-
ritmico. El enunciado no sugiere ninguna forma de resolu-
cion. Requieren que los estudiantes analicen la actividad y
examinen restricciones que puedan limitar posibles estrate-

gias de resolucion y soluciones.

— Finalidad: Los estudiantes necesitan explorar y comprender

los conceptos, procesos o relaciones matematicos.

— Esfuerzo: Requieren un considerable esfuerzo cognitivo. Re-
quieren de los estudiantes autocontrol y autorregulacion de

los propios procesos cognitivos.

— Contenido: Requieren que los estudiantes accedan a conoci-
miento y experiencias relevantes y los usen adecuadamente

durante la resolucién de la actividad.

— Explicaciones: demandan alguna explicaciéon o demostracién

sobre el término general de la secuencia.

— Representaciones: En la resolucién se utiliza una representa-
cion algebraica, que algunas veces puede estar conectada

con otras formas de representacién.

Como se ha mencionado con anterioridad, una estrategia hace refe-
rencia a la combinacién de procedimientos o acciones utilizadas en el
proceso de solucion de tareas matematicas (Rico, 1997). En el caso de
la generalizacién de patrones, Akkan (2013) propone 7 tipos de estrate-
gias que utilizan cominmente los estudiantes al momento de trabajar
con generalizacién de patrones: conteo, recursiva o aditiva, diferencia,
objeto-completo, adivinar y comprobar contextual y explicita. A conti-

nuacion, se describe cada una:



Conteo: Consiste en contar directamente sobre un dibujo
o construir la sucesién correspondiente hasta el término re-

querido.

Recursiva: Consiste en el uso del término anterior en un pa-
trén para encontrar el siguiente término o términos. Los estu-
diantes generalmente tratan de encontrar la diferencia entre
los dos términos y afiadir esta diferencia para encontrar el

siguiente término.

Diferencia: Consiste en multiplicar la diferencia entre los dos
términos consecutivos de la secuencia por n. Esto ocurre es-
pecialmente en la generalizacién de relaciones lineales en las

que se asume de forma implicita que f (n) = an.

Objeto-completo: Consiste en el uso del razonamiento pro-
porcional. O bien, aplicando la regla de 3 a los datos co-
nocidos (una posiciéon y elementos de la secuencia) para

determinar los elementos de la posicién que se desconoce.

Adivinar y comprobar: Incluye una especie de regla de pre-
diccién independientemente de la regla que funcione. Se
propone una regla algebraica que representa el estado del
problema. Los estudiantes nunca piensan en la validez de la

regla durante el proceso.

Contextual: Consiste en usar la configuracién de una regla
centrada en la informacién que proporciona la secuencia.

Esta regla se asocia con la técnica de célculo.

Explicita: Consiste en la generalizacién de una relacién entre
las dos variables para determinar cualquier valor. Este es el
primer paso de un progreso gradual para determinar la regla

general.

Metodologia

A partir de la fundamentacién previa, se siguié una metodologia de
tipo cualitativa por estudio de casos (Durén, 2012) en la que dos estu-

diantes de 15 y 16 afios de edad resolvieron, bajo consentimiento in-

¥20Z O43IN3
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formado de sus tutores, una tarea sobre generalizaciéon de patrones
lineales. Los estudiantes pertenecian a la Escuela de Bachilleres de la
Universidad Auténoma de Querétaro Plantel Sur, ubicada en la zona
urbana del municipio de Querétaro. La tarea que fue desarrollada por
ambos estudiantes fue adaptada del trabajo de Lépez Acosta (2016) y,

se presenta en la Figura 2.

FIGURA 2.

Patrén lineal
"El caso de las
perlas”.
Adaptado de
Lopez Acosta
(2016).

TABLA 1.

Organizacién tabular
para la tarea.

v

EL CASO DE LAS PERLAS

WO LDOOLO® LVOLOWLWOLW
@@ DD DODODD

Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3

1. ;Cuantas perlas conforman la figura de la posiciéon 5?
2. ¢Cudntas perlas conforman la figura de la posiciéon 13?

3. ¢(Cudl seria la expresion que permita calcular el nimero de perlas que conforman la figura en la posicion

n-ésima? Explica como has obtenido dicha expresion.

4. Sien una figura hay 127 perlas, ;en qué posicion se encuentra la figura?

Para proponer las consignas se utilizé la propuesta de Benedicto y co-
laboradores (2015) que permite establecer que la consigna orientada a
determinar las posiciones cercanas es de una demanda cognitiva me-
dia-baja; la consigna para el célculo de las posiciones lejanas tiene una
demanda cognitiva media-alta. Por otro lado, las consignas orientadas
a determinar el término general y el proceso inverso representan una

demanda cognitiva alta.

De esta manera, una posible respuesta para la tarea planteada es la
siguiente: en la consigna 1 se solicita hallar el nimero de perlas para
una posicién cercana, por lo que se podria recurrir a una organizacion

tabular para facilitar el analisis, tal como se muestra en la Tabla 1.

De la Tabla 1 se aprecia que existe una regla recursiva que aumenta de

dos en dos, lo que permite dar respuesta a la consigna 1 e incluso a la

Numero de perlas 5 7 9 11 13 15




FIGURA 3.

Descomposicion

figural del patrén.

consigna 2 si la tabla se extiende hasta la posicion 13. En el caso de la
consigna 3, para poder encontrar la regla general, se puede realizar un
analisis figural a partir de las formas distintas de realizar la descomposi-
cion de figuras como se aprecia en la Figura 3, la cual influye en la forma

final de expresar algebraicamente el patrén.

Caso 1
Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3
Caso 2
)4 ) 4)\H) 2)\8)\8)\B)
Posicién 1 Posicion 2 Posicién 3

En el primer caso que se muestra en la Figura 3 se aprecia que hay dos
agrupaciones, una variable y la otra constante (el grupo de 3 perlas). En
la agrupacién que varia se nota que el nimero de perlas es dos veces el
numero de la posicién puesto que en la posicion 1 hay 2 perlas, en la 2
hay 4, y en la 3 hay 6; mientras que en todos los casos siempre permane-
cen 3 perlas més. Es asi como se obtiene la expresion (3) que representa

la regla general del patrén:
a =2n+3 (3)

En el caso 2 de la Figura 3, se puede observar que las perlas de la parte
superior se comportan acorde con el nimero de la posiciéon mas dos,
ya que en la primera hay 1 mas dos perlas, en la segunda posicién hay 2
maés dos perlas y asi sucesivamente. Por otro lado, las perlas de la parte
inferior aumentan de acuerdo con el nimero de la posicién mas 1. De

esta manera, el término n-ésimo estad dado por la expresion (4):
a =(n+2+(+1) (4)

Por Gltimo, la consigna 4 invita a realizar un proceso inverso ya que, en
vez de que la consigna proporcione el nimero de la posicion para hallar
la cantidad de perlas, ahora se proporciona la informacién del nimero
de perlas (127 perlas) para preguntar por el nimero de la posicién que
le corresponde. Entonces, con esta informacion, es posible realizar las
operaciones descritas en la expresion (5) que indica que la posicion

solicitada es la 62.

¥20Z O43IN3




—_
N

PadiuAO

PadiUAQ

F(n) =127

127 =2n+3 (5)
124 = 2n
62=n

A continuacion, se realiza el analisis de las producciones escritas de

los dos estudiantes que resolvieron la tarea, clasificando las estrategias

que utilizaron.

Resultados y discusiéon

FIGURA 4.

Respuestas a la

consigna 1.

FIGURA 5.

Respuestas

a la consigna 2.

La aplicacién de la tarea a los dos estudiantes de bachillerato llevé a los
siguientes resultados. Los estudiantes, que denotaremos como Ay B,
no presentan dificultades para encontrar la posicion cercana solicitada
en la consigna 1. Tal como se puede apreciar en la Figura 4, ambos es-

tudiantes utilizaron una estrategia recursiva.

Dstudiante &
fosiagn 4 Posion S Poscion € Posrcion 7
l {'9‘"03 13 Gwas 15 figuray 17 hauo‘\

Estudiantc B

POS(L’!(_/"(\ L}-'— 1)

PL"_)I(‘(G/(\ 5= 13

Iistudiante A
fovcon € Posagy 9 Foscrontd  Pomon N Poseign 12 Pos\‘\
Mfquos 20 g Dhgues 20 bgwey 9 s | 4 r(‘::
Estudiante B o
Z(13)+ 3
26+3=29

En el caso de la consigna 2, los estudiantes siguieron razonamientos di-
ferentes, en el caso del estudiante A siguié una estrategia recursiva, pero
el estudiante B determiné primero la regla general (dando respuesta a la
consigna 3) y a partir de ahi dio respuesta a esta cuestion. Esto se puede

apreciar en la Figura 5.



FIGURA 6.

Respuestas

a la consigna 3.

FIGURA 7.

Respuestas

a la consigna 4.

Para el caso de la consigna 3, a diferencia de las otras consignas, repre-
senta una consigna de alta demanda cognitiva (Benedicto et al., 2015).
Para esta cuestion, el estudiante A utilizé una estrategia explicita, ya que
establece una relacion directa entre el nimero de la posicién y el nimero
de perlas. El estudiante B utilizé otra estrategia que Stacey (1989) clasifica
como lineal y otros autores como Barbosa y Vale (2015), Firdaus et al. (2019)
y Valenzuela y Gutiérrez (2018) denominan como multiplicativo con ajuste.
Esta estrategia es similar a la estrategia de diferencia explicada por Akkan
(2013), pero al final el estudiante hace un ajuste para que corresponda al
comportamiento del patrén, es decir, que la expresion queda de la forma
an + b, en donde a es la diferencia encontrada en la recursividad, n la
posicion y b el término independiente que “ajusta” la regla general. Las

producciones de ambos estudiantes se advierten en la Figura 6.

Estudiante A
@ 1 wencia va de Zen z PO lo tonio

X posicigh .
Lt “(‘a'\va la vespiesta ya qu  cugndo seial ) nirero d2 la poucion
&P'?"‘O-f‘ Yal renlledo le sirmos B 3 % do lo conbded do parlay gy codo figua
2x+3
Eswdiante B
G zwnis
An €5 POr que von acicmaTaisader  de
dss €0 405 mecr s 3 Qe sc crgregen
ea lo pymera rx{;l.:lcl
Estudiante A 63%2 ) A
. s " e2x2 = S
129~ 2 = : 4
1264 3 \ 1z V1%
%] 7
z’ 123 X2 = 121 ~
0% 6= \J
| 2 I(L;(t) R\—'s}uz‘,\"
Cstudiante B L NES
A I =
n- w32
we A7 n=

La consigna 4, también es una consigna de alta demanda cognitiva (Be-
nedicto et al., 2015). Aunque los estudiantes obtuvieron una respuesta
adecuada a la cuestion planteada, sus procedimientos reflejan razona-

mientos diferentes como se aprecia en la Figura 7.

Para esta Ultima consigna, el estudiante A no logra escribir una expre-

sion algebraica que relacione la cantidad de perlas con el nimero de
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TABLA 2.

Estrategias utilizadas
en cada consiga por
los estudiantes.

v

Numero de Consigna y Nivel

la posicién. En este sentido al no referir a una expresion algebraica, la
estrategia que sigue es por aproximacién puesto que realiza operacio-
nes aritméticas y divide el nimero de perlas 127 entre 2 para acercarse
a la posicién a la que pertenece. Lo previo guiado por la expresién
que encontré en la consigna 3. Posteriormente, sigue una estrategia
de comprobacién y obtiene el nimero de perlas que resultan para la
posicién 63y 61. Concluye que la respuesta a la consigna es 62 y la verifi-
ca. Por otro lado, el estudiante B, utiliza una estrategia explicita ya que
establece una relacion entre las variables, xy n, donde n es el numero
de la posicién y x la cantidad de perlas que se encuentran en dicha po-
sicion, luego transforma de manera correcta la expresion para dejarla
en funcién del nimero de perlas. Finalmente sustituye el valor de x para

encontrar el valor de la posicion.

Analizando el trabajo integral del estudiante B, llama la atencién como
en la consigna 3 escribe la regla general del patrén utilizando una sola
literal (2n + 3), pero en la consigna 4, dada la naturaleza de la cuestion,
se ve con la necesidad de establecer una relacién entre dos cantidades
y por lo tanto escribe 2n + 3 = x introduciendo asi otra literal que da
mayor sentido para el estudiante, a la situacién que se le presenta. No
plantea una relacion funcional f(n), pero si expresa la relacion para de-

terminar un dato desconocido n, a partir de un dato conocido x = 127.

En la Tabla 2 se integran las estrategias que utilizaron los estudiantes
en la tarea "El caso de las perlas”. De acuerdo con los autores Aké y
Godino (2018), una diferencia significativa estd dada por cémo logran
dar respuesta a la consigna 4, ya que ahi se puede identificar si pueden
formular de formar alfanumérica y descontextualizada reglas canénicas

de expresion de funciones.

ESTRATEGIAS

E i A E i B
de Demanda Cognitiva studiante studiante
1. media-baja Recursiva Recursiva
2. media-alta Recursiva Explicita

3.alta

Otra (multiplicativo

Explici
xplicita con ajuste)

4. alta

Otra (por aproximacion) Explicita




Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos se aprecia que los estudiantes uti-
lizaron principalmente las estrategias recursivas y explicitas. A pesar
de que ambos estudiantes contestaron correctamente cada una de las
consignas, las estrategias que utilizaron permiten identificar que tienen
diferentes tipos de pensamiento algebraico. En el caso del estudiante
A, se identifica la dificultad en la declaraciéon y denotacién de las va-
riables y el tratamiento algebraico. En cuanto al estudiante B, presenta
mayor familiaridad con el uso de las letras por lo que presenta menos
dificultades para resolver algebraicamente la tarea de patrones lineales

planteada.

Dada la evolucion de las respuestas del estudiante a las consignas de
alta demanda cognitiva, se concluye que la tarea favorecié la necesidad
de utilizar literales para expresar las condiciones de la situacion, por lo
que puede propiciar un sentido a la articulacion de la aritmética y el
dlgebra. Por otro lado, las producciones escritas de ambos estudiantes
no permiten definir si los dibujos de las perlas fueron de ayuda para
encontrar la generalidad, ya que no se observaron marcas sobre las
ilustraciones que indicaran agrupamientos para una descomposicion fi-
gural. Por lo que una de las limitaciones en este estudio fue la falta de
entrevistas a los participantes. Se recomienda continuar con investiga-
ciones que apliquen una secuencia de tareas que involucren la generali-
zacién de patrones lineales y cuadraticos, ya que a nivel medio superior

los estudiantes constantemente trabajan con este tipo de funciones.

Desde el punto de vista de la docencia, la demanda cognitiva y las
estrategias de generalizacion son elementos que pueden ser conside-
rados por el profesor durante su practica para proponer tareas sobre
generalizacién de patrones en el aula, ya que permitird que se integren
las consignas necesarias de acuerdo a los objetivos que se planteen y
se tendra un modelo para clasificar las estrategias de los estudiantes.
Desde la investigacion, se destaca que a nivel media superior existen
pocos estudios sobre el pensamiento algebraico a través de la gene-
ralizacion de patrones, sobre todo en México, por lo que este trabajo
contribuye a esa linea de investigacién, exponiendo resultados intere-

santes sobre las estrategias que utilizan dos estudiantes para resolver
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ese tipo de tareas. Finalmente, espera que la informacién generada
sea Util para futuras investigaciones y para los profesores en activo que

decidan implementar este tipo de tareas en el aula de clases.
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