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RESUMEN

El curriculo actual de matemdticas demanda planear actividades que desarrollen
competencias clave en los alumnos, Utiles en su formacién como individuos y requeridas
para alcanzar metas colectivas. En este trabajo se reporta una actividad artistica y
matemdtica para introducir el concepto de elipse en la materia de Geometria Analitica
de la Escuela de Bachilleres UAQ. La actividad se fundamenta en el enfoque por
competencias y bajo la filosofia de matemdticas realistas propuesta por Freudenthal.

Palabras clave: educacién, Geometria Analitica, competencias, matemdticas realistas.

ABSTRACT

The current mathematics curriculum demands to plan activities that develop student’s key
competencies, useful in their training as individuals and required in helping to accomplish
collective goals. In this work an artistic and mathematical activity is reported to introduce

the concept of ellipse in Analytical Geometry class from the Bachilleres school at UAQ.
The activity is based on the competence approach and the philosophy of realistic
mathematics proposal by Freudenthal.

Key words: education, analytical geometry, competencies, realistic mathematics.
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INTRODUCCION

La educacién busca la integracién de las personas frente a
una sociedad en plena evolucién, tiene como objetivo
formar individuos que tengan los medios personales y
materiales para continuar con un desarrollo intelectual,
moral, laboral y disciplinario.

El aprendizaje de las matemdticas es un reto para
los docentes que las ensefian, se requiere el desarrollo de
competencias que han sido valoradas y estudiadas en
investigaciones nacionales e internacionales. El enfoque
demanda en el nivel medio superior que los alumnos
desarrollen  tanto  competencias  disciplinares como
genéricas que forman parte del perfil de egreso de la
escuela de bachilleres de la Universidad Auténoma de
Querétaro (Escuela de Bachilleres Universidad Auténoma
de Querétaro, s.f.).

Al ensefiar matemdticas se espera que los alumnos
sean hdbiles para realizar actividades  usando  su
razonamiento |égico -pero también en el uso del lenguaije
y de las TIC- y ademds adquieran habilidades como el
trabajo colaborativo, la comunicacién, la autonomia,
entre otras.

El profesor, ademds de permitir que los alumnos
escalen niveles cognitivos, debe permitirles desarrollarse
en un medio donde puedan adquirir estas habilidades.
Uno de los principales objetivos de la Geometria Analitica
es que los alumnos puedan establecer una conexién entre
la Geometria y el Algebra, es decir, reconozcan que un

dibujo en el plano cartesiano puede ser representado
también como una ecuacién algebraica.

la Geometria  Analitica  permite  desarrollar
habilidades matemdticas claves para el futuro del
estudiante de bachillerato: la capacidad de abstraccién y
generalizacién, asi como la valoracién del lenguaje
algebraico como una potente herramienta  para
representar de manera matemdtica relaciones y
propiedades de lugares geométricos (Escuela de
Bachilleres Universidad Auténoma de Querétaro, s.f.).

En este articulo se reporta una actividad artistica
elaborada en el curso de Mateméticas V (Geometria
Analitica) de la Escuela de Bachilleres de la UAQ, como
parte introductoria al tema de la elipse. Ademds de dar
una breve descripcién de la actividad, se reportan
resultados del desempefio de los alumnos al realizarla y
las competencias que se involucran.

FUNDAMENTACION

Se puede reconocer a la educacién como un proceso
social, por extensién la educacién matemdtica también es
un proceso social (Bishop, 1980). Bajo esa premisa no se
puede ver la ensefianza de las matemdticas como un
conjunto de conocimientos, sino como la interaccién de
esos conocimientos con el individuo; de esta interaccién
depende el buen aprendizaije.

Al aprender matemdticas los alumnos deben
desarrollar competencias que lo lleven al saber hacer,



saber ser y saber conocer, para permitir una formacién
integral de los individuos de la sociedad.

En la actudlidad, la globalizacién y la
modernizacién exigen comprender y funcionar dominando
las tecnologias y las grandes cantidades de informacién
disponibles; asi como desafios colectivos para el beneficio
de la sociedad para tener un balance econdémico y
sustentabilidad ambiental con equidad social. Las
competencias que los miembros de la sociedad necesitan
para alcanzar metas se han ido haciendo cada vez mas
complejas (Rychen & Salganik, 2001). Entonces para
definir competencia se deben tomar en cuenta varios
factores:

Una competencia es mds que conocimientos y
destrezas. Involucra la habilidad de enfrentar

demandas  complejas, apoydndose en vy
movilizando recursos psicosociales  (incluyendo

destrezas y actitudes) en un contexto en particular.
Por ejemplo, la habilidad de comunicarse
efectivamente es una competencia que se puede
apoyar en el conocimiento de un individuo del
lenguaje, destrezas prdcticas en tecnologia e
informacién y actitudes con las personas que se
comunica (Rychen & Salganik, 2001, p 3).

Las competencias clave son descritas por Rychen &
Salganik, (2001) quienes las integran en tres amplias
categorias que los docentes deben considerar al planear
sus actividades: usar herramientas de manera interactiva
(ej. lenguaje, tecnologia), actuar de forma auténoma e
interactuar en grupos heterogéneos.

Los alumnos deben realizar actividades que les permitan
relacionarse con diferentes tipos de herramientas
tecnoldgicas o fisicas, poder comunicarse con los demds,
asi como tomar la responsabilidad y el manejo de su vida.
“la necesidad de que los individuos piensen y actien
reflexivamente es fundamental en este marco de

competencias” (Rychen & Salganik, 2001, p.4).

La reflexién se desarrolla cuando los alumnos dejan
de seguir métodos o técnicas, aplicando férmulas de
forma rutinaria, y permiten la interaccién con otros medios
que les llevan a aprender de las experiencias y a actuar
criticamente.

Los docentes deben considerar que si bien las
verdades matemdticas son las mismas en todas partes y
para cualquier persona, esto no significa que la
educaciéon matemética deba ser igual en todas partes. La
ensefianza de las matemdticas debe tomar en cuenta la
individualidad del alumno y los contextos sociales y
culturales.

Los planes de estudios, los exdmenes, los libros, la
formacién de ensefantes y la investigacién estdn
dominados por el énfasis en el conocimiento de la
materia y en la ejecucién de la técnica.(...)lo que
en verdad necesita un ensefiante no es un texto,
sino actividades y recursos que contribuyan al
desarrollo de los alumnos (Bishop, 1980, pp. 26 y
29).

Es necesario fomentar, entonces, “la capacidad de los
alumnos para resolver y responder adecuadamente en
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situaciones  que requieren de la utilizacién  del
conocimiento matemdtico y de las destrezas propias del
pensamiento  matemdtico”  (Romero, Gonzélez, &

Quintanilla, 2014).

Bajo estos fundamentos han surgido corrientes

dentro de la diddctica de las matemdticas que toman en
cuenta al aprendiz y al medio, ademds del conocimiento
matemdtico. La educacién matemdética realista es una
filosofia propuesta por Hans Freudenthal, se resume en
que esta debe ser cercana a la realidad de los alumnos, y
ser relevante para la sociedad con el fin de constituir un
valor humano (Bressan, Zolkower, & Gallego, 2004).
Los alumnos deben tener la oportunidad de reinventar la
matemdtica, es decir, no la crean ni la descubren sino
reinventan modelos, conceptos, operaciones y estrategias
matemdticas, con un proceso similar al que usan dl
inventarlas (Bressan et al., 2004).

La Educaciéon Matemdtica Realista no pretende ser
una teoria general del aprendizaje, como lo es, el
constructivismo, sino que es una filosofia, que se concreta
en un conjunto de teorias locales de ensefianza de temas
de la matemdtica (Gallego & Bressan, 2011).

El énfasis en matematizar la realidad se instala en
lo que se llama matemdticas para todos, Freudenthal
destaca que no todos los estudiantes son futuros
matemdticos, para la mayoria, toda la matemdtica que
necesitan es la que les serd Otil para resolver problemas
en las situaciones de la vida diaria. Sin embargo, es
necesario a veces para los docentes dejar atrds los

problemas de la vida cotidiana y referirse a la matematica
para mostrar constelaciones de conceptos, estructuras y
sistemas que hayan sido inventados y probados dentro de
ella (Gravemeijer & Teruel, 2000).

la realidad es entendida como una mezcla de
inferpretacién y experiencia sensible, lo que implica que
la matemdtica también puede formar parte de la realidad
de una persona. Realidad y lo que cuenta como sentido
comdn para una persona no son cosas estdticas sino que
crecen y son afectadas por los procesos individuales de
aprendizaje (Gravemeijer & Teruel, 2000).

Los alumnos deben realizar actividades que les
permitan relacionar la  matemdtica con su entorno,
despierte su interés y promueva su creatividad. Los
alumnos deben manipular modelos, construir definiciones
y matematizarlos para resolver problemas.  Estas
construcciones les permitirdn desarrollar competencias y
llegar a mejores niveles de comprensién de la matemdtica.
Sin embargo, debemos reconocer que, para cumplir
ambos objetivos se deben seguir varios procesos
cognitivos de los estudiantes que permitan su desarrollo
dia a dia, es decir, toda la comprensién no estd en una
sola actividad, sino en un proceso de ensefianza apoyado
en estas actividades, como plantea Godino (2002, p 14):

El reconocimiento de la complejidad del
conocimiento  matemdtico debe llevarnos a
reconocer también una complejidad para el logro
de la competencia y comprensién matemdtica, las
cuales no pueden ser concebidas como estados



dicotémicos, esto es, se tiene o no, competencia, se
comprende o no se comprende un contenido
matemdtico. Se tratan mds bien de procesos en
progresivo crecimiento y mejora, que, ademds,
deberdn ser valorados relativamente a los contextos
institucionales correspondientes.

DESARROLLO METODOLOGICO

El curriculo de Geometria Analitica en la escuela de
bachilleres se estructura con cuatro unidades, siendo la
cuarta correspondiente al tema de las cénicas. La elipse es
la tercera cénica que se estudia en el curso, los alumnos
tienen una idea intuitiva del concepto de elipse; pues al
incio de la unidad se dio una introduccién a las cénicas
donde se explica su origen y la ecuacién general.

Sin embargo, no se ha dado una definicién formal
de elipse, la actividad que se describe a continuacién
tiene por objetivo que los alumnos deduzcan la definicién
por medio de la construccién grdfica de ocho elipses en
un plano que formen una mandala para decorar.

El trabajo de clase, llamado actividad artistica, se
elaboré en dos grupos de 55 y 56 alumnos, se trabajé en
parejas con la finalidad de fomentar la colaboracién entre
ellos; se llevd a cabo en tres sesiones de una horg,
algunos alumnos terminaron la decoracién en casa por
falta de tiempo.

Con la actividad se pretende ayudar al desarrollo
de competencias genéricas y disciplinares que son parte

del objetivo de la materia y del perfil de egreso de los

estudiantes de la Escuela de Bachilleres. En cuarto
semestre  los  estudiantes  contindan  desarrollando
capacidades y habilidades bdsicas como la  del

razonamiento matemdtico, el uso adecuado del lenguaije y
su capacidad lectora; el docente debe proporcionar
recursos, herramientas y actitudes adecuadas que
permitan a los egresados participar en esta sociedad del
conocimiento ya sea incorporédndose al siguiente nivel
educativo o en su caso al dmbito laboral (Escuela de
Bachilleres Universidad Auténoma de Querétaro, n.d.).

Se espera, entonces, que el estudiante sea cada
vez mds auténomo al enfrentar las dificultades que se le
presenten durante la actividad; exprese sus ideas
utilizando distintas representaciones y elija un lenguaije
adecuado; piense critica y reflexivamente; aprenda de
forma auténoma cuando revise sus procesos de
construccién del conocimiento matemdtico y los relacione
con su vida u ofras édreas del conocimiento; trabaje de
forma colaborativa, aportando ideas y soluciones.

La actividad se realiza en dos partes: primero se les
da instrucciones concretas de cémo dibujar una mandala;
posteriormente se les pide que analicen su construccién y
con base a ella definan el concepto de elipse; se finaliza
con el cdlculo andlitico de la ecuacién de una de las
elipses que dibujaron.

la primera parte de la actividad comienza con una
introduccién para explicar una de las relaciones que hay
entre el arte y la matemdtica: la simetria. La introduccién
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tiene como finalidad fomentar que los alumnos realicen
una conexién de la matemdtica con otro tema fuera de
ella. Es decir, matematicen su realidad, para que después
aprendan  definiciones de objetos matemdticos al
inferactuar con su representacién grdfica. A continuacién
se presenta la actividad.

La siguiente actividad tiene como finalidad hacer
un trabajo artistico que represente ecuaciones
matemdticas. Elige una pareja con la que te sea
cémodo trabajar, si lo prefieres también puede
realizarse individualmente.

La actividad contiene instrucciones especificas de
cémo realizar una plantilla:

1. Adhiere con lépiz adeshivo el papel milimétrico

al papel cascarén de tal forma que cubra toda el drea

2. Dibuja con l4piz fino un plano cartesiano cuyo
origen sea el centro de tu plano milimétrico {...).

3. Dibuja con lapiz fino dos rectas que pasen por
el origen de tu plano de tal forma que cada un divida a
la mitad cada cuadrante (...).

4. Dibuja con compds una circunferencia con
centro en el origen y radio igual a una unidad |...).

5. Observa los puntos donde intersectan ambas
circunferencias con las rectas (incluyendo los ejes) y
remdrcalos con |dpiz. En los 16 puntos remarcados
inserta cuidadosamente un alfiler...La figura obtenida
hasta ahora debe ser la de la imagen, en donde cada
cruz del dibujo representa un alfiler.

6. Recorta un pedazo de hilo de aproximadamente
18 c¢cms. Amarra el hilo a uno de los alfileres dejando
aproximadamente 3 cms de un lado del alfiler y 15 cms
del ofro lado. Ahora debes amarrar la parte larga del
hilo al alfiler que se encuentre en la misma recta y el
mismo cuadrante del primero al que amarraste el hilo,
de tal forma que la longitud del hilo entre un alfiler y
otro sea 12 cms (es decir 6 unidades de tu dibujo)(...).

7. Coloca la mina de lépiz gruesa entre tu hilo y
los alfileres (...). Mueve la mina suavemente sin
despegarla y sin dejar de estirar el hilo de tal forma
que con este movimiento dibujes una cénica |...).

8. Realiza el procedimiento 6 y 7 usando cada
pareja de alfileres de tu dibujo que se encuentran

alineadas 'y en el mismo
cuadrante.

X : 3 9. Observa la figura
formada y decérala con colores
a tu gusto (...).

‘| En la segunda parte de la
o e actividad se espera que el
alumno haya entendido que
X X con el procedimiento se dibujé
una elipse que puede definir.
Se pide a los alumnos
Imagen 1. contesten las preguntas:

5Qué figura se formé al dibujar
con la mina y el hilo25Qué figura se formé al hacer el
procedimiento 8 veces? Define elipse, apoyéndote del
procedimiento que usaste para dibujarla.



En esta parte se espera que los alumnos logren
identificar el lugar geométrico que dibujaron y lo puedan
definir dados dos puntos fijos y un punto que se mueve.

Finalmente se solicita que resuelvan una parte analitica,
eligiendo una sola elipse de la cual pueden obtener su
ecuacién usando la definicién.  Se pide dibujen en un
plano cartesiano un boceto de la elipse de la cual
obtendrén su ecuacién. Por dltimo los alumnos escriben
una conclusién y una reflexién de su trabajo.

RESULTADOS

Al redlizar la  actividad encontramos  resultados | VA | e AN ) |

. , . . .z ’ @ o 4 q'@-,‘l,

interesantes que serdn descritos a continuacién. VN Qﬁ%ﬂg@%"
Primeramente diremos que los alumnos trabajaron LY. - -

¥ T\ v

sin grandes dificultades la parte préctica, la gran mayoria -
se sintieron motivados al realizarla, usando todas sus Imagen 2. Fotografias de mandalas hechas por los alumnos
habilidades; fue dtil para los alumnos realizar el trabajo
en parejas, lo cual permitié fomentar la colaboracién y
desarrollar competencias de comunicacién con otros.
Al realizar la actividad, los alumnos se expresaron
artisticamente, utilizaron diferentes técnicas como ldpiz,
colores, pintura acrilica, confeti, collage. Se muestran
algunos de los cuadros finales decorados en la actividad:
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A continuacién se muestra una tabla de los
resultados obtenidos en las preguntas que se hicieron
posteriores a la actividad prdctica:

Observaciones Si No Medianamente
Contesta correctamente qué figura se formé al dibujar o o
. : 92% 8% -
con la mina y el hilo.
Contesta correctamente qué figura se formé al hacer el o o
. 96% 4% -
procedimiento ocho veces.
Define correctamente la elipse.’ 19% 46% 35%
Ubica correctamente la elipse que elige para calcular su
ea ¢ s aReSias b 58%  42% :
ecuacién en el plano cartesiano.
Calcula correctamente la ecuacién del lugar geométrico 62% 38% -
Escribe una opinién positiva de la actividad.? 69% 19% -

Tabla 1. Respuestas de 55 alumnos que realizaron la actividad.

'Se considera correcto cuando el alumno escribe una
definicién que cuenta con todos los elementos del lugar
geométrico llamado elipse y los relaciona correctamente.
Se considera medianamente correcto cuando logra
identificar los elementos pero no relacionarlos o relaciona
correctamente algunos elementos pero no identifica todos.
2 El 12% no escribié ninguna opinién de la actividad.



Analizando las respuestas de los alumnos, la
mayoria identifica la gréfica de la elipse y la figura final
que se formé; algunos la llaman flor, otros mandala.

Se  encontraron  dificultades  para  definir
correctamente la elipse, solo el 19% (Tabla 1) logré
definirla de forma coherente, entendible y usando su
construccién (Imagen 3). Un 35% logré una definicién
carente de elementos, o con un uso inadecuado del
lenguaije (Imagen 4), sin embargo entiende el concepto. El
46% de los alumnos asocian la definicién de elipse con la
figura geométrica y sus conocimientos previos, con un uso
inadecuado del lenguaje (Imagen 5).
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Imagen 4. Definicién de elipse de un alumno.

Define elipse, apoyandote del procedimiento que usaste para dibujarla o &
ond Gqore ovdada, dampdn y delgada com dislonads
constovtes, ccopa gn  espacrd qeowéknes en @ Qane

Imagen 5. Definicién de elipse de un alumno.

Otros alumnos, asociaron su procedimiento con el
trazo de una circunferencia, por lo tanto asocian la
definicién de elipse a la de circunferencia (Imagen 6).
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Imagen 6. Definicién de elipse de un alumno.

Los alumnos deben dibujar en un plano cartesiano
la gréfica de la elipse de la cual calculardn su ecuacién.
El 58% ubica correctamente la elipse, dados los focos, un
42% confunde los focos con los vértices, ubicando mal la
elipse (Imagen 7).

Imagen 7.Elipses ubicadas en el plano cartesiano por los alumnos.
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Por Gltimo, el 62% de los alumnos logra calcular
correctamente la ecuacién de la elipse. Para calcularla se
requiere de la condicién que define a la elipse dibujando
su lugar geométrico:

dFl—p + sz—p =c (])

Donde P es el punto que se mueve (la mina que
dibuja la elipse), F; y F, son los focos (puntos donde se
colocan los alfileres) y ¢ es una constante (la longitud del
hilo que une ambos focos).

Este porcentaje es mayor al de los alumnos que
logran definir correctamente la elipse, pues la condicién
fue deducida y comentada en grupo, antes de proceder a
calcular la ecuacién particular de una elipse.

De la creacién de las mandalas con elipses surgieron
cuadros artisticos creativos, que fomentaron al desarrollo
de las competencias que se describen a continuacién.

a. Competencias genéricas
Es auténomo y cuida de si mismo: Se conoce y
valora, aborda problemas y retos teniendo en cuenta
objetivos. Los alumnos hicieron conciencia durante la
actividad de sus valores, sus destrezas y dificultades
(Imagen 8).
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Imagen 8.Comentario sobre la actividad de un alumno.

Se expresa y comunica: Escucha, interpreta y emite
mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacién de medios, cédigos y herramientas apropiados.
Los alumnos expresaron sus ideas con su pareja, también
desarrollan  una expresién artistica 'y  realizaron
conclusiones a partir de su trabajo, exponiendo
dificultades y aspectos que les gustaron realizar (Imagen
9).
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Imagen 9. Comentario sobre la actividad de un alumno.

Piensa critica y reflexivamente: Sustenta una
postura personal sobre temas de interés y relevancia
general, considerando ofros puntos de vista de manera
critica y reflexiva. Los alumnos evaluaron argumentos y
opiniones en parejas, haciendo una reflexién sobre los



nuevos conocimientos adquiridos. Dieron a conocer sus
ideas y argumentos de forma clara.
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Imagen 10. Comentario sobre la actividad de un alumno.

Aprende de forma auténoma: Aprende por interés
propio a lo largo de la vida. Los alumnos reconocieron
tener interés en la actividad, también sus dificultades.
Establecieron relaciones de la actividad con su vida y
otras dreas del conocimiento.
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Imagen 11. Comentario sobre la actividad de un alumno.
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Imagen 12. Comentario sobre la actividad de un alumno.

Trabaja en forma colaborativa:  Participa 'y
colabora de manera efectiva en equipos diversos. Los
alumnos colaboraron entre si, aportando sus ideas y
llegando a acuerdos mutuos para realizar la creacién
artistica, también sobre la compra de materiales y divisién
del trabajo.
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Imagen 13. Comentario sobre la actividad de un alumno.

b. Competencias disciplinares

Las competencias disciplinares buscan formar a los
estudiantes en la capacidad de interpretar el entorno que
los rodea matemdticamente. Los alumnos finalmente
calcularon la ecuacién matemdtica de su dibujo (Imagen
14), lo que les permite aplicar procedimientos vy
contrastarlos como modelos establecidos o situaciones
reales. Algunos alumnos reconocieron que las elipses
aparecen en otros campos de estudio. Los alumnos logran
inferpretar las ecuaciones como una representacion
andlitica de la elipse.
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Imagen 14. Célculo algebraico de elipse realizado por un alumno.

Lograr que los alumnos desarrollen competencias es un
proceso largo que debe tener un seguimiento durante su
formacién, sin embargo, se pueden disefiar actividades
que vayan enfocadas a desarrollar dichas competencias.
Matematizar objetos construidos en la realidad de los
alumnos, permite despertar su interés en las matemdticas,

ademds de mostrarles que dicha materia tiene relacién
con ofras ciencias menos abstractas.

Esta actividad permitié a los alumnos usar su creatividad y
trabajo en equipo; aunque el obijetivo final era relacionar
una ecuacién matemdtica con su representacién grdfica
para definir la elipse, los alumnos pusieron empefio en
entfregar un cuadro con diferentes materiales que les
permitié expresarse artisticamente.

Notamos que los alumnos estdn  poco
acostumbrados a redactar conclusiones y opiniones en la
clase de matemdticas, pues cominmente se dedican a
seguir algoritmos proporcionados por el maestro, que
muchas veces no comprenden. Al pedir a los alumnos que
interpreten resultados o definan un objeto matemético por
medio de su representacién gréfica (que pueden construir)
les permite desarrollar habilidades del uso del lenguaie.
Sin embargo como mostramos en este articulo, tienen
dificultades al hacerlo, por lo que se debe insistir en
permitir a los alumnos que interpreten por escrito u
oralmente los resultados de problemas matemdticos.

El objetivo de la actividad no se cumplié puesto
que un pequeiio porcentaje logré definir la elipse
correctamente; sin embargo, se puede observar que un
mayor porcentaje logra realizar los cdlculos algebraicos
para encontrar la ecuacién, a pesar de que gran parte de
los alumnos argumenta tener dificultades para hacerlo, es
claro que estén mds acostumbrados a resolver ejercicios
que a usar su razonamiento y su lenguaje para describir
objetos matemdticos.



Gracias a este trabajo podemos concluir que es
necesario realizar actividades que le permitan a los
alumnos desarrollar otras competencias diferentes a las
l6gico matemdticas, principalmente las relacionadas con
uso del lenguaie.

Se esperaba que mds alumnos pudieran definir la
elipse con base en su construccidén; sin embargo,
mostramos que los alumnos estdn limitados por el uso del
lenguaije y la reflexién de los conceptos matemdticos. Se
deja abierta la investigacién sobre el uso del lenguaje en
la actividad, ademds dejomos la siguiente pregunta
abierta para responder en trabajos futuros: scudles son las
dificultades de los alumnos al definir un objeto matematico
a partir de su construccién?
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