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RESUMEN

En este articulo se expone la me-
todologia de recoleccién, orga-
nizacién y anélisis de datos para
un estudio histérico-didactico, de
libros de texto, relativo a la razon
y funcién trigonométrica inversa.
Parte de un proyecto mas amplio
que, fundamentado en la Teoria
Socioepistemoldgica, plantea la
pregunta de investigacion: jcual
es la transformacién didactica de
la razén y funcién trigonométrica
inversa en libros de texto histéricos
y contemporéneos relacionados
con la ingenieria? En los resultados
se muestran el diseno y la ejecu-
cion de la metodologia en cuatro
fases: seleccidon de libros, selec-
cién de tareas, analisis individual y
analisis transversal. En la fase tres
se desglosa la forma en que se es-
tructurd el instrumento de andlisis
individual de tareas en libros de
texto basado en tres categorias:
caracterizacién del texto, caracteri-
zacién de la matematica y producto
de ensenanza; también se demues-
tra la ejecucion del instrumento
en dos tareas de distintos libros,
logrando, a su vez, refinar el instru-
mento. En comentarios finales se
distinguen dos aspectos:

tematica educativa, teoria socioe-
pistemoldgica, trignometria.

ABSTRACT

In this paper, we expose the
methodology for data collection,
organization, and analysis of a
historical-didactical study in text-
books around the topic of inverse
trigonometric ratios and functions.
The study is part of a broader pro-
ject that poses a research question
grounded on the Socioepistemo-
logical Theory: what is the didac-
tical transformation of the inverse
trigonometric ratio and function

in historical and contemporary
textbooks related to engineering?
The results of this paper show

the design and execution of the
methodology in four phases: nook
selection, task selection, individual
analysis, and traversal analysis. The
third phase of this methodology
specifies how the three categories
in the instrument for individual
analysis of textbook tasks were
designed. Those categories are
text characterization, mathematics
characterization, and teaching
product. This instrument’s usage is
shown in the analysis of two tasks
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presenta la metodologia | prospectivas del proyecto  analysis the instrument was later
utilizada en un estudio | de investigacion y otro revised. In the final comments,
histérico y didactico | con términos metodoldgi-  two aspects identified are addres-
sobre la razén y funcién | cos. Se espera identificar sed: one about the prospectives
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contexto de la ingenieria. | procesos memoristicos del about the methodology. With the
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uso de la razén y funcién
trigonométrica inversa. Se
plantea, ademas, que el ejercicio
de explicitar la presente metodo-
logia puede ser una guia para que
otros investigadores configuren
la herramienta tedrica-metodold-
gica necesaria para su proyecto
de investigacion matematica.

Palabras clave: anélisis de libros,
formaciéon de ingenieros, ma-

results of the project, we expect
to identify other significances,
different from memoiristic proces-
ses related to the use of inverse
trigonometric ratios and functions.
We propose that in the exercise
of making explicit this methodo-
logy, it can be used as a guide
for other researchers that seek

to configure theoretical-metho-
dological tools for their research
projects following their study



subjects, theoretical foundations,
and mathematics of interest.

Keyword: book analysis, en-
gineering education, mathema-
tics education, socioepistemo-
logical theory, trigonometry.

RESUME

Dans cet article, nous exposons la
méthodologie de collecte, d'orga-
nisation et d'analyse des données
d'une étude historico-didactique
dans les manuels scolaires au-
tour du theme des rapports et
des fonctions trigonométriques
inverses. L'étude fait partie d'un
projet plus large qui pose une
question de recherche fondée sur
la théorie socio-épistémologique :
quelle est la transformation didac-
tique du rapport et de la fonction
trigonométrique inverse dans les
manuels historiques et contem-
porains liés a l'ingénierie ? Les
résultats de cet article montrent

la conception et |'exécution de la
méthodologie en quatre phases :
la sélection des coins, la sélection
des taches, I'analyse individuelle
et I'analyse transversale. La troisie-
me phase de cette méthodologie
précise comment ont été congues
les trois catégories de I'instrument
d'analyse individuelle des taches
du manuel. Ces catégories sont la
caractérisation du texte, la carac-
térisation des mathématiques et
le produit pédagogique. L'utilisa-
tion de cet instrument est illustrée
dans |'analyse de deux taches de
différents livres, a partir de cette
analyse, l'instrument a ensuite été
révisé. Dans les commentaires
finaux, deux aspects identifiés sont
abordés : I'un sur les perspectives
du projet de recherche et |'autre
sur la méthodologie. Avec les
résultats du projet, nous espérons
identifier d'autres significations, di-
fférentes des processus de mémoi-

re liés a |'utilisation de rapports
et de fonctions trigonométriques
inverses. Nous proposons que
dans |'exercice d'explicitation de
cette méthodologie, elle puisse
étre utilisée comme guide pour
d'autres chercheurs qui cherchent
a configurer des outils théoriques
et méthodologiques pour leurs
projets de recherche en fonc-
tion de leurs sujets d'étude, de
leurs fondements théoriques et
des mathématiques d'intérét.

Mots-clés: analyse de livres,
formation en ingenierie, en-
seignement des mathéma-
tiques, theorie socioepiste-
mologique, trigonometrie.

INTRODUCCION

Una revision bibliogréfica inicial de
la razén y funcidn trigonométrica
inversa permitié identificar que el
enfoque se basa en promover una
comprension superior de esta ma-
tematica dentro del ambito didac-
tico del nivel superior. Por ejemplo,
estudios que configuran un disefio
y toman datos con estudiantes de
ingenieria (Martinez Planell y Cruz
Delgado, 2016), sobre propuestas
de ensenanza basadas en la revi-
sion de literatura (Talkokul, 2017) y
sustentadas en el analisis de libros
de texto (Mesa y Goldstein, 2017).
Estas investigaciones coinciden en
la necesidad de comprender, en
primer lugar, la nocién de razény
funcién trigonométrica antes de
estudiar sus inversas; asi como
incorporar el estudio del circulo y
triangulo rectangulo para formar
relaciones entre sus elementos.
Adicionalmente, se identifica que
algunos estudios y libros de texto
utilizan como sinénimo los térmi-
nos razén y funcién trigonométrica
inversa a pesar de que matema-
ticamente son diferentes, lo cual
se asocia como un sintoma de la

carencia de significados que permi-
ten distinguir una nocién de otra.

Como decisiéon metodoldgica,

el presente estudio se sitla en

el ambito de la ingenieria por la
familiaridad y acceso que se tiene a
sus programas en una universidad
y la comunicacién con colegas de
otras instituciones. En particular,
se identifica una problematica
resultado de una revision inicial
de programas de asignaturas de
Matematicas del Instituto Tecno-
l6gico de Sonora (ITSON, univer-
sidad publica autébnoma): la razén
y funcién trigonométrica inversa
estan implicitas porque los progra-
mas no las declaran, sin embargo,
los libros de texto de la bibliogra-
fia y sus profesores ejemplifican
tareas donde se utiliza esta rama;
en dichas tareas se reconoce un
significado matemético relacio-
nado a procesos memoristicos
atribuido al uso de férmulas.

Se opta por un estudio documental
que apoye al avance de la literatura
en el ambito didactico del nivel
superior. Fundamentado en la Teo-
ria Socioepistemoldgica (TS), este
trabajo forma parte de una investi-
gacién mas amplia cuya pregunta
base es: ;cual es la transformacion
didéctica de la razén y funcién
trigonométrica inversa en libros de
texto histéricos y contemporaneos
relacionados con la ingenieria? El
objetivo general de la investigacion
es dar cuenta de las practicas que
acompanan al trabajo en torno a

la razén y funcidn trigonométrica
inversa para identificar los signifi-
cados que promueven las tareas
que se resuelven en libros de texto
de ingenieria. Para el presente
escrito, el objetivo es: exponer la
metodologia de recoleccion, or-
ganizacion y anélisis de datos para
un estudio histérico-didactico de
libros de texto relativo a la razén

y funcién trigonométrica inversa.
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ANTECEDENTES

El volumen 45 de “Textbook Re-
search in Mathematics Education”
de la revista Zentralblatt fiir Didak-
tik der Mathematik (ZDM) expone,
desde un panorama internacional,
el anélisis de libros de texto como
objeto de estudio en Matema-
tica Educativa. Los tépicos que

se abordan incluyen discusiones
metodoldgicas de como realizar
el andlisis del material, la compa-
racion entre paises respecto a los
textos que utilizan y su relacién
con el rendimiento académico de
los estudiantes, el andlisis de una
muestra de las obras respecto a un
concepto matematico de interés y
la evolucién de los libros de mate-
maticas en un contexto especifico.
Al respecto, Fan (2013) presenta un
marco conceptual sobre los libros
de texto de matematicas y analiza
los problemas y métodos contem-
poréaneos para la investigacion de
dichos ejemplares. El autor identi-
fica la necesidad de ir mas alla del
anélisis y comparacion de obras
hacia un paradigma de investiga-
cién que utilice métodos empiricos
y experimentales, de manera que
esto permita dar rigor a los estu-
dios sobre literatura académica
como investigacién cientifica.

El libro de texto es un instrumento
de aprendizaje para el estudian-
te, se puede usar como recurso
material para transmitir concep-
tos y métodos de las diferentes
ciencias, mientras que, como
recurso didactico en la ensefanza
universitaria es la principal herra-
mienta de profesores y estudiantes
para el desarrollo de significados
(Maturano et al., 2021). En Mate-
matica Educativa son objeto de
estudio: el papel del profesorado
en el desarrollo e innovacion del
curriculum y la interpretacién oficial
del mismo que dan las editoriales
(Braga Blanco y Belver Dominguez,

2016); los significados de con-
ceptos respecto a las estrategias
didacticas de ensefianza (Betan-
cur et al., 2021); y la transposicién
didactica a la que es sometido el
conocimiento matematico cuando
es llevado a la ensefianza escola-
rizada (Bravo y Cantoral, 2012).

Generalmente el anélisis de libros
académicos implica delimitar a
una muestra sobre contenido
matematico, a uno o varios nive-
les educativos y programas de
estudios. Debido a esto, se con-
sidera que el analisis didactico
busca comprender el significado
en la ensenanza desde diferentes
aristas, y el anélisis histérico-di-
dactico la evolucién de dicho
significado en la ensefanza.

ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO PARA
CONTENIDO MATEMATICO EN GENERAL

Se identificaron estudios enfoca-
dos al significado que promueven
los libros y su estructura. Asi, Gon-
zélez y Sierra (2004) disefaron y
emplearon un instrumento de ana-
lisis historico-didactico de libros
de texto para el tema de puntos
criticos del curriculo espanol de
educacién secundaria de los pla-
nes de estudio del siglo XX. En sus
decisiones metodoldgicas especifi-
can que la muestra fue de 32 obras
y como establecieron las unidades
de informacion que les permitie-
ron hacer una clasificacién en ca-
tegorias, dimensiones y modalida-
des asociadas. Exponen ejemplos
del andlisis realizado para cada
periodo, lo que deriva en el perfil
de un libro, marcando en cada
unidad de andlisis la frecuencia de
aparicién misma que les permite
deducir el nombre del perfil.

Por su parte, Pino Fan et al. (2019)
realizaron un anélisis didactico
de diez libros de texto del curri-

culo chileno sobre el concepto

de funcién. Por otra parte, del
Enfoque Ontosemidtico (EOS) se
utilizdé la nocién de configuracién
epistémica y dos categorias de
analisis: cuatro criterios para la
caracterizacién de los significados
curriculares de la representativi-
dad y seis de la nocién de funcién.
En sus conclusiones los autores
mencionan que los resultados pre-
tendidos por el curriculo sobre la
funcién no son representativos del
significado holistico de referencia
porque estos se limitan al signifi-
cado como relacién entre varia-
bles, conforme la representacion
grafica y la teoria de conjuntos.

Asimismo, Betancur et al. (2021)
describieron los resultados del
analisis didactico de tres libros de
texto del curriculo colombiano de
pregrado sobre los conceptos acer-
ca de eigenvalores y eigenvectores
en operadores lineales. La finalidad
de su estudio fue especificar el de-
sarrollo del analisis tedrico (primer
componente) del ciclo de investiga-
cién de la teoria APOE (acrénimo
de accidn, proceso, objeto y esque-
ma). Para el anélisis de los libros los
autores retomaron cuatro criterios
de un estudio previo: estructura
general del texto, presentacion

y definicion de conceptos, ejem-
plos y ejercicios, y lector modelo;
desarrollaron seis momentos para
su ejecucion y mostraron en tablas
un comparativo de los tres libros.

Finalmente, en el analisis de libros
de texto para contenido matema-
tico en general, Larios y Jiménez
(2022) presentaron un anélisis de
los significados que promueven
sobre el concepto de derivada
algunos libros de Célculo para
ingenieria. Desde la nocién de
configuracién epistémica del EOS
identificaron que se privilegia un
significado parcial de la derivada.
Por ejemplo, el caso de la pen-



diente de la recta tangente, que
a veces se confunde con la recta
en si, se presentd un desarrollo
parcial del significado holistico:
lo que puede implicar la cons-
trucciéon de una representacion
inadecuada para ese perfil profe-
sional por parte del estudiante.

ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO
PARA CONTENIDO TRIGONOMETRICO

El estudio de Montiel (2011) es
uno de los referentes principales
para la investigacion en Teoria
Socioepistemoldgica. Fundamen-
tado en en dicha é&rea la autora
realiza un estudio histérico-epis-
temoldgico y un estudio didactico
de conocimiento trigonométrico, a
partir del cual reconoce que la en-
sefianza de la Trigonometria no es
un asunto intrascendente, ya que
es un conocimiento con multiples
aplicaciones en las Matematicas y
otras disciplinas como la Astrono-
mia, Arquitectura, Ingenieria, etc.

Montiel (2011) identifica que un es-
cenario de la génesis de la relacion
trigonométrica fue el astronémico,
donde el problema macrono ma-
nipulable de célculo de distancias
inaccesibles fue el contexto de
origen para identificar la relacion
no proporcional entre angulo bise-
cado/media cuerda en el circulo,
lo que actualmente en la escuela
equivale a la razén seno del an-
gulo como cateto opuesto/hipo-
tenusa en el tridngulo rectangulo.
Asi, para fomentar usos y signifi-
cados trigonométricos, propone
que la ensefanza sea acompanada
por practicas especificas; para la
razén trigonométrica sefala el
estudio de la modelacién y cons-
truccion de diagramas con los que
se reflexione sobre el manejo de la
proporcionalidad y la escala en un
contexto estatico y covariacional.
Mientras que para la funcidn trigo-
nométrica propone el estudio y la

modelacién del movimiento, a fin
de reflexionar sobre la variacion, lo
periddico y acotado de la funcién.

En una seccién del estudio didac-
tico de Montiel (2011) se analizaron
tres libros de texto de nivel supe-
rior con una importante influencia
escolar para la ensefanza de la
funcién trigonométrica: A Course
of Pure Mathematics de Hardy,
Calculus de Apostol y Calculus

de Spivack. El autor del estudio
sefala que los tres libros dan un
tratamiento analitico a la fun-

cién trigonométrica mediante la
demostracién de sus propiedades
con técnicas matematicas avanza-
das como la derivacién, integra-
cion, series y ecuaciones diferen-
ciales, asimismo, los tres autores
fundamentan su razonamiento en
la proporciéon de la longitud del
arco y el area de un sector circular:

Hardy (1908) hace explicito
que para tratar analiticamen-
te a la funcién trigonométrica
es necesario demostrar que
un arco puede medirse y en
consecuencia asociarle un
numero llamado longitud, es
decir, plantea un fundamento
de partida para trabajar con la
funcién (Montiel, 2011, p. 55).

“En Apostol (1984) [...] las funciones
trigonométricas son modeladores
de fenédmenos periddicos[...]y su
descripcidon geométrica no se res-
tringe a estudiar el tridngulo rec-
tangulo [...]" (Montiel, 2011, p. 58).

En Spivac (1991) [...] construye el
concepto de funcién partiendo
de definir el seno y el cose-

no perteneciente a un angulo
dirigido y culminar al definir

sen x y cos x para cada numero
x. [...] realiza la equivalencia
grados a radianes y comien-

za su construccion analitica

[...] (Montiel, 2011, p. 61).

También, Cantoral et al. (2015)
realizaron un anélisis didactico

de un libro de texto del curriculo
mexicano sobre el concepto de
razén trigonométrica. De la Teoria
Socioepistemoldgica (TS) utilizaron
el nivel pragmético (acciones y
actividades) del modelo de anida-
cion de practicas para realizar un
analisis documental respecto a la
actividad matemética. En primer
lugar, describieron la organizacion
didactica del libro de texto (explo-
racion, institucionalizacién, ejer-
citacion y aplicacion) y los temas
previos y posteriores a la razén
trigonométrica. En segundo lugar,
mostraron ejemplos de tareas del
tema matemético de interés y las
analizaron con el nivel pragmatico
del modelo de anidacidn utilizan-
do las preguntas: qué, como y
para qué hace. Los autores sefa-
laron que la razén trigonométrica
se convierte en una aplicacién de
la proporcionalidad para calcular
un valor faltante debido a que no
se requiere estudiar o elaborar
diagramas, sino que, de ilustracio-
nes de tridngulos rectangulos se
logran identificar datos para elegir
la razén adecuada a la situacion
fisica y asi realizar operaciones
con apoyo de la calculadora.
Concluyeron que se transmite

un uso aritmético y algebraico
con significado memoristico.

Finalmente, en el analisis de
libros de texto para contenido
trigonométrico, Torres Corrales y
Montiel (2020) realizaron un ana-
lisis didactico de ocho libros de
texto referentes a las no-
ciones trigonométricas asociadas
al problema cinematico directo
de la Robdtica de un programa
de Ingenieria Mecatrénica. De la
Teoria Socioepistemoldgica y los
resultados de la investigacion en
Trigonometria configuraron un
cuadro de analisis cualitativo para
identificar los usos y significados
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de las nociones trigonométricas en
tareas de asignaturas de Matema-
ticas, Fisica e Ingenieria. Las auto-
ras identificaron que en gran parte
de las asignaturas de Matematicas
se reproduce el uso aritmético y

el algebraico asociado al célculo
de valores faltantes para resol-

ver la tarea, mientras que, en las
asignaturas de Fisica e Ingenieria,
ademas de dichos usos, se dan el
geométrico y el cuantitativo, con
los que se confronta que las no-
ciones trigonométricas no son una
aplicacidn de la proporcionalidad.

MARCO TEORICO

La Teoria Socioepistemoldgica
tiene por objeto de estudio: “la
construccidn social del conoci-
miento matematico y su difusion
institucional, y el método es el
analisis de la practica, que per-
mitiran estudiar el problema del
significado del objeto matematico
mediante el uso” (Cantoral, R., co-
municacion personal, 14 de diciem-
bre de 2017). Lo social se identifica
en dos aspectos: la influencia del
contexto en tanto su validez rela-
tiva donde se usa la matematica y,
el significado en constante cons-
truccién que los grupos humanos
dan al conocimiento matematico a
medida que lo emplean en distin-
tas situaciones (Cantoral, 2016¢).

Las practicas se estudian y orga-
nizan a través de un modelo de
anidacién. En el caso de la presen-
te investigacion se utiliza el nivel
pragmatico, es decir, la practica

a nivel de accién. Asimismo, se
analiza la accién directa del sujeto
(individual, colectivo o histérico)
ante el medio en su relacidn con
la matemética en juego; desde
este momento se pueden iden-
tificar los usos del conocimiento,
caracterizados como “las formas
en que es empleada o adopta-

da determinada nocién en un
contexto especifico” (Cabanas,
2011, p. 75), “ya sea que el sujeto
sea consciente de ello o no, que
manipule de manera explicita o
implicita, o que utilice represen-
taciones tipicamente escolares o
propias del contexto” (Rotaeche,
2012, p. 27); "los usos son funcio-
nales porque dan respuesta a la
tarea matematica [...]" (Torres
Corrales y Montiel, 2020, p. 34).

Para analizar la dependencia
del contexto, este debe estu-
diarse en tres niveles: cultural,
situacional y de significacion.

[...] El contexto cultural da
pertenencia a grupos humanos
especificos pues se reconoce su
dominio en el comportamiento

e interacciones sociales de los
sujetos o grupos involucrados;
mientras que el contexto situa-
cional reconoce la influencia del
tiempo, el lugar y las condiciones
donde se lleva a cabo la activi-
dad matematica, dichas condi-
ciones las determina el problema
que se estudia o pueden ser
establecidas mediante un disefio
didactico. El contexto que da
forma y sentido a la matemética
en juego, lo denominamos con-
texto de significacién (Torres Co-
rrales y Montiel, 2020, p. 32-33).

Para la TS el libro de texto
propone un discurso Matema-
tico Escolar (dME), particular
porque es un medio de difusién
institucional de la construccién
social del conocimiento ma-
tematico. Por lo que a través

de las tareas que se resuelven
en el libro de texto se busca
identificar las practicas (explici-
tas e implicitas) puestas en uso,
que permiten el desarrollo del
significado independientemente
del contexto (época, paradigma

educativo, regidn geogréfica,

etc.) donde se emplea la mate-
matica (Cantoral et al., 2015).

El dME refiere a:

“...las bases de comunicacién
para la formacién de consensos
y la construccién de significa-
dos compartidos relativos a la
matematica” (Cantoral et al.,
2006, p. 86), y que por su estruc-
turacién se convierten en “...
sistemas de razdn que producen
violencia simbdlica, a partir de la
imposiciéon de argumentaciones,
significados y procedimientos”
(Soto y Cantoral, 2014, p. 1534).

MEeTODOLOGIA

De los métodos y metodologias
de anélisis de libros de texto pre-
sentes en la revision bibliogréfica
del apartado Antecedentes y de
estudios de Historia de la Educa-
ciéon Matematica —en particular
del Congreso Iberoamericano de
Historia de la Educacién Mate-
matica (CIHEM) y de la Revista de
Histéria da Educagdo Matemati-
ca (Histemat)-, se configura una
metodologia de anélisis histori-
co-didactico que consta de cuatro
fases. De acuerdo con los intere-
ses de la investigacion, primero,
en la Fase 1 se establecen los
criterios de inclusion de los libros,
después, en la Fase 2 se selec-
cionan las tareas representativas
a analizar, llegados a la Fase 3 se
realiza un analisis individual de las
tareas mediante un instrumento
que puede ser retomado de otras
investigaciones o disefiado por el
investigador —siempre y cuando
haya compatibilidad tedrica entre
los referentes y la investigacion—,
por ultimo, en la Fase 4 se realiza
un andlisis transversal con el cual
se triangula el analisis individual
de los libros para dar respuesta

al objeto de estudio (Figura 1).



3. Analisis
individual

2. Seleccién de

tareas

4. Anélisis
transversal

Figura 1. Metodologia de anélisis histérico-didactico de libros de texto.

Con la finalidad de mantener
coherencia a lo largo del desa-
rrollo de la investigacion, esta
metodologia recibe retroalimen-
taciéon a medida que se ejecu-
ta, por lo que la realizacion de
una fase permite llevar a cabo
ajustes en fases previas o pos-
teriores, seglin sea necesario.

RESULTADOS

A continuacién, se describe la
ejecucion de la metodologia de
estudio histérico-didactico de
libros de texto relativo a la razén
y funcién trigonométrica inver-
sa desde la TS. Para efectos del
presente articulo se incluyen las
primeras tres fases de la meto-
dologia y se muestra el disefio

y utilizacién del instrumento de

analisis individual de dos libros de

texto; la Fase 4 se omite debido
a que el proyecto de investiga-
cidn se encuentra en la Fase 3.

Fase 1.
SELECCION DE LIBROS

En la revisidn de literatura, teo-
ria y metodologia, la muestra

de libros fue intencional. Se
aprovechd, ademas, el acceso a
estos y mediante la triangulacién
de tres criterios de inclusién.

1. Los libros de texto con con-
tenido trigonométrico que
indica la revision bibliografica

del apartado de Antecedentes
(Anélisis de libros de texto para

contenido trigonométrico) de
asignaturas de Matematicas del
nivel superior.

2. Los libros de la bibliografia de
las asignaturas de Matematicas
que declaran los programas
de estudio de ingenieria del
ITSON, universidad donde una
de las autoras es profesora.

3. Los libros que recomiendan
profesores-investigadores que
imparten asignaturas de Mate-
maticas en Ingenieria, en parti-
cular los miembros fundadores
del grupo latinoamericano
Formacidn de Ingenieros desde
la Mateméatica Educativa (www.
grupofirme.org.mx). Quienes
coinciden en tener presente en
sus universidades (tres institu-
ciones mexicanas, dos publicas
y una privada; y dos universida-
des publicas de Latinoamérica,
en Guatemala y Colombia) la
problematica de la revision
inicial de las asignaturas de Ma-
tematicas de ITSON: las tareas
donde se emplean la razéony
funcién trigonométrica inversa
tienen un significado matema-
tico relacionado a procesos
memoristicos que se atribuye al
uso de férmulas.

Se recopilaron, en formato digi-
tal, libros senalados dentro de los
criterios de inclusion para elegir
aquellos que incluyeran tareas
basadas en la razén y funcién
trigonométrica inversa. Los libros
se clasificaron en dos categorias
segln su contexto: histéricos

(ocho) y contemporaneos (siete
libros), los cuales se ubican entre
los siglos XIX, XX y XXI (Tabla 1).
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Nombre del libro Conceptos Paginas
Plane and Spheri- Inversas de las funcio-
. 1875 Chauvenet . . 41
cal Trigonometry nes trigonometricas
Se promueve el acceso .
| conocimiento y el logro S. R. Knigh Funciones
a .R.
y . 9 1906 9 circulares inversas 232,238, 239
de todos los estudiantes
Relacién entre el logaritmo
. Godfrey Harold . 9
A Course of Pure Mathematics 1908 (Hardy) y el inverso de las fun- 518
ar . . L.
y ciones trigonometricas
g
\§ Trigonometria superior 1944 B. N Mukherjee | Funciones circulares inversas 21-31
)
T Algebra y funcio- Kalni Funciones trigonomé-
alnin o }
nes elementales 1978 tricas inversas 243-257
. I las funci
Caélculo | 1984 Tom Apostol nversas d’e as tunciones 309-313
trigonometricas
Trigonometric functions (Pro- 1988 Panchish'kin y Funciones trigonomeétricas 31-36
blem Solvingn Approach) Shavgulidze inversas
Limites y derivadas de las 134, 135,
Calculo infinitesimal 1992 Michael Spivac | funciones trigonométricas 216. 217
inversas !
Geometria Plana y del Espacio 2004 Baldor Razdén trigonométrica inversa 376
Caleulo | 2010 Ron Larson Funaones trigonometricas 377-383
inversas
Fund . " 216-221,
. . unciones trigonométricas L
leul | . .S
Calculo de una variable 2010 James Stewart inversas y limites apéndice c
@ A7
e |~z
‘g | Calculo con Trascen- . . Funciones trigonométricas
’6 2011 Denis G. Zill . . 41-43
o | dentes Tempranas inversas y sus propiedades
S
2 | Matematicas’ Funci i Stri
*g : . ' 2011 Denis G. Zill Funciones trigonométricas 61, 63, 66
§ | Célculo Diferencial inversas
Calculo aplicado. Compe- Norma Patricia ) ) o
tencias Matematicas a tra- Salinas y colabo- Funciones trigonométricas
2012 y inversas 428-431
vés de Contextos tomo 1 radores
Calculo aplicado. Compe- Norma Patricia Antiderivadas de las funci
tencias Matematicas a tra- 2012 Salinas y colabo- ntideriva as de fas funcio- 217
B nes trigonometricas inversas
vés de Contextos tomo 2 radores
Tabla 1. Libros de Ingenieria seleccionados para el anélisis. Fuente: elaboracién propia.
Fase 2. la razén y funcién trigonométrica (1996). Las tareas expositivas sefa-

SELECCION DE TAREAS

En la Tabla 1 se muestra la selec-

cién final de tareas de los libros de
texto mediante la identificacion de
conceptos y paginas donde se usa

inversa. La seleccién tuvo como
criterio de inclusion una clasifica-
cién del tipo de tareas, segun el
tipo de actividad realizada en los
libros: expositivas y de ejemplos,
de acuerdo con Love y Pimm

lan definiciones y demostraciones
que se entienden como formas
de evidenciar el significado de la
matematica, en ellas los autores
expresan la influencia de las teo-
rias de aprendizaje para exponer



conceptos. Mientras que las tareas
a modo de ejemplo desarrollan
problemas intra y extramatema-
ticos que se entienden como
formas de evidenciar el uso de la
matematica. En ellas los autores
expresan formas de poner en
practica la matematica, de manera
que brindan un modelo para ser
imitado en los ejercicios e incogni-
tas que mas adelante se plantean.

Fase 3.
ANALISIS INDIVIDUAL

El instrumento de analisis de ta-
reas en libros de texto fue cons-
truido con base en investigaciones

nidos propios del libro e influencia
en la forma de usar la razén o
funcién trigonométrica inversa.
Mientras que la estructura didac-
tica senala el tipo de discurso del
texto de acuerdo con la época
en que fue escrito, de ahi que

se identifique que algunos libros
emplean, por ejemplo, gréficas

y tablas de valores de senos y
cosenos en sus anexos (Figura 2).

En la categoria 2 se establece el
contexto de significacién de cada
tarea que propone el libro. Para
ello se senalan cinco elementos
que permiten analizar las practi-
cas mediante el uso de la razén

Titulo:

Autor:

Datos numéricos
Temas previos

Temas posteriores

Idioma del libro

Nacionalidad del autor

Caracterizacion del texto

Influencias del autor
Destinatarios

Estructura didéctica

Verbal

Contexto situacional

Siglo

Paginas seleccionadas

Contexto Cultural

Simbdlica llustrativa Anexos

I

Figura 2. Categoria 1 del instrumento de andlisis histérico-didactico de tareas

en libros de texto para la razén y funcién trigonométrica inversa (construido con

base en Maz Machado, 2005; Ledn Mantero et al, 2019; Maturano et al., 2021).

de la Teoria Socioepistemoldgica
y de la Historia de la Educacion
Matematica. Consta de tres cate-
gorias secuenciales que recopilan
elementos tedricos y de contenido
trigonométrico: caracterizacion del
texto, caracterizacién de la mate-
matica y producto de ensefanza.

En la categoria 1 se identifican
cinco elementos del contexto
situacional y cinco del cultural.
Los temas previos y posteriores
reflejan la organizacién de conte-

o funcién trigonométrica inversa.
La presencia o ausencia de estos
elementos no son lo importante
como tal, sino comprender en
qué condiciones de la tarea se

da el uso de funcién: ;es una
situacion matematica o de apli-
cacion de problemas?, jse utilizan
diagramas, de ser asi, incluyen cir-
culos y triangulos?, ;se especifica
el dominio y rango de la funcién?,
;hay un proceso de verificacién
de lo que se define o de la solu-
cién a la que se llega? (Figura 3).

Se retoman los usos de las no-
ciones trigonométricas que iden-
tificaron Torres Corrales (2020) y
Torres Corrales y Montiel (2020) en
un programa de Ingenieria Meca-
trénica cuando el profesor y los
estudiantes resolvieron problemas
de Robética Industrial. Debido

a que son los mas cercanos al
estudio, tanto que son parte del
andlisis de la practica de Ingenieria
al encontrarse en el Gltimo ano de
formacién escolar; se agrega la
subcategoria otros usos para inclu-
ir los particulares que se identi-
fiquen mediante el presente anali-
sis histérico-didactico de libros:

e Uso aritmético, cuando se
hacen operaciones basicas de
suma, resta, multiplicaciéon y
divisidn, sobre todo al dividir

© Contexto de significacién
1S}
~§ Situacién Diagramas
©
B e T L TR T
= ‘Intramatematica @ :Extramatematica : :Circulo ¢ iTriangulo
R
(0] . e s or .
5 Definicién Verificacién
S| et el gmemmeey e
S '  Dominio : i Rango S ' No
(’3 [ " ..........................
S Usos de las nociones trignométricas
28
o + Uso aritmético + Uso métrico ; 1Uso cuantitativo
8 [ 4 [Ap—— Eooe- 4
1 s ' ' , .
' 'Uso algebréico Uso geométrico ! ' Otro uso

Figura 3. Categoria 2 del instrumento de anélisis histérico-didactico de tareas en li-
bros de texto para la razén y funcién trigonométrica inversa (construido con base

en Mesa y Goldstein, 2017; Torres Corrales, 2020; Torres Corrales y Montiel, 2020).
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longitudes que permiten resol-
ver la tarea.

e Uso algebraico, cuando se

hacen operaciones con simbo-
los que no pueden entenderse
con operaciones basicas, sobre
todo al operar con cantidades
simbdlicas para resolver la
tarea.

e Uso métrico, cuando se emplea
una convencién particular para
definir y resolver la tarea.

e Uso geométrico, identifica pro-
piedades, se hacen relaciones
o se construyen modelos que
permiten resolver la tarea.

EJEMPLOS DEL ANALISIS INDIVIDUAL
DE LOS LIBROS DE TEXTO

En la Figura 5 se presenta una
tarea expositiva del libro histéri-
co Célculo | de Tom Apostol y su
respectivo analisis en el Cuadro 1.

En la Figura 6 se presenta

una tarea expositiva del libro
contemporaneo Calculo de una
variable de James Stewart y su
respectivo analisis en el Cuadro 2.

8 « | Andlisis de la caracterizacién del texto
N
[ T
o © e o »
S'S | Anélisis de la caracterizacién de la matematica
BB e
— . . fe .
o ® | Significados que promueve el libro de texto

Figura 4. Categoria 3 del instrumento de anélisis histérico-didactico de tareas en li-

bros de texto para la razén y funcién trigonométrica inversa (construido con base

en Torres Corrales, 2020; Torres Corrales y Montiel, 2020; Cantoral et al., 2014).

e Uso cuantitativo, se determinan
que las cantidades las cantida-
des que se operan provienen
de la Trigonometria (triangulo
rectangulo, circulo, gréficas de
funciones trigonométricas) y es-
tas permiten resolver la tarea.

Finalmente, en la categoria 3 se
retoman los resultados de las
categorias 1y 2 para especificar el
producto de ensenanza que pro-
mueve el libro. Para ello, se hace
una sintesis de lo que se identifica
en el anélisis de la caracterizacion
del texto y de la caracterizacion de
la matemaética para interpretar los
significados que promueve el libro
de texto de la razén o la funcién
trigonométrica inversa (Figura 4).

6.21 Inversas de las funciones trigonométricas

El proceso de inversién se puede aplicar a las funciones trigonométricas.

Se¢ empezard por la funcién seno. Para determinar una inversa tnica se ha de
y ¥

i
i x . x
3 0 x - u'/lo 1
21 2 ]
E -r
2
FiGura 6.9 y = senx. Figura 610 y = arcsen x.

considerar un intervalo en el que el seno sea mondétono. Hay, evidentemente,
muchos de estos intervalos, por ejemplo [—iw, §7), [dm, §n), [—ix, —in), etc., ¥
se puede escoger uno cualquiera de ellos. Se acostumbra tomar [—}m, }»] y de-
finir una nueva funcién f como sigue:

. ™ o
f(x) = sen x si zs::sz-
La funcién f asi definida es creciente en sentido estricto y toma todos los va-
lores entre — 1 y -+ 1 exactamente una vez en el intervalo[—4=, =] (véase figu-
ra 6.9). Por tanto, hay una dnica funcién g definida en [ — 1, 1] que asigna a
cada nimero y de [ — 1, 1] el ndmero x de [—&w, =] para ¢l cual y = sen x.
Esta funcién se denomina inversa del seno o arco seno y su valor en y se designa
por arc sen y. Asi

4 = arcsenv  implica v =senu v —';’s::g;—'.

La grdfica de arco seno se ha dibujado en la figura 6.10. Obsérvese que ¢l arco
seno no estd definido fuera del intervalo [ — 1. 11.

Figura 5. Definicién de la funcidn arcoseno (Apostol, 1984, p. 310).



Caracterizacion del texto

Contexto situacional
i Calculo con funciones de una variable, con
Titulo: . B . .
una introduccién al Algebra Lineal
Autor: Tom Apostol
o Afo Siglo Paginas seleccionadas
Datos numéricos Pom-----o- Foooo--- Mmoo s T -
1984 L XIX ! 310 !
Temas previos Derivadas de funciones inversas

Temas posteriores Integrales por fracciones simples

Contexto Cultural
Idioma del libro Traducido al espanol
Nacionalidad del autor Estadounidense
H. Bohnenblust, A. Erdélyi, F. Fuller, K. Ho-
Influencias del autor ffman, G. Springer, H. Zuckerman, B. Gor-
don, G. Springer, W. Ziemer
Destinatarios Nivel Superior

o erbal Simbdlica llustrativa Anexos
Estructura didactica RN R dmmmmmmmmenn A m e .

Caracterizacion

Contexto de significacion

Situacion Diagramas

r==-n r==n [p——— R—

| X iIntramatematica i _iExtramatematica 1 iCirculo 1 1 Triangulo

Restricciones Verificacién
i X | Dominio 1 X iRango :x.:Si I No

[

Usos de las nociones trigonométricas

r————— r————— F————

t ____1Uso aritmético 1  Uso métrico + ____1Uso cuantitativo
.
!

[

[ —-——

Uso algebraico ' ____! Uso geométrico :_X _! Otro uso

_——— _———

Producto de ensenanza

Anélisis de la caracterizacién del texto
El autor define la funcién arcoseno de forma verbal (emplea el lenguaje natural), simbo-
lica (hace uso de simbolos para representar el dominio y rango) e ilustrativa (presenta

gréficas en el plano cartesiano).

Anélisis de la caracterizacién de la matematica

En la explicacion del concepto el autor emplea representaciones algebraicas para de-
finir las funciones f = sen xy y = arcsen x, utiliza el plano cartesiano para verificar gra-
ficamente la funcién trigonométrica sen x y la funcién trigonométrica inversa arcsen x,
sefala su dominio y rango respectivos.

De aqui se reconoce que la funcién trigonométrica inversa de sen x tiene uso como

operador de composicién de funciones del tipo f (g(x)), donde f es la funcién trigo-

nométrica o la funcién trigonométrica inversa, mientras que g es cualquier otra fun-

cion; y en este caso g(x) = x-

Significados que promueve el libro de texto

La funcidén u= arcsen v es el operador inverso para la funcién v =sen u, entendiendo a

u=g(x)yv=-~f(g(x)

Cuadro 1. Ejemplo de anélisis cualitativo de una tarea expositiva de un libro de texto histérico.
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12 m Funciones trigonométricas inversas y sus derivadas dologia de analisis de libros de

Recuerde de la Seccién 1.6 que las tnicas funciones que tienen funciones inversas son texto que puede fungir como guia
funciones biunivocas. Las funciones trigonométricas, sin embargo, no son biunivocas y no
tienen funciones inversas, pero podemos hacerlas biunivocas al restringir sus dominios y . . ,
veremos que las inversas de estas funciones trigonométricas restringidas desempefian un independientemente de la teoria
importante papel en cdlculo integral. y de los conceptos matematicos
Se puede ver de la Figura 1 que la funcién seno y = sen x no es biunivoca (use la Prueba
de la Recta Horizontal). Pero la funcién f(x) = sen x, —7/2 = x = 7/2, es biunivoca
(véase Figura 2). La funcidn inversa de esta funci6n seno restringida f existe y estd deno-

para disenar otras metodologias,

AQ

involucrados, esto debido a que
se hicieron explicitas la eleccidon

©
v tada por sen”' o arcsen. Se denomina funcién seno inversa o funcién arcoseno. de elementos tedricos, la defini-
[
) ¥4 ) cion de las categorias de andlisis
y=senx
ﬂ. e |y - . /.--—' de acuerdo con los contenidos
o N, N = -z i
. (. Z % —te—t matematicos encontrados en la
. T z s . . .
FIGURA 1 = 2 teoria y en la revision de la litera-
L o ) tura, ademas del disefio y ejecu-
Como la definicién de una funcion inversa dice que FIGURA2 y=senx, -2 =x=7% L, . L.
- . cién de un instrumento de andlisis.
fflxy=y & f(y)=x tenemos - -
1 sem“lxy=y <& seny=x y ~ sys 2
R — - En conclusién, como prospec-
Entonces, si —1 =< x =< I, sen”'x es el niimero entre —7/2 y /2 cuyo seno es x. tiva se espera que el resultado
del proyecto de investigacion
Figura 6. Definicion de la funcién seno inversa (Adaptada de Stewart, 2010, p. 216). explique, en el contexto cultural

COMENTARIOS FINALES

Contexto situacional
Calculo de una variable. Conceptos y contextos

Titulo:
Este estudio forma parte mas " James Stewart
utor:
amplia cuya pregunta de investiga- » Afo  Siglo Paginas seleccionadas
., , L 9 Datos numéricos 010 TTRK | i ;
cidén es: jcudl es la transformacion £ : j
.. , L, + | Temas previos Derivacion implicita
[7) .
dldaCtlca de Ia razony funC|on -g Temas posteriores Derivacién de funciones logaritmicas
trigonométrica inversa en libros de B[ Contexto Caltaral T
N i . -
texto histéricos y Contemporéneos g Idioma del libro Traducido al espaniol
| X d | . o § Nacionalidad del autor Canadiense
relacionados con la ingenieria¢ S
. 9 . © Infl ias del aut George Polya, colegas y estudiantes de la universidad

Para el presente escrito el ObJe' niiuencias det autor de Toronto, articulos cientificos, usuarios y revisores
tivo fue exponer |a met°d0|°9'a Destinatarios Nivel medio superior y nivel superior
de reCOleCCiC’)n, organizacién y Estructura didéctica Yerbal ‘Simbélica‘ llustrativa ‘Anexos

Lox X : x LXx
analisis de datos para un estudio Contexto de significacion
histérico-didactico de libros de C Situacion Diagramas

. . 0 :

texto relativo a la razén y fun- B
cién trigonométrica inversa. g

"1 Uso aritmético Uso métrico Uso cuantitativo

El disefio de la metodologia

_i Uso algebraico Uso geométrico i Otro uso

contribuye a la literatura en dos

Anélisis de la caracterizacion del texto

aspectos. En primer |ugar, aporta A diferencia de ediciones previas, la cuarta edicién presenta las funciones trigonométricas inversas en
. s . una sola seccién (tema 3.6).
una herramlenta teorica-meto-

El autor estructura la forma de presentar los temas a partir de la resolucién de problemas que propone

2 H il George Polya, la cual se explica al final del Capitulo 1.
dologlca para reallzar un analISIS La tarea analizada es de tipo expositiva, se identifica una estructura didactica de tipo verbal (emplea el

PadiUAQ | vol. 6 nim. 12 | julio-diciembre | Facultad de Ingenieria | Universidad Auténoma de Querétaro

histérico-didéctico de |ibros de & | lenguaje natural), simbélica (hace uso de simbolos para representar expresiones y operaciones), ilustra-
& | tiva (incluye graficas de las funciones seno y arcoseno) y anexos (el autor los llama apéndices y en ellos
. . I;'(‘I aficas de las funci ) (el los Il éndi Il
texto de conten IdOS matematicos @ | presenta féormulas de Trigonometria que ubica en las Gltimas paginas del libro).
f=
O | oo o
concretos que puede ser reto- K
mada para estudiar otros conte- % Anélisis de Ia caracterizacion de la matc'erna'ti_ca o
3 | La declaraciéns del autor define la funcién trigonométrica inversa arcoseno, para ello retoma el tema
nidos matematicos en la Teoria 09_ previo de funciones inversas y sus caracteristicas con la finalidad de hacer mas comprensible la expli-
. . L. . cacién y de ampliar la informaciéon mostrada en la seccion 1.6.
SOCIOespltemo|Oglca, al aJUStar El autor da la explicacién de una funcién biunivoca (biyectiva) mediante la gréfica de la funcién y =
| | . I d | sen x (Figura 1), para ello utiliza el método de la linea horizontal donde se puede visualizar esta carac-
os elementos partlcu ares ae la teristica de la funcién inversa y comprobar que la funcién seno no es biunivoca en todo su dominio.
- " : . Por lo tanto, se da una verificacién de la tarea y un uso gréfico al presentar y definir la gréfica de las
Categorla 2 "Caracterizacion de |a funciones seno y arcoseno en el plano cartesiano.
matematica”. En segundo lugar,
este escrito ejemplifica el proceso Cuadro 2. Ejemplo de anélisis cualitativo de una ta-

para la configuracién de una meto- rea expositiva de un libro de texto contemporéneo.




y situacional de libros de texto
relacionados con la Ingenieria,

la transformacion didactica de la
razén y funcién trigonométrica
inversa mediante la interpretacion
del discurso Matematico Escolar
(dME). Si bien el libro de texto es
un medio de transmisién del dME,
su analisis nos permite interpre-
tar los usos y significados de un
conocimiento matematico segin
un grupo humano y con los cuales
se fundamentan propuestas de
disefio en aula, con el supuesto
que pueden darse otros usos y sig-
nificados, ademas de los relacio-
nados con procesos memoristicos
que suele fomentar la escuela.
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