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RESUMEN:

En este trabajo se muestran algunos fundamentos geométricos de los
Multiplicadores de Lagrange, de este modo, se pretende dar una explicacién mas
detallada de por qué estos funcionan para resolver problemas de optimizacién
que involucran funciones de varias variables. Después, mediante una adecuada
introduccién de variables, se resuelve un problema geométrico en el que se usan
los multiplicadores de Lagrange. Finalmente, se muestra como el estudio de un
problema no se acaba con la solucién de éste, al contrario, muchas veces se
puede generalizar de una manera natural.

Palabras claves: Funciones de varias variables, Multiplicadores de Lagrange,
problemas geométricos.

ABSTRACT:

In this work we show some geometric fundamentals of Lagrange Multipliers, in this
way, we pretend to give a more detailed explanation about why they works for
solving optimization problems that involve several variables. By a suitable use of
variables, we solve a geometric problem with the use of Lagrange Multipliers. Finally,
we show how sometimes the study of a problem is not ended with its solution, instead
we can generalize it in a natural way.

Key words: Functions of several variables, Lagrange Multipliers, geometric problems.
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INTRODUCCION

El Teorema de Los Multiplicadores de Lagrange es
cominmente conocido como un método cldsico utilizado
para optimizar funciones realvaluadas de diferentes
variables; en ofras palabras, se usa para encontrar
méximos o minimos de una funcién escalar sujeta a una o
mds restricciones. Sin embargo, pocas veces se explica
por qué estos funcionan al resolver problemas de
optimizacién. La mayoria de los textos de Célculo, se
concentran en tilizarlos en la solucién de algunos
ejemplos directos y otros, aunque dan una demostracién
analitica del teorema, no explican de manera intuitiva la
razén de por qué es que estos funcionan.

Ademds, en los cursos de cdlculo en ingenieria o
en la licenciatura en matemdticas no se les da la
importancia necesaria a estos, es decir, sélo se ve como
un tema mds quedando en el olvido de la gran mayoria
de los estudiantes, cuando en la vida real siempre estamos
buscando lo minimo, mdximo u optimizar algo. Es por
esto que en este articulo se propone primero, entender
bien qué son y de dénde se originan los Multiplicadores
de Lagrange y después, dar ejemplos concretos de su dtil
Uso.

ASPECTOS GEOMETRICOS DE LOS
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

En esta parte del articulo discutimos el método desde un
enfoque geométrico, cuando deseamos encontrar los
valores extremos de una funcién de dos variables f(x,y),

sujeta a la restricciéon g(x,y) = c. Antes de discutir la
técnica de los Multiplicadores de Lagrange, debemos
recordar conceptos bdsicos de Célculo Vectorial que nos
ayudarén a lograr una mejor comprensién del tema.

A continuacién, desarrollamos de  manera
geométrica y analitica el concepto de derivada
direccional.

Definicion 1: Si  f es una funcién de dos variables, sus
derivadas parciales son las funciones

% y Z—fl definidas como
if(xy) _ hmf(x +hy) - fxy)
0x "~ hS0 h ’
f(x,y) _ limf(x'y +h) - f(xy)
ay T 50 h .

Definicién 2: La derivada direccional de f en un punto
p = (x0,¥0) en la direccién de un vector unitario u =
(a,b) es

+ ha,y, + hb) — ,
Duf(P)Z}li_T}(I)f(xo a, Yo - ) — f(xo YO),

si este limite existe.

Para entender geométricamente la definicién 2,
imaginemos una superficie z=f(x,y) la cual es
intersecada por un plano M, (M, n f(x,y)), siendo este
dltimo ortogonal al plano xy, y que ademds pasa por un
punto p = (x,,¥,) en direccién u. La derivada direccional



D.f (p) es la pendiente de la linea recta que se muestra en
la Figura 1.

Figura 1: Derivada direccional

Teorema 1: Si f es una funcién diferenciable en (x,y),
entonces f tiene una derivada direccional en la direccién
de cualquier vector unitario u = (a,b) y

d i d ,
Duf(x,y) = fg’;y)“ fg;y)b.

Demostracion:

Sea (xo,¥,) un punto arbitrario. Si definimos g, una
funcién de una variable h, como

g(h) = f(xo + ha,y, + hb),

entonces, por definicién de derivada, se tiene que

g/(O) = lim g(h)-g(0) —
h—0 h
lim f(xg+ha, yo+hb)—f (x0,¥0) — Duf(xoﬂ :VO)- (-l )

h—0 h

Por otro lado, podemos escribir g(h) = f(x,y), donde x =
Xo+ha 'y y=y,+ha. Entonces, si aplicamos el
Teorema de la Regla de la Cadena obtenemos que

af(x,Y)ﬁ_l_ of (e, y)dy _ af(x'J’)a N af(x';\’)b
ox dh oy dh ox oy

g'(h) =

Si ahora hacemos h = 0, obtenemos que x = x,, ¥ =7v,,
Y

’ _ 9f(x0,%0) 9f (x0.¥0)
g'(0) == =a+=—"=b (2)

Comparando las ecuaciones (1) y (2), vemos que

0f (x0,y0) 0f (x0,y0)
Dyf (xo,y0) = P52 a + F020 ),
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Observacién.

Podemos ver que la derivada direccional se puede
expresar como el producto punto de dos vectores

of (x, of (x,
D f(x,y) = fg;y)a+ f(aﬁ;y)b

_(9f(y) Of(xp)
_< ox ' ady )(a,b)
_ <0f(x,y) af(x,y)>_u_

ox ' dy

La siguiente definicién es muy 0til en muchos conceptos en
Matemdticas, en particular cuando se trabaja con
derivadas direccionales.

Definicién 3: Si f es una funcién de dos variables x y v,
entonces el gradiente de f es la funcién vectorial Vf
definida como

vFGey) =

if (x,y) af(xd’))
ox ' oy J

Con la notacién para el vector gradiente, podemos
reescribir la derivada direccional como

Duf(x,y) =Vf(x,y)  u

lo anterior, expresa a la derivada direccional en la
direccién u, como la proyeccién escalar del vector
gradiente sobre el vector u.

Definicién 4: Las curvas de nivel de una funcién f de dos
variables son las curvas con ecuacién f(x,y) = k, donde
k es una constante (en el rango de f).

La Figura 2 muestra geométricamente lo que significan las
curvas de nivel para diferentes valores de la constante k.

= f(z,y)

-« f(r,y)

- f(z,y) = ks

o

Figura 2: Curvas de nivel

Una vez introducidos los conceptos anteriores, ahora si
nos disponemos a presentar la técnica de los
multiplicadores de Lagrange. Como f(x,y) es una
funcién, las curvas de nivel f(x,y) = k no se intersecan.
Ahora, imaginemos que se camina sobre la curva

ky



g(x,y) =c. luego, como las curvas f(x,y)=k vy
g(x,y) =c son generalmente distintas, entonces al
caminar sobre g(x,y) =c nos cruzamos con muchos
caminos f(x,y) = k. Por tanto, el valor k crece o decrece
al caminar sobre g(x,y) = ¢ hasta encontrar un punto p
de tangencia entre f(x,y) =k y g(x,y) = c¢. Cuando la
curva  g(x,y) =c¢ toca tangencialmente a una curva
f(x,y) =k en algin punto p = (x,,7y,), entonces al
caminar en ambas direcciones sobre g(x,y) = ¢, desde p
los valores de k cambian en la misma direccién, ver
Figura 3.

Figura 3: Curvas tangentes

Por otro lado, sea u un vector tal que esté
contenido en la recta tangente comdn entre g(x,y) =c y
f(x,y) =k y que pasa por el punto p = (xq,y,). Entonces,
el punto p corresponde a un extremo local de f(x,y)
sujeta a la restriccién. Esto se puede ver si observamos la
curva M, N f(x,y), donde M, es el plano que pasa por p

y contiene a u. Lo anterior, nos dice que las derivadas
direccionales son iguales a cero, esto es, D,f(p) =0 y
D,g(p) =0, ver Figura 4.

Yy

Figura 4: Derivada direccional tangente a una curva de nivel

Més precisamente, el extremo ocurre cuando
Vf(x,y) u=Vg(x,y)-u=0; en otras palabras, cuando
Vf(x,y) y Vg(x,y) son paralelos y, por tanto, cuando se
tiene que Vf(x,y) = AVg(x,y) para algin nimero real 2,
ver Figura 3. Este valor 1 es conocido como Multiplicador
de Lagrange. En consecuencia, para funciones de dos
variables, la optimizacién con una restriccidén equivale a
resolver el sistema

{Vf (x,y) = AVg(x, y),}
glx,y) =c.
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Esta técnica se puede generalizar para multiples
restricciones. Ademds, la técnica también puede ser
extendida a problemas de célculo de variaciones con
restricciones del tipo integral.

UN EJEMPLO EN GEOMETRIA

Ahora mostraremos el uso de los Multiplicadores en la
solucién de un problema geométrico.

Ejemplo (Tikhomirov, 1986, p. 137): Dado un éngulo
4BAC 'y dos puntos M y N en su interior, trace un
segmento DE que pase por M, de tal manera que el drea
del cuadrildtero ADNE sea minima.

P

Figura 5: Problema de Shariguin.

Solucién: Tracemos segmentos MF y MG paralelos a los
lados AC y AB, respectivamente, y denotemos su longitud
como a y b. Tracemos las perpendiculares desde N hacia
AB y AC y denotemos sus longitudes como d vy ¢,
respectivamente.

Figura &

Claramente, el doble del érea de ADNE es igual a
(b+x)d=(a+7y), donde x= |FD| y y=|GE]|.
Ademds, por semejanza de los triGngulos DFM y MGE
podemos deducir que xy = ab.

Tenemos entonces las siguientes funciones:
fotx,y) = (b +x)d + (a+y)c,
la cual queremos minimizar sujeta a la restriccién
filx,y) =xy—ab = 0.
Entonces, la funcién de Lagrange es:
L=fo+Mhfi.

Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:



oL_, u_.
ox ay
2L

=O=>d+11y=0,

ax
oL
@=0=>C+A1x=0-

Resolviendo el sistema obtenemos las condiciones
necesarias para minimizar el érea del cuadrildtero ADNE,
las cuales son

Xy = ab, =7

< IR

Dado que el mdximo del drea del cuadrildtero
ADNE no estd acotada, tenemos que la solucién obtenida
nos provee de hecho un minimo.

Ahora veremos cémo es posible extender un poco
mds el resultado obtenido. Supongamos ahora que en
lugar de tener un par de puntos M, N, tenemos un conjunto
convexo M tangente a AC y AB y un punto N, como se
muestra en la figura siguiente. Queremos encontrar el
punto P sobre el arco HL, de manera que el drea del
cuadrildtero ADNE sea minima, donde el segmento DE es
tangente a M en el punto P.

5297
./-'}
.///
3
7
7
-
g
B /f ~—__N
// I| f
L = | /
| £
k: ,/‘/ \ . //
//,/ / M // y
.4 ‘ /‘I / e
//" \ /| /,«' S =y
o . S —

Figura /: Problema del drea generalizado.

Solucién: El candidato a ser el punto P que minimiza el
drea del cuadrildtero es el que cumple las condiciones del
ejemplo anterior. Para demostrarlo, basta con ver que
escogiendo cualquier otro punto Q sobre el arco HL, el
cuadrildtero AD'NE' obtenido, tiene un drea mayor.
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Figura 8.
Sea Pe AL tal que 2N donde FP y PG son
IGE| _ |NR|

paralelos a AC y AB, respectivamente. Ahora, sea Q €
HL, tracemos el segmento D'E’ tangente a M en Q,
donde D' € AB y E' € AC. luego, tracemos un segmento
D"E" paralelo a D'E" en P,

Figura 9.

El cuadrildtero AD"NE" tiene un érea mayor que la
del cuadrildtero ADNE, pues por el ejemplo anterior para
el punto P el cuadrildtero con menor drea es ADNE.
Claramente, AD""NE" < AD'NE’ por lo que el érea del
cuadrildtero AD'NE’ es mayor a la del cuadrildtero
AD""NE", asi el drea de AD'NE' es mayor al érea de
ADNE. Por lo tanto, si el punto P cumple las condiciones

del ejemplo anterior entonces minimiza el érea del
cuadrildtero ADNE, donde el segmento DE es tangente a
M en el punto P.
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