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RESUMEN
El artículo siguiente tiene como objetivo el presentar acercamientos numéricos, mediante 
sumas, que permitirá a los estudiantes realizar transferencias entre representaciones 
semióticas, para la aprehensión de los procesos matemáticos asociados al concepto de 
integral. Se utilizará el potencial del ajuste de puntos con funciones de Geogebra como 
medio de enseñanza. 

Palabras clave: acumulación, geogebra, integral, noesis, semiosis

ABSTRAC
This paper aims to show numerical approaches, through sums, which allow students to make 

transfers bewtween semiotic representations, for apprehension of mathematical processes 
associated to integral concept. We will use the Geogebra’s potential for a function’s points 

adjustment as the teaching medium.
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INTRODUCCIÓN 

El curso de Cálculo Integral que se imparte en los 
diferentes bachilleratos, se centra en la utilización de 
algoritmos que propician solamente el desarrollo de 
habilidades mecánicas (por habilidades mecánicas 
entenderemos la secuencia de pasos algebraicos necesaria 
para llegar al resultado deseado), es decir existe una 
tendencia a privilegiar el aspecto algebraico, y se da poca 
importancia a la adquisición de los conceptos 
fundamentales del curso tales como entender que es una 
integral. Este esquema de enseñanza a producido, entre 
otras cosas, una tendencia al uso de algoritmos por parte 
de los estudiantes. 

 
Aun cuando en el programa del curso se menciona 

que "Dada la importancia que tienen las definiciones y 
conceptos es conveniente que se introduzcan a un nivel 
intuitivo", en la práctica solamente se parte de estas ideas 
para llegar a la manipulación algebraica, es decir que la 
enseñanza del Cálculo parte de una concepción estructural 
del mismo; lo anterior según menciona Duval (1993),  en 
su artículo Semiosis y Noesis “los aprendizajes de base en 
matemáticas no pueden solamente ser la automatización de 
ciertas técnicas operatorias (cálculo), sino que debe 
también ser la coordinación de los diferentes registros de 
representación que son ahí utilizados”. 

 
Las investigaciones educativas realizadas, ponen de 

manifiesto la dificultad de aprehensión, por parte del 

estudiante, de los conceptos, y resaltan la importancia que 
tiene la articulación de los diferentes registros de 
representación del concepto, para lograr una aprehensión 
conceptual de los objetos matemáticos. Por ejemplo: Hitt 
(1992) considera que "un conocimiento asociado a un 
concepto es estable en un alumno, si él puede reconocer 
este concepto en sus diferentes representaciones."  

 
Es importante señalar que algunas de las causas de la 

ausencia de utilización de diferentes registros de 
representación, por los estudiantes, en los cursos de Cálculo 
Integral, se pueden deber a:  

 
1. La complejidad en su utilización: Al respecto, 
Eisenber y Dreyfus (1966) mencionan que "siempre 
que es posible, los estudiantes parecen escoger una 
estructura simbólica para procesar información 
matemática más que visual", lo cual nos lleva a pensar 
que el uso de diferentes registros de representación  
puede ser un problema de aprendizaje. 
 
2. Pérdida de tiempo para usarlos: Por lo que  es 
importante subrayar que con el advenimiento de las 
nuevas tecnologías, tales como súper-calculadoras y 
computadoras, se puede tener acceso a diferentes 
registros de representación con un gasto reducido de 
tiempo 
3. Los profesores no consideran que es un proceso 
significativo por el que tienen que transitar los 
estudiantes, además de no encontrarles el valor 
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didáctico en su incorporación, dando como resultado 
que no sean parte esencial de su trabajo en el aula. 
Esta causa la podemos considera como un problema 
de enseñanza. 
 
4. En los libros de texto que son normalmente 
utilizados se resalta, solamente, la utilización de 
técnicas de manipulación algebraicas. 
 
Resumiendo, la enseñanza del Cálculo Integral en el 

bachillerato es puramente algebraica, lo cual oculta 
información muy importante para el estudiante. En este 
artículo se expone un acercamiento numérico y gráfico 
para propiciar el entendimiento del concepto de integral 
que viene a ser un complemento de lo expuesto por Cortés 
(Cortés, 2012). 
 
MARCO TEÓRICO 

A la fecha, se ha publicado una gran cantidad de 
investigaciones educativas sobre  el diseño de propuestas 
metodológicas desde diversos paradigmas para la 
enseñanza y el aprendizaje del Cálculo en el Nivel Medio 
Superior y Superior. Se han señalado los conflictos que 
enfrenta la enseñanza formal del Cálculo, considerando 
que privilegia a una algoritmia desprovista de significados 
para su aplicación en otras disciplinas o profesiones;  

 
Otras publicaciones presentan resultados obtenidos, 

tanto en innovaciones que responden a las demandas 

institucionales de aplicar el conocimiento a Problemas 
Reales  (Modelo Educativo por Competencias), como en las 
innovaciones que responden a la Reforma del Cálculo 
definida en los Estados Unidos desde 1986, con el 
propósito de presentar al Cálculo “más esbelto y lleno de 
vida”. También se han publicado resultados de prácticas y 
estrategias didácticas, con o sin la implementación de 
recursos tecnológicos; e innovaciones para la enseñanza 
del Cálculo en diferentes ambientes y escenarios 
educativos, para promover la asignación de Significados a 
la Integral de una función como objeto matemático.  

 
En relación a las dificultades en el aprendizaje del 

Cálculo Integral, Muñoz (2000) afirmó que existe un 
desequilibrio entre lo conceptual y lo algorítmico. 
Considera que se realiza un énfasis excesivo en el cálculo 
de antiderivadas e integrales indefinidas, descuidando a la 
conceptualización de la integral definida. En esa misma 
dirección, se ha identificado que los problemas que deben 
resolver los estudiantes en los que se aplica la integral, son 
muy estereotipados, reduciendo su actividad de 
aprendizaje a la mecanización  de técnicas de integración, 
con una excesiva orientación algebraica, en descuido de 
lo geométrico y del significado del proceso de integración 
(Artigue, 2002).  

 
Las ideas teóricas en las que se basa está propuesta 

es explicada a través de la teoría de Registros semióticos 
de representación propuesta por Duval (1988, 2003, 
2005). “Para las matemáticas las representaciones juegan 
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un papel importante, ya que permiten trasformar ideas 
intangibles en imágenes u objetos reales, que pueden ser 
apreciados por nuestros sentidos (vista, tacto, etc.)” (Cortés, 
2002). Además según lo expuesto por Duval (1993), 
menciona que “los objetos matemáticos no son 
directamente accesibles a la percepción o a una 
experiencia intuitiva inmediata y es necesario entonces 
poder proporcionar representaciones”. Con base en esto, 
Ferrara, Pratt, & Robutti (2006) citan que: 

 
Es importante construir un entendimiento de 
las funciones a través de representaciones 
múltiples y problemas contextuales antes de 
poner énfasis en las definiciones estáticas. 
Una aportación de la tecnología es el ofrecer 
el acceso a varios tipos de representación de 
función. Esta aportación ha sido importante 
en la investigación PME a lo largo de las tres 
décadas pasadas. 
 

Las representaciones se pueden considerar en dos 
sentidos, por un lado las representaciones mentales y por 
otro a las representaciones semióticas. Es necesario resaltar 
la relación del sujeto con las representaciones mentales y 
con las representaciones semióticas; Dupuis (1997) dice 
que “Las representaciones semióticas son conscientes 
(notorias para el sujeto) y externas (directamente visibles y 
observables) y las representaciones mentales son 
conscientes e internas”.  

 

Duval (1993) hace una diferenciación de la 
aprehensión de las representaciones semióticas y la 
aprehensión conceptual del objeto matemático, 
denominando semiosis a la primera y noesis a la segunda. 
Además afirma que hay necesidad de utilizar en el 
aprendizaje, las diferentes representaciones semióticas de 
un objeto matemático ya que considera que toda 
representación es cognitivamente parcial en referencia a lo 
que ella representa y que de una representación a otra 
existen diferentes aspectos de contenido que son 
representados, y también alerta sobre la posibilidad de 
confundir los objetos matemáticos con alguna de sus 
representaciones y menciona que una de las posibilidades 
que existen para no hacerlo, es usar múltiples sistemas de 
representación semiótica.  

 
Es de relevante importancia mencionar que “La 

coordinación de varios registros de representación 
semiótica es fundamental para una aprehensión conceptual 
de los objetos matemáticos” Duval (1993). Es decir, que 
para lograr la aprehensión del objeto matemático (noesis) 
debemos, entre otras cosas, lograr primero la aprehensión 
de los diferentes registros de representación (semiosis).  

 
De las investigaciones sobre el aprendizaje mediado 

con el uso de tecnología en la enseñanza del Cálculo, se 
ha señalado que no es suficiente enfocar el significado 
geométrico del concepto de Integral de una función como 
Área bajo la curva, para comprender la definición de la 
integral como sumas de Riemann. Por otra parte, Gordon y 
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Gordon (2007), plantearon la idea de ajustes de funciones 
con datos numéricos y de un recurso computacional discreto 
para favorecer el descubrimiento del Teorema Fundamental 
del Cálculo por parte de los estudiantes, con el apoyo de 
recursos tecnológicos. 

 
Se coincide con Thompson y Silverman (2007), 

quienes realizaron investigación de índole cognitiva, 
considerando algunas dificultades sobre la concepción de 
función como proceso; plantearon que para comprender la 
definición formal de la integral como el límite de sumas de 
Riemann, los estudiantes deben conceptualizar primero la 
función de acumulación, como una conceptualización 
auxiliar; y afirmaron que “la mayor fuente de problemas 
cognitivos para la comprensión matemática de la 
acumulación, se da porque es raro que dicha idea se 
enseñe en los cursos de Cálculo Integral, o si se enseña, es 
raro que se tenga intención de que se aprenda.” 

 
Por lo anterior es que en este trabajo se pretende 

abordar conceptos de Cálculo Integral a través de un 
acercamiento numérico, y estos serán tratados con 
diferentes registros de representación semiótica. 

 
EXPOSICIÓN DE LA PROPUESTA 

A continuación se presentan dos casos  de funciones de 
acumulación: primero de una función. Después, de una 
función no polinomial de la forma . 

CASO I: ACUMULACIONES DE UNA FUNCIÓN 
POLINOMIAL 
Partiendo de una función constante, sea la función  f(x)= 3 
cuando el incremento es. 
La función f(x)=3, se puede ver en la figura 1. 
 

 
Figura 1. Gráfica de la función f(x)=3. 

 
1ª acumulación. 
Para calcular la primera acumulación o para obtener una 
aproximación de la primera integral de la función f(x)= 3 
cuya función llamaremos B(x), necesitamos dar un valor 
inicial por ejemplo B(0)=-5, y sumando la función f(x), 
obtenemos la primera acumulación del siguiente modo: 
Cuando x vale 0 (valor inicial), B(0)=-5, después 
incrementando en una unidad a x, x=1, B(0) se incrementa 
en 3 unidades (porque f(x)=3) obteniéndose que             
B(1)= -5+3=-2. Incrementando a x en 1 unidad, x=2, B(1) 
se incrementa en 3 unidades, B(2)=B(1)+3=-2+3=1 y así 
sucesivamente. En la tabla 1 se ven los resultados para x 
desde 0 a 10. 
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Tabla 1. Tabla de valores de B(x) y f(x). 

 
Tomando 2 puntos para calcular la expresión algebraica 
de la función B(x) se encuentra que la función representa  a 
la recta B(x)= 3x-5. El proceso que se realizó para obtener 
la primera acumulación, se puede representar gráficamente 
como sigue: 
 

 
 
 
2ª acumulación. 
Tomando los valores obtenidos de B(x), construyamos la 
segunda acumulación, que llamaremos C(x). Para esto, se 
necesita dar un valor inicial C(0)=-3. Se procede a elaborar 
la tabla 2 del modo siguiente. 
 

 
Tabla 2. Tabla de valores de C(x) y B(x). 

Con la condición inicial y la suma de la función de la B(x), se 
ha construido una función de segundo grado, de la forma 

.Tomando tres puntos para calcular la 
expresión algebraica y resolviendo el sistema de ecuaciones 
resultante se obtiene que los parámetros son 

, por lo expresión algebrica de la 

función es . El proceso para obtener la 

segunda acumulación, se puede observar en la gráfica 
siguiente: 
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3ª acumulación.  
Tomando los valores obtenidos de C(x), construyamos la 
tercera acumulación, que llamaremos D(x). Primeramente se 
da un valor inicial D(0)=-1 y se elabora la tabla 3 de 
acumulaciones: 
 

 
Tabla 3. Tabla de valores de D(x) y C(x). 

 
Con la ayuda de la función cuadrática de la forma, se 
construye la nueva función D(x), que en este caso es de 
tercer grado y es de la forma , 
para encontrar los valores de los coeficientes se toman 4 
puntos y resolviendo el sistema de ecuaciones resultante se 
encuentra que valen , por lo 

que la expresión algebraica de la función es: 
. En la siguiente gráfica se 

observa el procedimiento usado para obtener la tercera 
acumulación, partiendo de la segunda acumulación. 
 

 
 

 

 
Tabla 4.  Comparación de las funciones 
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Observaciones: 

- Se puede observar que en efecto, la 1ª, 2ª y 3ª 
acumulación se aproximan a la 1ª, 2ª y 3ª integral 
de f(x)=3, respectivamente. 

- En cada acumulación, los coeficientes del 
coeficiente mayor, son los mismos que de los 
coeficientes del coeficiente de las integrales 
respectivas. Es decir, en la 1ª acumulación, el valor 
del coeficiente término de primer grado es 3 para 
los 2. 

- En la 2ª acumulación, el valor del coeficiente del 
término de segundo grado es; y En la 3ª 
acumulación, el valor del coeficiente del término de 
tercer grado es. 

- En la tabla se observa que el término constante de 
cada función acumulación es la condición inicial de 
que partimos. 

 
CASOII: ACUMULACIONES DE UNA FUNCIÓN NO 
POLINOMIAL 
Se obtienen las sumas en una Función no polinomial por 
ejemplo  cuando el incremento de x es . 
Partiendo de la función   cuando el incremento 
es . 
En la figura de abajo se puede apreciar la tabla 5 de 
valores de la función   
 

 
Tabla 5. Valores de la función f(x). 

 
La función , se puede ver graficada para 
algunos puntos en la siguiente figura 8. 
 

 
Figura 8. Gráfica de la función f(x). 

 
 

Construcción de  la 1ª, 2ª y 3ª acumulación. 

1ª acumulación. 
Para calcular la función de la primera acumulación que se 
llamará B(x) y que es una aproximación de la primera 
integral de la función   , primero se da un valor 
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inicial por ejemplo  y sumando los valores de la función f(x) 
se obtienen los valores de la primera acumulación de la 
siguiente manera: 
Cuando x vale 0 (valor inicial), B(0)=0.5 (es el valor inicial), 
después incrementado en una unidad las x, x=1, por lo que 
B(0) se incrementa en el valor de f(0), el siguiente punto 
B(1) es igual a B(1)=B(0)+f(0); incrementando a x en una 
unidad, x=2, por lo que B(2)=B(1)+f(1)= y así 
sucesivamente como se muestra en la tabla 6. 
 

 
Tabla 6. Valores de la funciones B(x) y f(x).  

En la siguiente figura se pueden ver graficados algunos puntos 
de la 1ª acumulación, así como el comportamiento general de 
la gráfica  de la función ; también se ha 
graficado la 1ª integral de la función que es: 

. 

 
Figura 9. Gráfica de la función f(x), B(x) y R(x) 

 
2ª acumulación. 
Para obtener la segunda acumulación o en este caso, una 
aproximación de la segunda integral de f(x), utilizando la 
función acumulación B(x), se forma la segunda 
acumulación, que llamaremos C(x), de la siguiente manera: 
Se da un valor inicial arbitrario, por ejemplo C(0)=1. Se 
incrementa en una unidad a la x, llegando a x=1, para 
obtener C(1) se realiza C(1)= C(0)+B(0). Para x=2, 
incrementamos C(1) en B(1) unidades: C(2)= C(1)+B(1). Y 
así sucesivamente, como se puede apreciar en la tabla 7. 
 

 
Tabla 7. Valores de la funciones C(x) y B(x). 
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En la figura siguiente, se puede apreciar el comportamiento 
de algunos de los puntos de la 2ª acumulación y de cómo 
se aproximan a la 2ª integral de la función , 
que es R(x), la cual algebraicamente se expresa cómo: 

. 

 

 
Figura 10. Gráfica de la función f(x), R(x), C(x) y M(x) 

 
3ª acumulación.  
Para obtener la tercera acumulación o en este caso, una 
aproximación de la tercera integral de f(x), utilizando la 
función acumulación C(x), se forma la tercera acumulación, 
que llamaremos D(x), primeramente dar un valor inicial 
arbitrario por ejemplo D(0)=1.5, realizamos las sumas 
D(1)=D(0)+C(0) =1.5+1=2.5; D(2)=D(1)+C(1)=2.5+1.5=4 
y así sucesivamente como se puede apreciar en la tabla 8. 

 
Tabla 8. Valores de la funciones C(x) y D(x).  

 
En la figura siguiente, se puede apreciar el comportamiento 
de algunos de los puntos de la función resultante de la 3ª 
acumulación D(x) y como se aproximan a la 3ª integral de 
la función  que se llamará P(x), la cual 
algebraicamente se expresa cómo: 

. 

 
Figura 11. Gráfica de la función f(x), R(x), M(x), D(x) y P(x). 

 
Posteriormente se puede utilizar una herramienta como 
Geogebra para encontrar la expresión algebraica 
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asociada a las funciones B(x), C(x) y D(x) a través del ajuste 
de curvas. Se puede observar que este método da una 
buena aproximación a la integral. Ahora bien repitiendo 
los pasos anteriores pero con  lo que se obtiene es una 
mejor aproximación a las correspondientes funciones 
integrales. 
 
DESCRIPCIÓN DEL PROCESAMIENTO COGNITIVO 
QUE SE ESPERA EN LOS ESTUDIANTES  
Con esta propuesta se espera que los estudiantes realicen,  
de forma iterada los 5 pasos del procesamiento cognitivo 
que se describen a continuación: 

• En un primer paso, realizaron el tratamiento 
aritmético (con acciones cognitivas de forma interna 
al Registro Numérico) para identificar significados 
de las acumulaciones con la orientación del 
profesor.  

• En un segundo paso, realizaron  la conversión entre 
el registro numérico y el registro geométrico a través 
del potencial que ofrece el ajuste de datos con 
funciones en Geogebra.  

• En tercer paso, realizaron un tratamiento figural (con 
acciones cognitivas hacia el interior del Registro 
Geométrico) para identificar el comportamiento 
gráfico de la función de ajuste en Geogebra.  

• Como un cuarto paso, se identifica la conversión 
entre el registro geométrico y el registro algebraico 
que brinda el Geogebra. 

• En el quinto paso realizaron un tratamiento 
algebraico, (interno al Registro Algebraico), para 

identificar la relación existente entre la función real 
y la función que corresponde a la integral de la 
misma. 

Para obtener la segunda y tercer integral de la función, se 
realizaron de forma iterada los 5 pasos descritos. De esta 
forma, se propició la actividad de coordinación de registros 
semióticos para la aprehensión del concepto de la integral 
de la función. 
 
CONCLUSIONES 

La investigación educativa presente, permitió observar que 
el proceso de acumulación, y los procesos de acumulación-
ajuste, son una buena manera de aproximar a la integral. 
Si en un curso introductorio de Cálculo Integral, se les 
explicara este método para aproximarse numéricamente a 
la integral, se promovería el conocimiento de lo que 
realmente es “la integral”.  

Aunque es algo tedioso estar haciendo tablas y en 
este caso, encontrar una función “explícita” de la función 
acumulación, como en el caso de la función , 
se puede ver que el hacer esto nos da un acercamiento 
numérico que pueda permitir al estudiante entender ideas 
básicas de conceptos del Cálculo Integral. 

El presente acercamiento numérico, se  constituye en 
una alternativa que toma en cuenta aspectos cognitivos que 
permitan la conceptualización y apropiación de la integral 
como función de acumulación, a fin de propiciar la 
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construcción del significado de la definición formal de la 
integral como el límite de sumas de Riemann. 
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