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Introducciéon

El lenguaje algebraico es un medio que representa situaciones de di-
versos contextos (escolares, profesionales, de la vida real, etc.) y que
permite manipular objetos matematicos que tienen su contraparte en
muy variados contextos. Se trata de una capacidad fundamental para el
desarrollo escolar. Ademas, como cualquier lenguaje, el alumno debe
internalizarlo y aprehenderlo de manera “automatica”, ya que asi no se
convertird en un obstaculo para el aprendizaje de otros conceptos mas
complejos. En este trabajo se presentaran algunos problemas y ejerci-
cios, agrupados de acuerdo con la tematica, que podran ser resueltos
de varias formas; empero, valdria la pena intentar expresarlos con len-
guaje algebraico. Esperamos que el lector se divierta y se entretenga

con este material.

1. Ecuaciones con una variable

Ejemplo 1.1. jCaminante! Aqui fueron sepultados los restos de Diofanto.
Y los nimeros pueden mostrar cuén larga fue su vida, cuya sexta parte
constituyd su hermosa infancia. Habia transcurrido ademéas una duodé-
cima parte de su vida, cuando de vello cubridse su barbilla, y la séptima
parte de su existencia transcurrié a en un matrimonio estéril. Pasé un
quinquenio mas y le hizo dichoso el nacimiento de su precioso primo-
génito, que entregd su cuerpo, su hermosa existencia, a la tierra, que

duré tan sélo la mitad de la de su padre. Y con profunda pena descen-
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di¢ a la sepultura, habiendo sobrevivido cuatro afios al deceso de su

hijo. ; Cudntos afos vivié Diofanto?

Sotucion. De las condiciones del problema se obtiene la ecuacion:

w=X 4 XX 5, Xy 4,
6 12 7 2

De la cual se obtiene que x = 84

Ejemplo 1.2. (Ladrones Fuertemente Jerarquizados). Un grupo de ladro-
nes (los LFJ) roba monedas de oro de un banco. Los ladrones tienen je-
rarquia, entonces el de mayor jerarquia dijo: propongo que al de menor
jerarquia se le dé una moneda, al que sigue 2, luego 3, y asi sucesiva-
mente. Entonces el de menor jerarquia protestoé y dijo: propongo que
cada uno tenga 5 monedas. Si en ambos casos las monedas alcanzan

perfectamente, ;cuantos ladrones eran?

SoLucion. Contaremos de dos formas las monedas robadas. Suponga-
mos que hay z ladrones. Con la manera de repartir propuesta por el la-

drén de mayor jerarquia tenemos que la cantidad de monedas es:

n(n+1)

1T+2+~+n+
2

Por otro lado, en la propuesta del ladréon de menor jerarquia tenemos
que la cantidad de monedas es 5n. Como ambas cantidades deben ser

iguales, obtenemos la ecuacién:

n(n+1) _

5 5n

De donde se obtiene que » = 9 . Por lo tanto, son 9 ladrones.

Ejemplo 1.3. A una velada asistieron 20 personas. Maria bailé con siete
muchachos; Olga, con ocho; Vera, con nueve, y asi hasta llegar a Nina,

que baild con todos ellos. ; Cudntos muchachos habia en la velada?

SOLUCION. Supongamos que la cantidad de mujeres en la fiesta es ». La
primera de ellas bailé con 7 hombres, lo que podemos expresar como
6 + 1. La segunda de las mujeres bailé entonces con ¢ + 2, y asi sucesi-
vamente hasta la Ultima que bailé con 6 + . En total habia 20 personas,
entonces 7 + 6 + n = 20, de donde se obtiene que » = 7. Por lo tanto, habia

13 muchachos en la fiesta.



En el siguiente ejemplo podemos observar cémo la geometria y el &l-
gebra, en ocasiones, se armonizan y resultan en demostraciones de gran

belleza.

Ejemplo 1.4. Expresa el lado de un decagono regular en funcién del radio

de la circunferencia circunscrita a éste.

SoLucioN. Sean AB = x uno de los lados del decagono, O el centro de
la circunferencia y R su radio. Sea C un punto sobre el lado OB de tal
manera que X OAB =x CAB = 3¢°. Asi, obtenemos el tridngulo ACAB, el
cual es semejante al tridngulo AOAB. Al utilizar la proporcién entre los

lados tenemos:

Esto da lugar a la siguiente ecuacion (aqui se acabé la geometria y le

toca el turno al algebra):
X+ Rx-R' =0

La cual tiene como raices a R,y —R(>;+1). Claramente, la segunda no
puede ser solucién de nuestro problema, ya que no existen longitudes

negativas. Por lo tanto, la solucién es R(521).

A

360 720 720

Ejercicios

Ejercicio 1.1. Un rectdngulo tiene lados de longitudes a2y b, con a < b. Se
sabe que, si recortamos un cuadrado del lado & de dicho rectangulo,
entonces obtenemos un rectdngulo semejante al original. Encuentra la

razdn a/b.

2oz oInnr
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SOLUCION. =

a_5:1
2. (51

Ejercicio 1.2. A ambas orillas de un rio crecen dos palmeras, una frente
a la otra. Las alturas son de 30 y 20 codos; la distancia entre sus troncos,
50 codos. En |la copa de cada palmera hay un ave. De stbito, ambos pa-
jaros avistan un pez que aparece en la superficie del agua entre las dos
palmeras. Los cazadores se lanzaron y alcanzaron al pez al mismo tiem-

po. ;A qué distancia del tronco de |la palmera mayor aparecié el pez?

SOLUCION. A 20 codos.

Ejercicio 1.3. Las personas que asistieron a una reunién se estrecharon la
mano. Uno de ellos advirtié que los apretones de mano fueron 6. ; Cuan-

tas personas asistieron a la reunién?

SOLUCION. 12 personas.

2. Ecuaciones con dos o mas variables

Ejemplo 2.1. Un barco navega durante 5 horas sin interrupcion rio abajo
desde la ciudad A hasta la ciudad B. De regreso avanza contra la co-
rriente durante 7 horas. ;Cuéntas horas necesitard una balsa para des-
plazarse de la ciudad A a la ciudad B, yendo a la misma velocidad de

la corriente?

SOLUCION. 35 horas.

Ejemplo 2.2. Encontrar un nimero de tres cifras distintas tal que, si se le
resta el nimero con las cifras invertidas, se obtiene un nimero con las

mismas tres cifras.

SOLUCION. 954.



Ejercicios

Ejercicio 2.1. Dos campesinas llevaron en total 100 huevos al mercado.
Una de ellas tenfa mas mercancia que la otra, pero ambas recibieron la
misma cantidad de dinero por sus productos. Una vez vendidos todos,
la primera campesina dijo a la segunda: si yo hubiera llevado la misma
cantidad de huevos que tu, habria recibido 15 pesos. La segunda con-
testd: Y si yo hubiera vendido los huevos que tenias tu, habria sacado

de ellos 6% de pesos. ; Cuéntos huevos llevé cada una?

SoLUCION. La primera campesina llevo 40 huevos y la segunda 6o.

Ejercicio 2.2. Dos ciclistas corren en el velédromo a velocidades cons-
tantes. Al llevar direcciones opuestas se encuentran cada 10 segundos;
cuando van en la misma direccién, un ciclista alcanza al otro cada 170
segundos. ;Cuél es la velocidad que desarrolla cada ciclista si la longi-

tud de la pista es de 170 metros?

Sotucion. El primer ciclista recorre 9 metros por segundo y el segundo

ciclista recorre 8 metros por segundo.

3. Soluciones en nimeros enteros

Ejercicios

Ejercicio 3.1. Los lados de un rectdngulo son ndmeros enteros. ; Cudl

serd la longitud de dichos lados para que el drea y el perimetro se ex-

presen con el mismo ndmero?

Ejercicio 3.2. Pedro le comenta a Juan: “He observado que si al cua-
drado de mi edad le resto el producto de tu edad con la edad que yo

tendré dentro de un afo, el resultado es 18”. ; Qué edad tiene Pedro?

Ejercicio 3.3. Encuentra todos los nimeros enteros positivos &y # que

satisfacen la ecuacién:

2oz oInnr
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b2 +1=k(b—1)

Ejercicio 3.4. Determina todas las soluciones enteras de la ecuacién:

1

N
71999

LN

Ejercicio 3.5. Encuentra todas las soluciones en nimeros naturales de

las ecuaciones:
a) x? — )2 = 31

b) x?— y? = 303

Ejercicio 3.6. Encuentra todos los enteros positivos # tales que n2+ 1 es

un multiplo entero de 7 + 1.

4. Problemas de optimizacién

Ejemplo 4.1. Se sabe que un rectdngulo tiene un perimetro de 20 cm.

¢Cuénto deben medir sus lados para que su area sea méaxima?

SoLucioN. Sus lados miden 5 cm cada uno.

Ejemplo 4.2 De un tronco cilindrico debe tallarse una viga rectangular

del maximo volumen. ;Qué forma debe tener su seccion transversal?

SoLucioN. La forma de un cuadrado.

Ejemplo 4.3. Busquese la forma de una cometa con un sector circular que

tenga la mayor superficie, partiendo de un perimetro previamente dado.
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Sotucion. El angulo del sector es de 2 radianes, lo cual es aproximada-

mente 115°.

Ejercicios

Ejercicio 4.1. Dos lineas férreas se cruzan formando un dngulo recto. Los
trenes se acercan a gran velocidad hacia el cruce. Uno parte de cierta
estacion situada a 40 km del cruce; el otro, de una estacién que dista 50
km del cruce. El primero marcha a una velocidad de 800 m por minuto,
el segundo a 600 m por minuto. ; Cuantos minutos transcurriran desde el
momento de la partida hasta que las locomotoras se hallen a la distan-
cia minima entre si, y cudl sera esa distancia, si emprendieron su viaje

al mismo tiempo?

Ejercicio 4.2. Dada una recta £ en el plano y dos puntos Ay B en el mis-
mo lado de la recta, encuentra qué condiciones cumple el punto X € £

tal que la suma de distancias AX + BX sea minima.

SoLucion. El angulo que forma el segmento AX con la recta £ debe ser

igual al angulo que forma el segmento BX con la recta {.
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5. Relaciones entre las raices de una ecuacién y sus coeficientes

Consideremos un polinomio cuadratico:
ax* + bx* + ¢

Cuyas raices son los nimeros r, y r, . Como sabemos que:

ale —r)(x — r)=ax?+ bx + ¢
Tenemos la equivalencia:

ax? —a(r, = t)x+arr,=ax*+ bx +c

De aqui se obtiene la siguiente relacion entre las raices y los coeficientes:

—ax¥(r, — r)=b, arr,=c
Para el caso en que « = 1, obtenemos que:

—(r, + r)=b, rr,=c

Esto es conocido como las Férmulas de Vieta.

Ejemplo 5.1 Si 7y s son las raices de x2 + bx + 1 = 0, encuentra el valor de:

b1

1
r: s
Sotucion. Dado que 7y s son las raices de la ecuacidn, tenemos que
(x = 7)(x —s) = x2 = (r + s)x + rs debe serigual a x2 + bx + 1. De aqui obte-

nemos —(r —s) = by rs = 1. Reescribimos:

1 + 1_ 7'2+Sz_ (7+5)2_27'5

72 52 72s? (7s5)?
Sustituyendo los valores de r + sy s obtenemos:

11
ot b2—2

Por otro lado, dado un polinomio de grado » con coeficientes enteros:
p)=ax"+a X"+ +ax+a,

Sabemos que si posee una raiz racional p/g, con p/q sin divisores en comun,

entonces debe cumplirse que p es un divisor de a0 y 4 es un divisorde a .
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Ejemplo 5.2. Encuentra las raices enteras de la ecuacién:
X+ x2+x—-3=0

Ejemplo 5.3. Demuestra que la ecuacién &> + & + 1 = &> no tiene solucién

en numeros enteros positivos.

Ejercicios
Ejercicio 5.1. Dados tres enteros impares g, b, ¢, probar que la siguiente
ecuacion no puede tener una raiz racional:
at+ bx +c¢=0
Ejercicio 5.2 Encuentra todas las tripletas ordenadas (x, y, x) tales que:

x+y+z=17
Xy + Yz + xz2 =94

xyz = 168

CINICIO A




