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RESUMEN

En este articulo se muestra una recopilacion de
errores identificados en la resolucidn de una activi-
dad piloto llevada a cabo con una adaptacién de la
metodologia ACODESA, sobre el algoritmo de la
division de polinomios de grado tres con una sola
variable. Ademas se muestra el respectivo anali-
sis, con apoyo del marco tedrico “Enfoque Logi-
co Semiodtico” para determinar un posible origen.
Los resultados muestran de manera prominente
la presencia de errores durante el manejo de las
operaciones basicas con polinomios por parte de
estudiantes que ya han concluido las materias de
algebra de preparatoria, éstos se deben proba-
blemente a la didactica con la que recibieron el
contenido algebraico y a una deficiencia en el con-
tenido aritmético.

Palabras clave: ACODESA, divisién, poli-no-
mios, enfoque loégico semidtico, algebra.

ABSTRACT

This paper presents a compilation of errors iden-
tified in the resolution of a test activity, executed
with an adaptation of the ACODESA methodo-
logy, on the division algorithm of third degree
polynomials with one variable. The analysis was
performed under the theorical framework of “Se-
miotic Logical Approach”, in order to determine a
possible origin of the errors. The results show pro-
minently the presence of errors during the basic
operations with polynomials by students who have
already completed high school algebra subjects,
these are probably due to the didactics with which
they received the algebraic content and to a defi-
ciency in arithmetic content.

Keywords: ACODESA, division, polynomials,
semiotic logical approach, algebra.

INTRODUCCION

En este trabajo de investigacidon se parte de la
probleméatica en el aula referente al manejo de
la division de polinomios, cuyo algoritmo sigue
mostrandose dificil de ejecutar para los alumnos,
incluso en niveles educativos pre-universitarios y
universitarios. Dado que dicho algoritmo requie-
re s6lidas bases de algebra y un buen manejo de
conocimientos aritméticos, es sencillo apreciar
una secuencia en la que los errores cometidos en
etapas tempranas contintan siendo arrastrados e
impiden una compresiéon adecuada del tema en
cuestion. Se vuelve relevante entonces identificar
los errores y determinar su origen con el fin de
aspirar a una correccion.

Para comenzar, los polinomios son parte de un
contenido convencional en instituciones de nivel
medio-superior y superior. Las operaciones con
ellos se encuentran dentro de una rama que se
desarrolla en una amplia y rica seccion del alge-
bra; sin embargo, éstas han sido consideradas
por los estudiantes como uno de los tépicos me-
nos aplicables a otros campos del conocimiento,
de escasa utilidad y excesiva abstraccion. Es por
estas razones que se dificulta apropiarse de ese
conocimiento a pesar de que se les plantea cua-
les fueron las ideas y problemas que le dieron ori-
gen y significado [4] y Santiesteban, 2015).

Aunado a esto se observan, de acuerdo a [7],
dificultades en cuestiones algebraicas como el
manejo de fracciones, célculos aritméticos y, por
supuesto, manejo de los signos, las cuales per-
sisten en los estudiantes pese a que el tema de
polinomios se considera tradicional en la educa-
cién basica. Esta situacion termina por afectar de
forma negativa el acercamiento a la divisién entre
dos polinomios.

Aguiriano [1] concluye que, en lo que respecta
al algoritmo de la divisién en los enteros, su gru-
po de estudio, estudiantes de ingreso a ingenie-
ria agronémica, tuvo un desempeno no satisfac-
torio, mostrando lo que él llama “errores de nivel
secundaria”, como no agregar ceros al cociente,
no identificar residuos mayores que el divisor,
leve empleo analitico de la igualdad

a=bq+r (1

(El dividendo es igual al producto del divisor por
el cociente, mas el residuo) para comprobar el re-
sultado, olvidar el planteamiento de restas como
paso intermedio y no cambiar el signo de algunos
términos.

Segun Socas [11], es posible que un estudian-
te muestre errores operacionales, estructurales
y procesuales, aunque no tenga dificultad apa-
rente con las matematicas. Estos errores de los
objetos matematicos dificultaran el aprendizaje
de un contenido posterior, por lo que hacer un
diagnéstico y tratamiento puede permitir a los
profesores idear dindmicas y procedimientos que
ayuden en su correccién. Lo anterior queda rea-
firmado en la investigacion de [5], donde se en-
contraron errores con un origen en la formaciéon
matematica previa al nivel educativo actual de los
estudiantes universitarios. En tal trabajo se plan-
tea la obtencion de logros en el aprendizaje si
los errores pueden ser reconocidos y superados.
Es interesante mencionar, en este mismo tema,
la aportacién de Rico [9], sobre las caracteristicas
generales de los errores presentados en su grupo
de estudio y su conclusién de la contribucién po-
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sitiva a la ensefianza proveniente de los errores.
“El anélisis de los errores cometidos por los alum-
nos en su proceso de aprendizaje provee una rica
informacién acerca de como se construye el co-
nocimiento matematico, y es una excelente he-
rramienta para relevar el estado de conocimiento
de los alumnos” [2].

En resumen, existe evidencia que los alumnos
siguen mostrando problemas con el algoritmo de
la division de polinomios, mientras que las inves-
tigaciones de Socas [11], Rico [9] y [2] muestran
que tratar adecuadamente las propiedades alge-
braicas permite acceder a un nuevo contenido
matematico; de ahi la importancia de identificar
los errores y trabajar en una correccion posterior.

Se pretende entonces dar respuesta a la pre-
gunta: ;Qué errores emergen durante el algorit-
mo de la divisién de polinomios? con el objetivo
de identificar y clasificar errores cometidos por
los alumnos. Para esto se aplicé una serie de acti-
vidades a dos estudiantes voluntarios de manera
individual y por equipo a lo largo de varias eta-
pas, cada una de las actividades consistia en un
ejercicio de division de polinomios con una sola
variable. El procedimiento utilizado por los alum-
nos y los resultados obtenidos fueron analizados
con un marco tedrico para clasificar los errores
identificados y determinar su origen. Finalmente,
se establecen conclusiones a partir de las eviden-
cias recabadas y analizadas.

El presente trabajo esté estructurado de la si-
guiente manera: En la préxima seccién se des-
cribe la metodologia que fue adaptada para la
aplicacién de las actividades: el Enfoque Légico
Semidtico como teoria utilizada para analizar los
resultados y la forma en que permite clasificar y
estudiar los errores identificados. Méas adelante
se detalla la intervencion realizada a los estudian-
tes voluntarios desde un repaso del contenido
necesario para abordar las actividades hasta su
aplicacion. Y por dltimo se presenta el andlisis y
discusidn de los resultados y las conclusiones de
esta investigacion.

Metodologia ACODESA

Para este trabajo de investigacién de caracter
cualitativo se utilizé la metodologia de apren-
dizaje colaborativo, debate cientifico y auto-re-
flexién, ACODESA [6] por su acréonimo en fran-
cés, la cual surge de un sistema semidtico expan-
dido que considera representaciones funcionales
e institucionales y su evolucidén en un escenario
cultural al que se refiere como “Sistema Cultural
Semidtico”. La microsociedad de un salén de cla-
ses puede favorecer la evolucién de este sistema
partiendo de las dos representaciones mencio-

nadas: la institucional es generada por la ense-
fianza convencional, usualmente el docente y los
medios de los que dispone para impartir la clase,
y la funcional es una representaciéon que emerge
espontaneamente del alumno para entender y
resolver tareas matematicas no rutinarias previo
a la representacion institucional.

Durante la resoluciéon de las tareas, el profesor
no debe proveer una solucién o pistas que per-
mitan llegar a una; su papel es mas bien el de ob-
servar el trabajo individual de los estudiantes, dar
apoyo para un buen intercambio de ideas dentro
del proceso sociocultural de comunicacién y ani-
mar la auto-reflexién antes de la institucionaliza-
cion, integrando los entornos individual y sociocul-
tural. La metodologia permite introducir un cono-
cimiento matematico a lo largo de cinco etapas.

- Trabajo individual: cada estudiante resuelve la
tarea por cuenta propia, desarrollando represen-
taciones funcionales.

- Trabajo en equipo: se trabaja la misma tarea en
equipo y, gracias a la argumentacion y validacion
de los integrantes, se puede mejorar lo desarro-
llado en la fase anterior.

- Debate: se mejora nuevamente lo obtenido en
la fase anterior con toda la clase participando y
ofreciendo su forma de resolver la tarea.

- Auto-reflexion: el estudiante trabaja la tarea por
su cuenta, reconstruyendo el conocimiento.

- Proceso de institucionalizacién: las repre-
sen-taciones institucionales son presentadas por
el profesor, basandose en los resultados de las
fases anteriores.

La metodologia ACODESA permitira aplicar una
serie de tareas en cada una de sus etapas y, al re-
colectar los resultados, se procedera a un analisis
para identificar los errores cometidos por los estu-
diantes del grupo de estudio y cuéles de ellos per-
sisten. Estos errores podran ser clasificados segun
su origen con el Enfoque Légico Semiético.

Enfoque Légico Semiético

El Enfoque Légico Semidtico (ELOS) es un marco
tedrico en construccion desarrollado por el Gru-
po de Pensamiento Algebraico de la Universidad
de la Laguna, en Espafia, y centra su atencidon en
las investigaciones relacionadas con el aprendizaje
del lenguaje algebraico.

Este marco “pretende aportar instrumentos
para el andlisis, la descripcidn y la gestion de las
situaciones problematicas o fenémenos de na-
turaleza didactica matematica que ocurren en el
Microsistema Educativo desde una perspectiva
centrada en la Semiética, en la Légica y en los Mo-



delos de Competencias” [12]. “Se caracteriza por
orientar la investigacion hacia la elaboracién de
dos modelos de competencias para el estudio de
errores: el formal y el cognitivo” [3].

El microsistema educativo puede ser descri-
to como el lugar o ambiente donde se ensena
el conocimiento matematico, estd compuesto de
tres elementos basicos: estudiante, docentes y la
disciplina en cuestion (en este caso matematicas);
y de tres componentes que determinan el con-
texto: el Social, el Cultural y la Institucién Escolar.

En esencia, toma los elementos del triangulo
didactico y establece relaciones entre ellos, como
se muestra en la Fig. 1 obtenida del trabajo de
Socas, "“El andlisis del contenido matematico en
el Enfoque Légico Semidtico (ELOS). Aplicacio-
nes a la investigacion y al desarrollo curricular en
didactica de la mateméatica” [12].

Profesor

Matemiticas Alumno

Semiosis Microsistema Educativo

Figura 1. Relaciones del tridangulo didactico en el
ELOS [12].

Sobre los modelos por competencias, el de com-
petencia formal parte de la organizacién funcio-
nal, fenomenoldgica y conceptual de los objetos
algebraicos.

En palabras de Delgado [3]: "explica la relacion
que hay entre los objetos matematicos y el lengua-
je algebraico".

Por su parte, el modelo de competencia cog-
nitivo se organiza segun:

- Las representaciones semidticas
- Los estadios de desarrollo cognitivo de los siste-
mas de representacion en algebra
- Dificultades y errores en el aprendizaje del dlgebra

Es importante profundizar en cada una de ellas
para dar paso a la clasificacién y estudio del error.
La representacion semidtica en este enfoque parte
de entender la semiosis como el triple proceso de
generar signos, de acciones del signo y de infe-

rencia. El proceso de ésta Ultima corresponde a
la designacion de un objeto matematico mediante
un signo, esta representacién genera una interpre-
tacion mental en el receptor, de modo que el sig-
nificado de un objeto matemético puede ser ob-
servado a través del signo y estad de cierta forma
ligado a un interpretante.

La segunda componente se refiere a los esta-
dios de desarrollo cognitivo de los sistemas de
representacion en algebra. Para hablar de ellos
primero es necesario mencionar los sistemas de
representacion semidtica; estos consisten en un
sistema de signos a través de los cuales pueden
comunicarse los objetos matematicos.

Socas [11] menciona que los sistemas de repre-
sentacion semidtica mas formales permiten que
los alumnos no confundan los objetos matemati-
cos con sus representaciones, contrario a los sis-
temas mas visuales o mas intuitivos, y es en el do-
minio de estos sistemas formales donde aparece
una sucesion de estadios de desarrollo cognitivos
que permiten generar una competencia. Se tienen
entonces tres estadios de desarrollo: el semidtico,
el estructural y el auténomo.

En el estadio semidtico el objeto y los signos
nuevos emergen y son caracterizados por objetos
y signos antiguos ya conocidos; es decir, el indivi-
duo aprende y emplea signos nuevos con los sig-
nificados de los signos pertenecientes al sistema
antiguo que ya sabe manipular.

En el estadio estructural se recurre a compor-
tamientos y patrones del sistema antiguo para
dotar de significado a los simbolos y objetos que
aparecen en el nuevo sistema. Mediante estruc-
turas ya conocidas se puede asignar un significa-
do a la aparicién de simbolos que no se habian
visto antes.

Finalmente, en el estadio autébnomo se tiene
a los signos y objetos cuyo significado no puede
ser obtenido con el manejo de un sistema anti-
guo —ya sea de signos, procedimientos o estruc-
turas—, sino que es propio del nuevo sistema.

La tercera y uUltima componente del modelo
de competencia cognitivo engloba a las dificul-
tades y errores en el aprendizaje del dlgebra. Las
dificultades, de acuerdo a Socas [10] tienen su
origen en el ya mencionado microsistema edu-
cativo, conectadas en complejas redes que ter-
minan por concretarse en forma de obstaculos,
que a su vez generan errores en los estudiantes, y
estan asociadas a la disciplina de las matematicas
y complejidad de los objetos, a los procesos de
ensenanza, a los procesos de desarrollo cogniti-
vo de los estudiantes y a las actitudes afectivas
y emocionales que tienen hacia las matematicas.
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En resumen, las dificultades pueden abordarse
desde tres elementos: el desarrollo cognitivo de
los estudiantes, el curriculo de matematicas y los
procesos de ensefanza.

Clasificacion y estudio del error

Para Socas [11], los errores aparecen cuando los
estudiantes abordan un conocimiento nuevo que
los lleva a reestructurar lo visto anteriormente, y
es esta adaptacion del conocimiento lo que dara
al error distintas procedencias. Con este marco
tedrico se sitdan los errores cometidos por los
alumnos en tres ejes que se organizan en semio-
sis distintas: el error puede tener origen en un
obstaculo epistemoldgico, didactico o cogniti-
vo. Otro origen posible es la ausencia de senti-
do semidtico, estructural o auténomo, y también
puede tener origen en la afectividad, emociones,
actitudes y creencias de los alumnos hacia el con-
tenido matematico. Los errores con origen en un
obstaculo y en las actitudes hacia las matemati-
cas proceden directamente de las dificultades en
el aprendizaje del dlgebra, mientras que los erro-
res con origen en una ausencia de sentido par-
ten de los estadios de desarrollo cognitivo de los
sistemas de representacién vistos anteriormente.

Cuando hablamos de un obstaculo epistemo-
l6gico nos referimos a un contenido matematico
que experimenté de forma natural una gran resis-
tencia a ser adquirido a lo largo de la historia de la
humanidad, por lo que no deberia sorprender que
los estudiantes tengan dificultades para abordarlo.
El obstaculo didactico es, junto con el cognitivo,
referente al curriculo de matematicas, el primero
genera errores debido a la forma en que las clases
y el material son presentados por el docente a sus
alumnos; mientras que los errores generados por
el segundo estan relacionados con la manera en
que el alumno construye por si mismo el conoci-
miento. Los errores con origen en actitudes afec-
tivas y emocionales parten de los sentimientos,
generalmente negativos, hacia el contenido ma-
tematico, tales como la incertidumbre, ansiedad o
estrés, por mencionar algunos. Kieran y Filloy [8]
mencionan que la sociedad considera el algebra
como una parte compleja de las matematicas, a
tal grado de que simplemente escuchar la palabra
“algebra” es suficiente para provocar miedo e in-
disposicidn en los estudiantes.

Y los errores con origen en una ausencia de
sentido pueden diferenciarse en tres etapas:
errores con origen en la aritmética, errores de
procedimiento y errores debidos a las caracteris-
ticas propias del lenguaje algebraico. Los errores
con origen en la aritmética parten de una ausen-
cia de sentido semiético; se refieren a objetos y

simbolos que fueron presentados en el lenguaje
aritmético y cuya comprension y asimilaciéon per-
mite emplearlos en algebra con un significado di-
ferente, o dotar de significado a nuevos simbolos
y objetos. Los errores de procedimiento yacen en
una ausencia de sentido estructural; se manifies-
tan cuando los alumnos usan inadecuadamente
férmulas o reglas de procedimiento. Por ultimo,
los errores debidos a las caracteristicas propias
del lenguaje algebraico surgen en el manejo de
signos cuyo significado no puede atribuirse al de
un signo del lenguaje antiguo, en otras palabras,
son auténomos.

A continuacién, la Fig. 2 describe los compo-
nentes anteriores del modelo de competencia
cognitivo.

QBSTACULD

DIFICULTADES ¥ ERRORES

AFECTIVIDAD AUSENCIA DE SENTIDO

DIGITAL AUTONOMO

ESTADIOS DE DESARROLLO

Presenrach COGNITIVO

REPRESENTACION

SITUADO ANALOGICO SEMIGTICO ESTRUCTURAL

Figura 2. Componentes del modelo de competen-
cia cognitivo [11].

La investigacion de Socas [11] entrega un listado
y descripcion de los errores encontrados durante
el andlisis de las actividades aplicadas a sus estu-
diantes participantes. A continuacién se descri-

ben dichos errores.

Errores relativos al uso del paréntesis: Se refie-
ren al mal uso del paréntesis, o al hecho de no uti-
lizarlos aunque se identifique en el contexto. Por la
forma en que se ensefa este contenido matemati-
co puede tener origen en un obstaculo didactico,
o bien puede deberse a una ausencia de sentido
semidtico; para este Ultimo en particular nos re-

montamos a origenes aritméticos.

Errores debidos a la concatenacién: Ya los men-
cionan Kieran y Filloy [8] como una fuente de con-
fusién para el alumno, puesto que en aritmética la
yuxtaposicion de dos simbolos indica una adicién,
y en algebra indica una multiplicacién. Por ejem-
plo, en aritmética los simbolos 3y 7 colocados jun-
tos forman el niUmero 37 es decir 30 + 7, mientras
que en algebra los simbolos 4y b colocados juntos
forman 4b, que significa 4 por b.

Necesidad de particularizaciéon: Es un error con
origen en una ausencia de sentido, pues depen-
diendo el contexto el alumno no puede hallar
sentido al uso del lenguaje algebraico y retro-



cede entonces al lenguaje numérico que si sabe
utilizar.

Necesidad de clausura: Error con origen en un
obstaculo didactico que se presenta cuando el
alumno desea “concluir” una operacién que él
considera incompleta, por ejemplo, 5x+3 resulta
en 8x.

Tabla 1. Origen de los errores descritos anterior-
mente [11].

ERROR IDENTIFICADO ORIGEN DEL ERROR

Obstaculo didactico

Mal uso del paréntesis . - L .
P Ausencia de sentido semidtico (origen en la

aritmética)

Concatenacion Obstéculo cognitivo

Obstaculo didactico

Necesidad de clausura . .
Ausencia de sentido estructural (errores de

procedimiento)

Necesidad de particularizacion Ausencia de sentido

Ya que el algoritmo de la division de polinomios
involucra todas las operaciones basicas (suma, res-
ta y multiplicacién) es en estas operaciones donde
se espera identificar errores cuyo origen pueda ser
determinado con el ELOS. Previo a la intervencién,
el diseio de la actividad permitié predecir ciertos
tipos de errores que podrian aparecer, el listado
de ellos se presenta a continuacion.

Error con origen en la ausencia de sentido se-
midtico: Llega a presentarse durante la division de
monomios que permite determinar los elementos
del cociente, pues se requiere usar leyes de los ex-
ponentes —tema visto en aritmética—. También
puede presentarse en la resta de polinomios cuan-
do sélo un término del sustraendo cambia de sig-
no, pues esto indica que el paréntesis fue omitido
debido a una mala aplicacién de las propiedades
aritméticas.

Error con origen en la ausencia de sentido es-
tructural: Se manifiesta un error de procedimiento
cuando el manejo de una estructura conocida es
inapropiado; por ejemplo, si bien la omisién deli-
berada del paréntesis tiene origen en la ausencia
de sentido semidtico, este mismo error puede ma-
nifestarse con un origen distinto cuando se consi-
dera la suma de monomios dentro de un parénte-
sis como un solo término, y al multiplicarlo por un
término exterior la estructura es confundida.

2x - (4x + 3) = 8x* + 6x (2

La estructura puede ser trasladada de manera
errénea a:
2x - (4x - 3) =8x*- 6x 3)

Lo mismo podria aparecer en esta investigacion
de manera inversa, es decir
2x-(4x-3)=2x-4x-3 (4)

La estructura puede ser mal trasladada a:
2x-(4x+3)=2x-4x+3 (5)

Error con origen en un obstaculo didactico: Pue-
de presentarse en la “simplificaciéon” de dos tér-
minos, cuando uno de ellos es un nimero y el
otro una letra, mostrando que la expresion se
percibe como una operaciéon incompleta que
debe ser concluida antes de proceder (necesidad
de clausura).

Pueden también presentarse errores que no
son analizados con el ELOS para determinar su
origen, pero que si han sido identificados en
otros estudios enfocados al algoritmo de la divi-
sion [1] por ejemplo:

- Una mala eleccion de los elementos del cociente
- No comprobar el resultado

- Olvidar plantear una resta

- No ubicar residuos mayores que el divisor

En la actividad realizada para este articulo no se
espera ver errores con origen en la ausencia de
sentido auténomo, puesto que lo que se trabajara
en el algoritmo de la division de polinomios esta
fuertemente ligado a operaciones previas y a co-
nocimiento aritmético. No se veran signos cuyo
significado sea exclusivo del lenguaje algebraico;
por ejemplo, el uso del signo “=" en el estudio
en el manejo de ecuaciones, a menos claro que
los estudiantes utilicen la propiedad Ec. (1) (el
dividendo es igual al producto del divisor por el
cociente, mas el residuo) para comprobar el resul-
tado. Si bien, se hara las observaciones puntuales
de la experiencia de los estudiantes en distintas
etapas del estudio, no se buscara analizar los erro-
res con posible origen en actitudes emocionales y
afectivas hacia el contenido matematico.

Intervencién
Repaso de contenido pertinente

Las actividades aplicadas consistieron cada una
en un ejercicio disefado por el investigador, el
ejercicio en cuestion consiste en una division de
polinomios en la que el dividendo es un polino-
mio de grado tres y el divisor es un binomio de
grado 1. Se disein6 asi para que los participantes
pudieran plantearlo desde un enunciado y con-
cluirlo en no mas de 20 minutos, pero que en ese
tiempo y en los pasos que implica su resolucién
se trabajara con nimeros negativos, leyes de los
exponentes, leyes de los signos, divisién de mo-
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nomios y operaciones basicas con polinomios.
Todo con el propdsito de predecir algunos de los
errores que podrian aparecer, tener en claro don-
de se utilizaria el Enfoque Logico Semidtico para
determinar el origen y asegurar que la actividad
estuviera al nivel de los participantes.

La actividad piloto se aplicé de manera presencial
a dos estudiantes identificados como “Estudiante1”
y “Estudiante2”, siendo el primero de nivel licen-
ciatura perteneciente a la Universidad Auténoma
de Querétaro y el segundo un estudiante de nivel
preparatoria perteneciente al Colegio de Bachilleres
del Estado de Querétaro. La metodologia ACODE-
SA, descrita en la seccién 2, fue adaptada para este
singular escenario en el que los estudiantes ya han
llevado el tema de divisién de polinomios con an-
terioridad, pero aun asi se muestran incapaces de
abordarlo y de realizar la etapa de debate. Se conto
con el espacio adecuado para desarrollar la activi-
dad, un escritorio para los estudiantes y un pizarrén
como apoyo.

Ademads, ambos estudiantes permitieron que
se grabara toda la intervencion, la cual duré apro-
ximadamente 80 minutos, de los cuales 30 minutos
fueron destinados a describir las caracteristicas de la
investigacion, la dindmica y el repaso de contenido.

Lo primero, una vez procurado lo anterior y te-
niendo listo el material para la actividad, fue pre-
sentar ante los estudiantes el titulo de esta inves-
tigacion, su objetivo, sus caracteristicas, las etapas
arealizar, y después se les preguntd sobre qué tan
preparados se sentian para realizar un ejercicio de
divisién de polinomios.

Dado que para ambos ha pasado un tiempo con-
siderable desde su Ultimo contacto con el algebra,
fue necesario comenzar con un repaso de operacio-
nes con polinomios, donde se vio lo siguiente:

- Término algebraico

- Clasificacién en monomios, binomios, trinomios y
polinomios

- Suma, resta y multiplicacion de polinomios

- Division de monomios y algoritmo de la division
aritmética

Durante el repaso los estudiantes mencionan carac-
teristicas que hacen ver que recuerdan la ley de los
exponentes aplicada al producto de dos términos
con la misma base y a la division de monomios

(xm-x"=x(mm) ) (6)
(x"/x" =x("" ) (7)
pero no recordaban la manera de realizar el algoritmo

de la divisién de polinomios, por lo que se presenta-
ron ejemplos previos a la aplicacién de la actividad.

Antes de aplicar la actividad, se desarrolld
en el pizarrén un ejemplo “sencillo” de division
de polinomios en el que se utilizé todo lo visto
anteriormente. El ejemplo fue borrado una vez
concluido para que no pudiera ser utilizado como
una guia para resolver la actividad.

Aplicacion de la actividad

La actividad 1 consistié en plantear una division de
polinomios desde un enunciado y, de acuerdo a la
metodologia ACODESA, cada estudiante recibid
una hoja con dicha actividad para trabajarla de ma-
nera individual. El estudiante debia identificar los
componentes de la division (dividendo y divisor),
colocarlos en su respectivo lugar en la casilla de di-
vision y realizar el algoritmo hasta obtener un resi-
duo de grado menor al grado del divisor. Durante
la aplicacion de la actividad no obtuvieron ningin
tipo de ayuda por parte del investigador y se les
dio 15 minutos para resolver el ejercicio. Aunque
el "Estudiante1” lo finalizé en menor tiempo, los
estudiantes al entregar la actividad desconocen si
su resultado es correcto o no.

Siguiendo la metodologia, para la actividad 2
cada estudiante recibié una hoja con la misma ac-
tividad que en la etapa anterior, sélo que ahora
las instrucciones cambiaron a trabajar en equipo,
haciéndoles énfasis en la importancia de discutir,
aportar su punto de vista y corregir al otro en caso
de creerlo necesario. El procedimiento se muestra
en las hojas de trabajo de ambos estudiantes y tuvo
una duracién de 11 minutos.

Dado el nimero de estudiantes y el hecho de
que se trataba de una prueba piloto, no se consi-
derd necesario realizar la etapa de debate, puesto
que en ella el investigador adn no debe intervenir ni
darles pistas para resolver la actividad; ademas, am-
bos estudiantes ya han intercambiado argumentos
y llegado a una conclusién.

La actividad 3 fue entonces para la etapa de
auto-reflexion. A cada estudiante se le dio nueva-
mente la misma hoja de trabajo inicial para que
fuera resuelta de manera individual, pues se es-
pera que, si en alguna etapa anterior se presen-
taron errores, en esta sean resueltos. La duracién
de esta etapa fue de 5 minutos.

La actividad 4 consistié en aplicar una segunda
hoja de trabajo para la misma etapa de auto-re-
flexion. Ahora el ejercicio seria distinto al inicial
para ver si se familiarizaron con el tema o si aun
se presentan errores. Con la actividad 4, la cual
les tomo 10 minutos, concluye la intervenciony la
recoleccién de evidencias.

Finalmente, a peticidn de los participantes y des-
pués de que ambos entregaron su actividad, se
procedié a una etapa de institucionalizacidon en



la que el ejercicio de la actividad 4 fue explica-
do con mas detalle, tanto en los elementos de
la division como en los pasos del algoritmo para
llegar al resultado correcto, con una duracion de
aproximadamente 10 minutos.

RESULTADOS Y DISCUSION

En la actividad 1, ambos participantes manejaron
el algoritmo haciendo cada paso fuera de la ca-
silla de division para después colocar los polino-
mios pertinentes en su lugar. Sin embargo, el “Es-
tudiante2” cambid esto a partir de la actividad 2,
y en ninguna de las actividades los participantes
intentaron comprobar su resultado.

Figura 3. El procedimiento a la derecha hecho fue-
ra de la casilla de divisidn por el “Estudiante1”.

En esta etapa aparece sélo un tipo de error que
se esperaba en un inicio: el "Estudiante1” se equi-
vocd en una suma de polinomios; en un término
cambid de signo en un paso anterior y, a pesar de
ejecutar correctamente ese cambio de signo y de-
jar evidencia de ello, hizo la reduccién de términos
semejantes en la suma de polinomios conservan-
do el signo del paso anterior.

Figura 4. Suma de polinomios incorrecta

El error se acarred en el resto del algoritmo vy,
naturalmente, no se obtuvo el resultado correcto.
Cabe resaltar que en un paso posterior similar, la
reduccion de términos semejantes si se hizo co-
rrectamente, por lo que el error tal vez se debi6 a
un descuido, ya que el mismo “Estudiante1” du-
rante la actividad pidié que “no lo presionasen”
cuando el investigador sugirié un tiempo limite.

Ademas, no identificé un residuo de grado
igual al del divisor, por lo que dio por finalizada
la actividad, aunque el algoritmo aun continuaba
hasta obtener un residuo de grado menor.

Si bien dicho error podria tener origen en una
ausencia de sentido o en un obstaculo didactico,
lo cierto es que el “Estudiante1” expresé que “ya
no sabia qué hacer” porque “ya no podia divi-
dir”, refiriéndose a dividir 5x por 2x para determi-
nar el siguiente término del cociente.

De lo anterior se puede concluir que ese error,
por la forma en que ocurrid, tiene origen en la
aritmética (ausencia de sentido) debido a la inca-
pacidad de manejar fracciones o decimales.

Figura 5. Residuo del mismo grado que el divisor.

En cambio, el”Estudiante2” comete un error al
hacer la operacién (2x - 3)(3x?) y obtener 6x3- 6x°.
Dado que el error se presenta por un contenido
aritmético deficiente al manejar las tablas de mul-
tiplicar se puede determinar su origen en una au-
sencia de sentido.

Analizando el resto de su procedimiento no
se encontraron mas errores, claro que debido al
error inicial no se lleg6 al resultado correcto.

Es importante mencionar que el “Estudian-
te2" si decidié trabajar con nimeros decimales y
continuar el algoritmo, pero no se planted la po-
sibilidad de estar equivocado y usar la compro-
bacién aritmética que conoce para verificar esto.

Figura 6. Manejo de decimales.
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La actividad 2 corresponde a la etapa de tra-
bajo en equipo, a los 3 minutos de haberla ini-
ciado ambos expresaron haberse dado cuenta de
que se equivocaron en la primera parte del algo-
ritmo en la actividad 1.

Aunque entregaron sus hojas anteriores, ambos
recordaron el residuo que obtuvieron e inmediata-
mente lo contrastaron durante el procedimiento, y
aungue no comprobaron su resultado, se mostra-
ron convencidos de que esta vez era el correcto.

Una discusion puntual entre ambos es el ma-
nejo de cierto nimero de términos del dividendo
durante el algoritmo; el “Estudiante1” trabajo
sélo con los términos que eran semejantes a los
que obtuvo de multiplicar el término correspon-
diente del cociente por el divisor para hacer la
resta, y argumenté que era la forma correcta de-
bido a la similitud con el algoritmo en aritmética.

Mientras tanto, el “Estudiante2” trabajé siem-
pre con todos los términos del dividendo, argu-
mentando que se debia tomar “toda la ecuacién”.

Eventualmente concluyeron que ambas formas
son correctas para este ejercicio, aunque es posi-
ble que en un caso distinto en el que los términos
del dividendo no sean de grado consecutivo el
“Estudiante1” podria tener problemas al determi-
nar con que términos trabajar y con cuéles no.

Figura 7. El "Estudiante2” “baja" el 1 del dividen-
do después de la primera resta.
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Figura 8. El "Estudiante1” "baja” el 1 hasta que le
parece pertinente.

La actividad 3 es la etapa de auto-reflexidn, en
ella se les dio una hoja de trabajo con la misma
actividad y, como era de esperarse, cada uno de
manera individual concluyé el algoritmo y llegé al
resultado correcto.

La actividad 4 presentd una extensidn de la
etapa anterior en la forma de un nuevo ejercicio
para ver si la experiencia anterior permitia que
en esta ocasién tampoco se presentaran errores,
premisa que no fue cumplida.

El “Estudiante1” fallé desde el inicio en es-
cribir correctamente el dividendo en la casilla de
division, ya que un término fue escrito con signo
contrario al que solicitaba la actividad, por lo que
es imposible que el algoritmo concluya llegando
al resultado correcto. A pesar de este error la ac-
tividad fue analizada, y de la forma como el estu-
diante planteé el ejercicio no se presentaron mas
errores en el algoritmo.

De igual manera, sorprendentemente, el "“Estu-
diante2” también fallé en escribir un término del di-
videndo. El anélisis de esta actividad partié de consi-
derar el planteamiento del “Estudiante2” como co-
rrecto y, revisando el resto del algoritmo, se encontrd
un error mas, el cual ocurrié al dividir dos monomios,
pues se omitié el signo “-” en el resultado.

-3 o
3x

3} 5.1

u

Figura 9. Omisién del signo en la divisién de

monomios.

Este error, cuyo origen yace en una ausencia de
sentido o en un obstaculo didactico, nuevamente
lleva al estudiante a trabajar con nimeros deci-
males. Este hecho, al igual que en la actividad 1,
no parece alertarlo de que ha cometido un error
o de que seria prudente revisar su procedimiento
hasta ahora; en vez de eso, continua con el algo-
ritmo hasta que el manejo de decimales es tan
grande que decide entregar la actividad.

Tabla 2. Errores encontrados

ERRORES

e DESCRIPCIGN DEL ERROR POSIBLE ORIGEN

65 + 358 - (6 - 9:)

65 + 38 - 68 + 98 = 6

Falla al reducir términos semejantes

por confusién de un signo previo.

Sentimiento de presién
que pudo llevar al

descuido.

Grado de (5x + 7) = Grado
de

(2x-3)

No se identificé un residuo de grado
igual al del divisor, de modo que el
algoritmo fue concluido

prematuramente.

Ausencia de sentido al no
trabajar con nimeros
decimales en un contexto
algebraico (origen en la

aritmética)

(2% - 3)(3:6) = 6 - 6

Mal uso de las tablas de multiplicar

Ausencia de sentido por
mal manejo de contenido

aritmético

Mal planteamiento del

ejercicio

Ambos estudiantes copiaron mal un

términe del dividendo

Descuido al plantear la

division

Se omitié el signo “-" en la divisién

de monomios

Probablemente un
obstaculo didactico al ver
el tema de leyes de los

signos aplicado a division

Ausencia de comprobacién

No se utilizé la propiedad Ec. (1) (el
dividendo es igual al producto del

divisor por el cociente, mas el

Probablemente un
obstaculo didactico, pues

se aprecia que no saben




CONCLUSIONES

El ELOS usado para analizar este algoritmo mate-
matico permitié determinar el origen de algunos
errores encontrados en los pasos que involucran
operaciones con polinomios, concretamente en
la division de monomios, suma, resta y multipli-
cacion de polinomios. El analisis apunta a que
los participantes del estudio manejan adecuada-
mente las estructuras algebraicas. No obstante,
es en la parte aritmética donde se presentan pro-
blemas debido a un contenido tan basico como
las tablas de multiplicar, y al manejo de nimeros
decimales, que si bien no hubieran conducido al
resultado correcto en esta actividad, si marcaron
un impedimento para continuar con un algoritmo
que quedd incompleto.

En el caso del error nimero dos de la tabla nos
encontramos ante una ausencia de sentido, semié-
tico, pues no tiene relaciéon con la identificacién
del grado de los polinomios en el algoritmo, sino
mas bien con el empleo de un contenido aritméti-
co. Puede verse cémo los objetos y simbolos pro-
pios de los nimeros racionales (decimales o frac-
cionarios) no pudieron ser dotados de significado
en el sistema algebraico, y aunque el error podria
ser atribuido a un obstaculo debido a la dificultad
del contenido, esto no puede apreciarse ya que
no hubo empleo ni manipulaciéon del mismo.

Otros errores pueden deberse a la didactica
con la que se les ensend algebra. Por ejemplo,
el modo de ensefnanza del tema de leyes de los
signos, pues tal vez no les quedd claro que tam-
bién se aplica a la division de monomios y no solo
a la multiplicacién, donde no parecen tener pro-
blemas. Puede ademas deberse a las dificultades
asociadas a los objetos matematicos, en este caso
el manejo de cantidades negativas cuya dificultad
es inherente a dicho contenido matematico (obs-
taculo epistemoldgico).

El otro error es acerca de la ausencia de una
comprobacién, que si bien podria considerarse
su origen en un obstaculo si saben aplicarla en
un contexto aritmético pero no es trasladada al
algebraico, es posible que se relacione con el
hecho de que tampoco realizan una revisién de
su procedimiento, ni cuando estan seguros de su
resultado para verificarlo ni cuando tienen dudas
de lo que llevan resuelto.

Los errores restantes parecen encontrarse
en un simple descuido o falta de atencién, pues
pudieron evitarse facilmente e incluso ser corre-
gidos también con mucha facilidad con tan solo
revisar su procedimiento, y pueden catalogarse
como descuidos debido a que no ocurren por un
mal manejo del lenguaje aritmético o algebraico
como los errores anteriores.

La aplicacién de la prueba piloto termind
mostrando que, efectivamente, la presencia de
errores continda incluso en estudiantes que han
aprobado las materias de algebra y dichos erro-
res seguiran afectandolos en futuros cursos de
matematicas, por lo que es pertinente el estudio
posterior para atender esta problematica desde
su origen, sea cual sea éste.

También, resulta de gran importancia resal-
tar la gran utilidad que tuvo la etapa de trabajo
en equipo de ACODESA, pues les permitié a los
estudiantes darse cuenta de sus errores previos
rapidamente y, trabajando juntos, quedaron con-
vencidos del resultado obtenido en la actividad,
mostrandose entonces como una dindmica efec-
tiva para resolver ejercicios y corregir errores.
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