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RESUMEN

Las dificultades de aprendizaje del calculo diferen-
cial se agravan cuando los libros de texto usados
como material de apoyo en la asignatura carecen
de sustento tedrico; se enuncian las definiciones
o teoremas, pero no se demuestran, lo que ge-
nera un conflicto entre las ideas intuitivas de los
estudiantes y las definiciones formales de los con-
ceptos matematicos. El objetivo del presente ar-
ticulo es mostrar un analisis comparativo de tres
libros de texto que actualmente forman parte de
los programas de ensefianza media superior, res-
pecto a la manera en la que se aborda la razén de
cambio de |la derivada. Se considera como susten-
to tedrico la Teoria Antropoldgica de lo Didactico
de Yves Chevallard [1], cuyo principio fundamental
radica en que toda actividad humana puede des-
cribirse como un modelo Unico llamado praxeolo-
gia, basandose en el “saber hacer” y el “saber”,
analizando el tipo de problemas y técnicas que se
construyen para resolverlos, asi como las justifica-
ciones utilizadas.

Palabras clave: Praxeologias, Célculo, libros de
texto, Teoria Antropoldgica de lo Didactico.

ABSTRACT

Most difficulties of calculus learning arise when
textbooks used as reference in the course lack
of theoretical support, insomuch as definitions or
theorems are enunciated without being demons-
trated, which generates a conflict between the
students’ intuitive ideas and the formal definitions
of mathematical concepts. The objective of this
paper is to show a comparative analysis of three
textbooks, which are consulted at high school pro-
grams, regarding the way derivative rate of chan-
ge is approached. We consider as theoretical su-
pport the Anthropological Theory of Didactics by
Yves Chevallard [1], whose fundamental principle
is that every human activity could be described
as a unique model, called praxeology, based on
“know-how" and “knowledge”, analyzing the type
of problems and techniques that are used to solve
them as well as the used justifications.

Keywords: Praxeologies, Calculus, textbooks,
Anthropological Theory of Didactics.

INTRODUCCION

Histéricamente el concepto de la derivada ha estado
ligado al estudio de problemas de variacién, lo cual
implica cuantificarla en un intervalo y en un instante,
establecer diferencias en intervalos y conjeturar so-
bre las variaciones. Como menciona Ramirez [2]:

“Desde los griegos, se plantearon cuatro proble-
mas fundamentales que al ser resueltos en el si-
glo XVI — XVII, dieron vida a la funcién derivada,
fueron ellos: El de la velocidad, el de la recta tan-
gente, el de area bajo una curva y el de méximos
y minimos.”

Por otro lado, Boyer [3] menciona: “La funcién de-
rivada como objeto del célculo infinitesimal logra
su reconocimiento social, cientifico y matematico
en el siglo XX, cristalizando el trabajo de mu-
chas personas durante 20 siglos”. Actualmente,
estos métodos y procedimientos estan presentes
en los programas de estudio a nivel medio supe-
rior, donde se ha observado que los estudiantes
presentan dificultades en la apropiacién y mani-
pulacién del concepto de la derivada, tal como lo
muestran diversas investigaciones realizadas en
didactica de la matematica [4], [5], [6], las cuales
aportan diferentes formas de mirar el desarrollo
de la comprensién de la razén de cambio de la
derivada por parte de los estudiantes.

Caballero y Cantoral [7] consideran impor-
tante entender qué es, en qué consiste y cdmo
se desarrolla el pensamiento variacional, ya que
éste se caracteriza por estudiar fendmenos pro-
pios de la matematica y de las ciencias naturales,
sociales y humanas que involucren cambios que
sea necesario cuantificar y analizar para predecir
estados futuros. Esta situacién ubica los conoci-
mientos matematicos propios del calculo mas alla
de la sola manipulacién algebraica.

Estas investigaciones realizadas en didactica de
la matematica, sobre la ensehanza y el aprendiza-
je de la derivada, ponen de manifiesto las dificul-
tades a las que se enfrentan los estudiantes para
comprender de la nocién de razén de cambio. Di-
ficultades que se hacen mas notorias cuando los
libros de texto abordan la actividad matematica a
través de tareas que carecen de sustento tecnolé-
gico y tedrico; es decir, no incluyen descripciones
y explicaciones que permitan entender la técnica
utilizada y tienden a centrarse en los aspectos al-
goritmicos y algebraicos, sin que esto signifique
que los estudiantes han alcanzado una compren-
sion satisfactoria de los conceptos y métodos de
pensamiento matematicos.

Dichas tareas, técnicas, tecnologias y teorias
que encontramos en los libros de texto sittan a
la actividad matemaética en un conjunto de acti-
vidades humanas y de instituciones sociales que
puede describirse con un modelo Unico llamado
“praxeologia”. Esta nocion constituye una herra-
mienta fundamental para la ensefanza-aprendi-
zaje de las matematicas en las instituciones.

El andlisis comparativo de los libros de texto en
cuanto a cobmo abordan el tema de razén de cam-
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bio de la derivada pretende darle herramientas al
docente que le permitan elegir el libro de texto
mas adecuado segun el enfoque que cada institu-
cion quiera darle a la ensenanza-aprendizaje.

El proceso de analisis del contenido de los li-
bros de texto de la razéon de cambio de la deri-
vada esta escrito de la siguiente manera: en la
siguiente seccién se muestra evidencia de las de-
finiciones y ejemplos de cada uno de los libros
mencionados y se hace el analisis con la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico, por Ultimo, se es-
tablecen algunas conclusiones.

METODOLOGIA

En este trabajo se revisaron y analizaron los libros
de texto Célculo Diferencial e Integral de William
A. Granville [10], Célculo de Schaum (57 edicién)
[11]y Matematicas 1 Célculo Diferencial de Dennis
Zill [12], respecto a la manera en la que se aborda
el tema de razén de cambio de la derivada.

El enfoque metodoldgico utilizado en el
analisis comparativo de los libros de texto es
cualitativo de tipo documental, ya que se realizd
una revision e interpretacion de la manera en la
que se aborda la razén de cambio de la derivada
bajo el marco tedrico de la TAD.

Seguin Morales [8], la Teoria Antropoldgica de la
Didactica (TAD) admite que “toda actividad huma-
na regularmente realizada puede describirse con un
modelo Unico, que se denomina con la palabra de
praxeologia” (praxis + logos), en la cual se distin-
guen dos niveles [9]:

El nivel de la praxis o del “saber hacer”, que abar-
ca los tipos de problemas o tareas que se estudian, y
las técnicas que se construyen para resolverlos.

Dado un tipo de tarea, se requiere una manera
de realizarlas, a la que se conoce como técnica
(1); por lo tanto, una praxeologia relativa al tipo
de tareas T contiene una técnica 1, la cual no ne-
cesariamente es algoritmica y la eleccidn de ésta
depende en ocasiones de las técnicas institucio-
nalmente reconocidas [1].

El segundo nivel, del logos o del “saber”, inclu-
ye las descripciones y explicaciones que permiten
entender las técnicas que se utilizan, las cuales re-
ciben el nombre de tecnologia; dentro del saber
existe un segundo subnivel de descripcidn y expli-
cacion que se denomina teoria.

Por lo tanto, alrededor de un tipo de tareas T,
se encuentra una tripleta formada por (al menos)
una técnica T, una tecnologia 6 y una teoria 0; di-
cho conjunto [T, T, 68, ©] constituye una praxeolo-
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gia formada por un bloque practico-técnico y por
un bloque tecnoldgico-tedrico [1].

El primer texto considerado, Granville [10],
aborda el tema de la derivada a partir del anali-
sis del cambio del valor de una funcién al modi-
ficarse la variable independiente. La medida de
esta variacion, llamada razén del incremento de la
funcién y = f{x), se denota por Ay; el incremento
de la variable independiente x, estad dado por 4x.
Cuando el limite de esta razén existe, se dice que
la funciéon es derivable o que tiene derivada en
x=x,, utilizando para ello la siguiente simbologia:

y ==y o) = Df () = F () o)

fxo+ax)—f(x0)
Ax

@

i) = lim

Una vez definidas las Ecs. (1) y (2), el texto esta-
blece cuatro pasos a seguir como procedimiento
para derivar una funcion:

Paso 1: Se sustituye en la funcién x por x + Ax, para cal-
cular el nuevo valor de la funcién y + Ay

Paso 2: Se resta el valor dado de la funcién del
nuevo valor y y se obtiene Ay (incremento de la
funcién)

Paso 3: Se divide Ay (incremento de la funcién)
por Ax (incremento de la variable dependiente)
Paso 4: Se calcula el limite de este cociente cuan-
do Ax (incremento de la variable dependiente)
tiende a cero.

El limite asi hallado es la derivada buscada.
Después se realiza una interpretacion geométrica
de la derivada, que en cualquier punto de una
curva es igual a la pendiente de la tangente a la
curva en ese punto.Ec. (3)

Z—z: pendiente de la recta tangente en el punto P(x,y) 3)

Si bien es cierto que el estudiante puede fami-
liarizarse con este método, también lo es que el
aprendizaje de la derivada se convierte en una
mecanizacién, generando con esto una compren-
sion parcial del concepto de derivada.

Posteriormente, introduce la derivada como
rapidez de variacidon, llamada también razén de
cambio, retomando la razén de los incrementos
Ax, Ay. Ademas define la rapidez media de varia-
cién de y con respecto a x como la pendiente de
la recta tangente 7, y la rapidez instantanea de
la variacion de y con respecto a x para un valor
definido en x como%.

Cuando la variable independiente es el tiem-
po, a la rapidez de variacién con respecto a esa
variable se le llama velocidad media,%, donde s
representa la distancia y t el tiempo. Asimismo,
se define la velocidad instantanea, Ec. (4), como



el limite de la velocidad media cuando At—0; es
decir, la velocidad en un instante cualquiera es la
derivada del espacio con respecto al tiempo:

ds _ pn s @)

v=uT Aé_'f%) At
En muchos de los problemas de aplicacion existen
variables que son funciones del tiempo, por lo que
el libro de texto establece una guia de cinco pasos
para la resolucién de este tipo de problemas. Si las
condiciones del problema lo permiten, se pueden
establecer relaciones entre las variables, y hallar
mediante la derivacion una relacién entre la rapi-
dez de cambio de las variables.

Los cinco pasos para la resolucidon de
problemas que establece son:

Paso 1: Construir una figura que sea una in-
terpretacién del enunciado del problema, y
representar por medio de variables necesa-
rias las cantidades que cambian con el tiem-
po.

Paso 2: Obtener una relacion entre las varia-
bles implicadas que se verifique en un instan-
te cualquiera.

Paso 3: Derivar con respecto al tiempo.
Paso 4: Hacer una lista de las cantidades da-
das y de las buscadas.

Paso 5: Sustituir en el resultado de la deriva-
cién (paso 3) las cantidades dadas, y resolver
con respecto a las que se buscan.

EJEMPLO 2. Hallar la derivadade x¥ =2 x+7
Resolucidén., Hagamos y =x*-2x+47.
Primer paso. ytAy=(x+Ax)*—2(x+Ax)+7
= x34+3 x? Ax+3x. (Ax) ¥4 (Ax) =2 x—2.Ax+7.
Sequndo paso. y+ Ay = x+3 x?. Ax+3 x. (Ax)*+ (Ax)?=2 x=2. Ax47
y = x? —-1x +7
Ay = 3 x% Ax43 x. (Ax) 24 (Ax) 2 =2.Ax
Tercer paso AY w3 2343 2.0 +(Ax)21—2
Ax
Cuarlc ] En ¢l segunde miembro hagamos Ax—>0, Segun (A) ten-
dremos
4y _ 3 y2
dx
. o 9 ‘7 T
Q bien, y (x*=2x+47) I x2—12

dx

Figura 1: Praxeologia 1. Derivada de una funcién
(Granville, 2009, pagina 31).

La primera tarea planteada (Fig. 1), en el libro de
texto Granville [10], se centra en la parte algorit-
mica y algebraica, y consiste en calcular la deri-
vada de una funcidn cibica. La técnica utilizada
para resolverla es el método de los cuatro pasos
que define previamente el libro. La tecnologia se
sustenta en la definicion de derivada de una fun-
cidén como el limite de la razén del incremento de
la funcién al incremento de la variable indepen-
diente cuando éste tiende a cero. Por Ultimo, los
elementos tedricos que sustentan la tecnologia

son aquellos de la razén de cambio; asi como los
que definen a la derivada de una funcién en el
marco del analisis matematico.

1. Un hombre camina 7% Km por hora hacia la base de una torre que tiene
15 m de alto. ;Con qué rapidez se acerca 2 la cima de la rorre cuando su distan-
ciade la basees 24 m?

Solucion. Aplicando la regla, tendremos:

Primer paso. Construyamos la figura 33, Sea x la distancia entre €l hombre
y la base de la torre, ¥ y su distancia de
la cima, ¢n un instante cualguiera.

f Segundo paso. En el triangulo rectin-
H gulo de la figura se verifica:
i
! a
@ y* = x¥4 324.
|
' Teccer paso. Derivando. obtenemaos
I
1 2 y'i—l-" =1 ¥ 9% 5sca.
dt dt
(n By o e,
dr y di
Esto significa que en un instante cualquiera se verifica la igualdad:
x . :
rapides e varigeron de y = (7) veces (repidez de vorincion de %)
v
- 24 dx 1 ;
Cuarta paso. x =24 s = — 7L, Km por hora
ar

= — 7500 m por bora.
y=vV x2+324 dy _,
= 30. dt
Quinto paso. Sustituyendoen (1),
dy . _ 24 ¥ 7500 m por hora
dit 30

= — 6 Km por hora.

Figura 2: Praxeologia 2. Rapidez de variacién
(Granville, 2009, paginas 82 y 83).

La segunda tarea planteada (Fig. 2) en el libro de
texto Granville [10] consiste en interpretar y resol-
ver un problema de la vida cotidiana, el cual im-
plica calcular la razén de cambio de una variable
respecto a otra. La técnica utilizada para resolverla
es el método de los cinco pasos para la resolucién
de problemas que sugiere el libro. La tecnologia
se sustenta en las reglas para derivar funciones al-
gebraicas, y los elementos tedricos que sustentan
la tecnologia son aquellos de la derivacién de fun-
ciones algebraicas.

El segundo libro de texto considerado, Schaum
(5% edicidn) [11], aborda el tema de derivada de-
finiendo la notacidn delta, para lo cual considera
un ndmero cualquiera x, en el dominio de la fun-
cién f. Define Ax como un pequeno cambio de x
ax, y Ay como el cambio correspondiente en el
valor de y = f{x), obteniendo de esta manera la
razén de cambio promedio de la funcién f en el
intervalo que va de x, a x,+ Ax, Ec. (5)

By _ fGro+hn)—f(xy) )
Ax Ax

Y define la tasa de cambio instantdnea de f en
X, como el limite de la tasa promedio de cambio
entre x, y x,+Ax cuando Ax se aproxima a cero,
siempre que el limite exista. A éste le llama deri-

vada de fen x,, denotada como Ec. é:

lim Ay _ lim FGxo+ Ax)—f (x0) ©)
AX—0Ax  Ax—0 Ax
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El libro introduce el movimiento rectilineo de un
objeto cuya coordenada en cualquier instante t
estad dada por la funcién posicion s = f{t), y define:
Velocidad media, Ec. (7)

f(E+a)-F (D)

Velocidad instantanea, Ec. (8)

g FEHAD-F®) _
v = lim K200 = ey ®

Si una cantidad y es una funcién del tiempo ¢, la
razon de cambio de y respecto al tiempo esta
dada por %. Cuando dos o mas cantidades,
todas funciones del tiempo ¢, estan relacionadas
por una ecuacion, la relaciéon de sus razones de
cambio puede hallarse derivando ambos lados de
la ecuacion.

2. Las leyes de la fisica indican que si un cuerpo (es decir, un objeto material) cae libremente a una distancia
de 5 pies en  segundos, entonces s = 16/°. Halle As/At cuando  cambia de 1, a 1, + At. Utilice el resultado para
encontrar As/Af cuando f cambia: a)de3a35,b)de3a32, ye)de3al.l.

=321, +16 At

A At

As _ 16(t, + A1P 1617 _ 321 Af +16(A1)
- - Al

a) Aqui,ty=3, At =0.5 y As/Ar = 32(3) + 16(0.5) = 104 pies/segundo
by Aqui, t,=3, At=0.2 y As/Ar = 32(3) + 16(0.2) = 99.2 pies/segundo
c) Aqui, 1, =3, Ar=0.1, y As/At = 97.6 pies/scgundo
Como As es el desplazamiento del cuerpo del tiempo r=1, hastar =1, + A1,

As _ dosplazamiento _ yo)ocigag promedio del cuerpo en ¢l intervalo de tiempo
At tiempo

Figura 3. Praxeologia 1. Derivada de una funcién
(Schaum, 5? edicién, pagina 73).

EJEMPLO 20.1.  Una escalera de 25 pies reposa sobre una pared vertical (fig. 20.1). Si la base de la escalera res-
bala y se aleja de la base de la pared a 3 pies/s, ;cuin ripido baja la parte superior de la escalera cuando la base de la
misma estd a 7 pies de la pared?

Fig. 20.1

Sea x la distancia de la base de la escalera a |a base de la pared, y sea y la distancia de la parte superior de la
escalera a la base de la pared. Como la base de la escalera se aleja de la base de la pared a una razén de 3 pies/s,

dx/dt = 3, hay que hallar dv/dt cuando x = 7. Por el teorema de Pitdgoras.

¥+ = (25 = 625 )

Esta es la relacién entre x y y. Al derivar ambos miembros respecto a f se obtiene

Como dx/dt = 3, 6x + 2y dy/dr = 0, donde

dy
x+y—=0 2

< dt @)
Esta es la ecuacién deseada para dy/dt. Ahora, para este problema en particular, x = 7. Al sustituir x por 7 en la
ecuacion (1) se tiene 49 + y* = 625, y* =576, y = 24. En la ecuacion (2), al remplazar x y v por 7 y 24 se obtiene
21+ 24 dy/dt = 0. Por tanto, dy/dt = — . Como dyldt < 0, se concluye que la parte superior de la escalera resbala
por la pared a una raz6n de ¥ pies/s, cuando la base de la escalera estd a 7 pies de la base de la pared.

Figura 4. Praxeologia 2. Rapidez de cambio
(Schaum, 5% edicidn, pagina 166).modelos
ajustados.

La primera tarea planteada, (Fig. 3) en el libro de
texto Schaum (57 edicién) se centra en la parte
algoritmica y algebraica y consiste en calcular la
derivada de una funcién dada en términos de la
distancia y tiempo de un cuerpo que cae libre-
mente. La técnica utilizada para resolverla es a
través de la razén de cambio promedio de la fun-
cién definida, y a partir del resultado obtenido
evalla diferentes valores de t cuando cambia de
t,a t,+At. En cuanto a la tecnologia y teoria, se
considera que carece de sustento debido a que
Unicamente se enuncian las definiciones y teore-
mas sin que éstos sean demostrados, lo que de-
viene en un procedimiento meramente algebrai-
co, sin que el estudiante logre alcanzar un nivel
de comprension del significado de la razén de
cambio de la derivada.

La segunda tarea planteada (Fig. 4) en el libro
de texto Schaum (5% edicién) consiste en inter-
pretar y resolver un problema de la vida cotidiana
que implica calcular la rapidez de cambio de una
variable con respecto a otra. La técnica utilizada
para resolverla es realizar primero un dibujo que
permita interpretar el enunciado del problema,
representar con variables las cantidades dadas,
establecer la relacion entre ellas a través de una
expresion algebraica y finalmente derivar la ex-
presion para llegar al resultado. Se considera que
carece de sustento tecnoldgico-tedrico ya que, si
bien es cierto que utiliza reglas para derivar fun-
ciones y el Teorema de Pitdgoras para estable-
cer la relacién entre las variables, no se evidencia
una descripcion que permita entender la técnica
utilizada; lo que genera un procedimiento me-
ramente algebraico; una vez mas, el estudiante
no puede alcanzar un nivel de comprension del
significado de la razén de cambio de la derivada.

El tercer libro de texto considerado, Zill [12],
aborda el tema de la derivada a partir de la defi-
nicidon de recta tangente, recta secante, cociente
diferencial y pendiente de la recta tangente, y es-
tablece un proceso de cuatro pasos para obte-
nerla, tres de los cuales implican sélo pre-célculo
matematico: algebra y trigonometria, y el cuarto
paso, llamado paso de calculo.

Paso 1. Evaluar f{a) y fla+h).
Paso 2. Evaluar la diferencia entre f{a+h) - f{a). Sim-

plificar.

f(a+h)-f(a)
I—h :
Paso 4. Calcular el limite del cociente diferencial
i L@t~/ @)

h—0 h ‘

Paso 3. Simplificar el cociente diferencia



Posteriormente resuelve una serie de problemas
que van dosificados respecto a su dificultad y per-
miten la préactica de los cuatro pasos mencionados.
Introduce la definicién de razén de cambio media y
razén de cambio instantanea utilizando el diferen-
cial de x (Ax) y el diferencial de y (Ay). Ecs. (9) y (10)

razén de cambio media = Camb?o ey flartoj@ _ [l f@ _ &y ©)
cambio enx (a+Ax)-a Ax Ax

. - . S
razoén de cambio instantinea = lim ~ (10
Ax—0 Ax

Define la velocidad media o rapidez media de un
objeto en movimiento como la razén a la cual se
cubre una distancia en cierto tiempo. Ec. (11).

cambio en distancia

vpro = cambio en tiempo (11>
Dada una funcién s(t) que proporciona la posicion
de un objeto que se mueve en linea recta, define
la velocidad instantanea en el instante t = ¢, siem-
pre que el limite exista, como:

_ ga S(to+At)=s(ty) _ . As
v(to) = Alél'% At - Alﬂ% At (12)

Cuando una funcién s(t) describe la posicién de
un objeto que se mueve sobre una recta horizon-
tal o vertical, la razén de cambio con el tiempo £
se interpreta como la velocidad del objeto.

En general, una razén de cambio con el tiem-
po es una respuesta a la pregunta, ";cuan rapido
cambia la cantidad?"

Para resolver los ejercicios de aplicacién pro-
puestos, Zill [12] presenta algunas sugerencias:

e Leer varias veces con cuidado el problema. Si
le es posible, trazar un esquema.

e I|dentificar con simbolos todas las cantidades
que cambian con el tiempo.

e Escribir todas las razones que se proporcio-
nan. Usar notacidén de derivadas para escribir
la razén que desea encontrar.

e Escribir una ecuacién o una funcién que rela-
cione todas las variables introducidas.

e Diferenciar con respecto al tiempo t la ecua-
cién o la funcién encontrada en el paso an-
terior. Este paso puede requerir el uso de di-
ferenciacion implicita. La ecuacion resultante
después de la diferenciacion relaciona las ra-
zones de cambio con el tiempo de la variable.

La primera tarea planteada (Fig. 5) en el libro de
texto Zill [12] se centra en la parte algoritmica y
algebraica y consiste en calcular la pendiente de
recta tangente de una funcién de segundo grado.
La técnica utilizada para resolverla es el método
de los cuatro pasos, tres de los cuales implican el
uso de herramientas de pre-calculo matematico,
principalmente algebra, y el cuarto paso implica
el célculo del limite de la expresidén obtenida en
el paso 3. La tecnologia se sustenta en la de-
finicion de recta tangente, recta secante y recta
tangente con pendiente previamente definidas
en el libro y los elementos tedricos que sustentan
la tecnologia son aquellos de la recta tangente y
recta secante en el marco del analisis matematico.

I! EE :!:'I El proceso de cuatro pasos

Encuentre la pendiente de la recta tangente a la grifica de y = x* + 2enx = 1.

El procedimiento de cuatro pasos presentado antes se usa con el nimero 1 en lugar
del simbolo a.
i) El paso inicial es el cdlculo de f(1) y f(1 + h). Se tiene f(1) = 1°+2=3.y
A+n=Qq+n
= +2h+h)+2
=342+ k.

ii) Luego, por el resultado en el paso precedente, la diferencia es:
A+M=fA)=3+2h+r =3
2+ K
= (2 + h). « observe el factor de

]fll +h) —f()
De nuevo, se usan los resultados del paso prctcd\:l:uc:

fA+R) -1 h2+h
h h

iif) Ahora, el célculo del cociente diferencial es directo.

=2 + h. «+ las h se cancelan

v

Ahora el dltimo paso es ficil. Se observa que el limite en (2) es
por el paso precedente
1+ h)=f(1 v
KL S Y

La pendiente de la recta tangente a la grifica de y = x* + 2 en (1, 3) es 2.
Figura 5. Praxeologia 1. Pendiente de la recta
tangente (Zill, 2011, pagina 135).

I!]EE :m Uso del teorema de Pitagoras

Una mujer que come a razén constante de 10 km/h cruza un punto P en direccion al norte
Dicz minutos después, un hombre que corre a razén constante de 9 km/h cruza por ¢l mismo
punto P en direccién al este. ;Cudn ripido cambia la distancia entre los corredores 20 minu-
tos después de que ¢l hombre cruza por ¢l punto P?

Sea el tiempo 1 medido en horas desde ¢l instante en que el hombre cruza ¢l punto
P. Como se muestra en la FIGURASE3, a ¢ > 0 sean ¢l hombre H y la mujer M que estdn en x
y v km, respectivamente, a partir del punto P. Sea ¢ la distancia correspondiente entre los dos
corredores. Asi, dos razones son

d , @ \
Dado E*Qk.mh Y ur 10 km'h 3)

FIGURA 563 Cosredores en el
ejemplo 3

y se busca
dz
Encontrar: —
dfe1s —20mn=1in

En la figura 5.6.3 vemos que el tridngulo HPM es un tridngulo rectingulo, asi que por el
teorema de Pitdgoras, las variables x, y y z estin relacionadas por

Z=xt 4y 4)
Al diferenciar (4) con respecto a I,
d, d,,d, . dz dx dy
—zl= 2y =yt 2r— = xr— + 2y — 5
P @ Ty proporciona e + 2y ar (&)}

Cuando t =th usamos distancia = razén * tiempo para obtener la distancia que ha
corrido el hombre: x = 9- (1) = 3 km. Debido a que la mujer ha corrido L h (10 min) més, la
distancia_que ella ha recorrido es y = 10 l‘—% =5km. En r= %h. se concluye que
z= V3 + 5 = V34 km. Por tltimo,

‘f'| 7T 1321 kw/h
I 3

V34

e dz . [z
a . .5 a“
\fitld: s 9-3+410:5 o bien, @

Figura 6. Praxeologia 2. Razén de cambio (Zill,
2011, pagina 241)
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La segunda tarea planteada (Fig. 6) en el libro de
texto Zill [12] consiste interpretar y resolver un
problema de la vida cotidiana que implica calcular
la razén de cambio de una variable con respec-
to a otra. La técnica utilizada para resolverla es
el método de los cinco pasos para la resolucién
de problemas que sugiere el libro. Respecto a la
tecnologia, ésta se sustenta a través de las reglas
para derivar funciones algebraicas y el Teorema de
Pitagoras; finalmente, los elementos tedricos que
sustentan la tecnologia son aquellos de la deriva-
cion de funciones algebraicas y del Teorema de Pi-
tadgoras en el marco del analisis matematico.

DISCUSION Y RESULTADOS

Sabemos que alrededor de un tipo de tareas T,
se encuentra una tripleta formada por una técnica
T,una tecnologia 0 y una teoria 0; dicho conjunto
constituye una praxeologia formada por un bloque
practico-técnico y un bloque tecnoldgico-tedrico.

La eleccién de los tipos de tareas en cada libro
se hizo de manera que en la tarea 1 se evidencia-
ran actividades centradas en la parte algoritmica y
algebraica, y que en la tarea 2 se realizaran una in-
terpretacion y resolucion de un problema de la vida
cotidiana enfocado a calcular la razén de cambio de
la derivada, para posteriormente analizar las técni-
cas y tecnologias sobre las que se sustentan.

Los tipos de tareas propuestos en el libro de
texto Granville [10] estan enfocados principalmen-
te en determinar un valor de acuerdo al problema
planteado, esto implica llevar a cabo ciertos pro-
cedimientos basados en reglas que son considera-
das verdaderas para obtener un resultado.

Conforme se va avanzando en el contenido
temaético, se proporcionan algunas definiciones,
proposiciones y teoremas que forman el sustento
tedrico, sin embargo, en ocasiones éstos carecen
del entorno tecnoldgico, lo que hace que se con-
vierta en un procedimiento meramente algebrai-
co, sin que el estudiante logre alcanzar un nivel
de comprension del significado de la razén de
cambio de la derivada

Los tipos de tareas propuestos en el libro de
texto Schaum (5% edicidén) obedecen méas a una
practica de reglas y definiciones dadas, lo que
genera que los estudiantes trabajen mas la parte
algebraica y mecanica sin que ello implique una
comprension del significado de razén de cambio
de la derivada.

Si bien es cierto que el manejo y dominio alge-
braico es importante en la asignatura de Calculo,

la ensenanza-aprendizaje bajo esta dinamica pue-
de llegar a generar ciertas dificultades a los estu-
diantes que no tienen un dominio algebraico ple-
no, afectando con ello su desempefo académico.

En general, el libro proporciona una breve ex-
plicacion del tema, resuelve un ejemplo y propor-
ciona al estudiante una serie de problemas resuel-
tos y de problemas complementarios enfocados
mas a una mecanizacion de las expresiones alge-
braicas anteriores que a la comprension misma de
su significado.

La serie de ejercicios propuestos por el libro
de texto Zill [12] permite al estudiante consolidar
poco a poco las propiedades y caracteristicas de
las definiciones proporcionadas, debido a que és-
tos van dosificados en cuanto a dificultad se refie-
re, permitiendo al estudiante una mejor compren-
sion del tema.

Ademas de los ejercicios que implican el uso de
algoritmos, al abordar el tema de razén de cambio
se enfoca en la resolucion de problemas de la vida
cotidiana y sugiere ciertas directrices para tradu-
cir del lenguaje coloquial al lenguaje matematico
cada problema que le ayuden al estudiante a re-
solver la situacion planteada. En caso de que se
requiera algin conocimiento previo, lo menciona
dentro de la solucion del ejercicio como recorda-

torio para el estudiante.

Derivado del anélisis de los libros de texto en
torno a los tipos de tareas especificos, se obser-
varon ciertas similitudes y diferencias; por ejem-
plo, el libro de texto Granville [10] y el libro de
texto Zill [12] estdan enfocados principalmente
en determinar o calcular un valor de acuerdo al
problema planteado a través de ciertos procedi-
mientos que implican el uso de algoritmos. Aun-
que en ambos libros se evidencia sustento tecno-
|6gico-tedrico, solamente en el libro de texto Zill
[12] se detallan explicaciones de conocimientos
previos requeridos que sirven de apoyo para el
estudiante en la resolucién de la tarea planteada.
Respecto al libro de texto Schaum (5% edicion),
las tareas propuestas obedecen a una practica de
reglas y definiciones dadas, enfocadas mas a una
mecanizacién que a la comprensién misma de los
significados.

El presente trabajo es meramente un analisis
bajo la Teoria Antropoldgica de lo Didactico a
las praxeologias de los libros ya mencionados, la
eleccion de cada uno de ellos dependera del en-
foque que cada institucidn quiera darle a la ense-



Ranza-aprendizaje de la actividad matematica; sin
embargo, es importante mencionar que la ausen-
cia de sustento tecnoldgico en los libros de texto
genera que el aprendizaje de la razon de cambio
de la derivada se traduzca en la aplicacion de cier-
tas reglas consideradas como verdaderas, sin que
ello implique que el estudiante ha alcanzado una
comprension del significado.

CONCLUSIONES

La Teoria Antropoldgica de lo Didactico ha per-
mitido analizar las praxeologias propuestas en los
libros de texto de Calculo Diferencial de Granville
[10], Schaum (5% edicién) [11] y Zill [12], al hacer
una revision sobre las tareas, técnicas, tecnolo-
gias y teorias utilizadas. Se observé que la mayo-
ria de las tareas planteadas estan enfocadas en
calcular algin valor a través de un procedimiento
algebraico mediante la aplicacion directa de las
definiciones planteadas, sin que esto garantice
que los estudiantes logren comprender el signifi-
cado de la razén de cambio de la derivada.

Es verdad que los libros de texto Granville [10]
y Zill [12] proporcionan ciertos pasos a seguir en
la resolucién de problemas de aplicacidn, los cua-
les pueden servir de apoyo al estudiante; sin em-
bargo, también es cierto que en la resolucién de
problemas existe una gran area de oportunidad
para trabajar con los estudiantes en el aula. Se
trata de una actividad que implica practica cons-
tante a fin de desarrollar ciertas habilidades que
les permitan enfrentar y resolver cualquier situa-
cién planteada.

Los resultados muestran que las praxeolo-
gias propuestas por los libros de texto, las cua-
les constituyen una herramienta fundamental en
la ensenanza-aprendizaje, carecen de simetria
entre los bloques practico-técnico y el tecnold-
gico-tedrico, ya que en su mayoria enuncian las
definiciones o teoremas pero no las demuestran,
por lo que recomendamos anadir por lo menos
una idea de la demostracion para presentar un
marco general acorde a la teoria utilizada en el
analisis de este trabajo.
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