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RESUMEN

El presente trabajo pretende que, a través de los
problemas de optimizacién, el estudiante pueda
acercarse a la comprension de la nocién de
derivada. Paratalfin, se propone unaactividad que
consiste en que el alumno resuelva un problema
de optimizaciéon desde diferentes registros de
representacion y justifique cada uno de sus
procedimientos, lo cual le permitird evidenciar
la implicacion de la derivada en la resolucion
del problema planteado. El uso de los distintos
registros de representacién para la resolucion
del problema planteado corresponde con las
diversas maneras de realizar una tarea, las cuales
estan definidas como técnicas en una praxeologia
matematica. De esta forma, el analisis a priori del
presente trabajo se hace considerando la Teoria
de Registros de Representaciéon Semidtica y la
Teoria Antropoldgica de la Didactica.

Palabras Clave: 000, Teoria Antropoldgico de
Lo Didactico, problema de optimizacion, deriva-
da, registros de representacion., actividad.

ABSTRACT

This paper intends that, through optimization
problems, the student will be able to reach an
understanding of the notion of derivative. For
this purpose, an activity is proposed, which
consists in the student solving an optimization
problem from different representation registers
and justifying each one of his or her procedures,
this will allow him or her to show the implication
of the derivative in the resolution of the proposed
problem. The use of the different representation
registers for the solution of the proposed
problem agrees with the different ways of solving
an assignment, which are defined as techniques
in a mathematical praxeology. In this way, the a
priori analysis of this work is done considering the
Theory of Registers of Semiotic Representation
and the Anthropological Theory of Didactics.
Keywords: 000, Anthropological Theory of
the Didactic, optimization problem, derivative,
semiotic representation registers, activity.

INTRODUCCION

La mayoria de los estudiantes resuelven ejercicios
donde se les pide calcular la derivada de una
determinada funcién real, casi siempre de forma
automatica, aplicando las reglas usuales de
derivacion sin realmente concientizarse de las
implicaciones de este concepto matematico. Por
tanto, se puede decir que una de las razones por
las cuales ocurre esta sistematizaciéon continua,
se debe a que prevalece la vision sistematica
algebraica de la derivada, tanto en el calculo de
funciones en escenarios descontextualizados,
como en escenarios de problemas de optimizacion.

Con respecto a estos Ultimos, a los estudiantes
se les dificulta traducirlos del lenguaje natural al al-
gebraico, lo cual les impide realizar la formulacién
adecuada de un modelo matematico, que les per-
mita encontrar una solucién 6ptima al problema.
Cabe mencionar que la mayoria de los docentes
ensefan este contenido matematico haciendo uso
solamente de procesos algoritmicos y algebraicos,
y no utilizan otro tipo de representaciones. Por tal
motivo, los alumnos resuelven los problemas de
optimizacién utilizando los criterios de maximos y
minimos de una funcién (representacion algebrai-
ca), sin analizar ni justificar sus procedimientos.

Dentro de las investigaciones centradas en los
problemas de optimizacion, se destaca el estu-
dio realizado por Baccelli, Anchorena, Figueroa y
Prieto [1], quienes mencionan que las dificultades
presentadas por los estudiantes estan asociadas
al planteamiento, andlisis y resolucién de estos
problemas. Estos obstaculos se evidenciaron en el
analisis que realizaron al momento de observar la
manera en como estudiantes de primer ano de la
Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional
de Mar del Plata (Argentina) resolvian problemas
de este tipo.

En este mismo orden de ideas, se presenta la
investigacion realizada por Aldana [2], quien men-
ciona que el conocimiento alcanzado por los estu-
diantes sobre el concepto de optimizacién es de
tipo intuitivo, ya que esté asociado a la gréafica de
la funcién; es decir, que entienden la optimizacion
como el punto mas bajo o mas alto de la gréfica,
para lo cual aplican el criterio de la segunda deri-
vada para encontrar los maximos o minimos.

Por otra parte, Rojas, Baez y Corona [3] presen-
tan una propuesta didactica para la ensefianza del
tema de optimizacién, apoyada con Excel y Geo-
gebra para estudiantes de bachillerato. Los auto-
res consideran que, si desde el inicio del curso de
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calculo diferencial se planteara un problema con-
textualizado sobre optimizacién, el avance coti-
diano de conocimientos capacitaria al estudiante
para entenderlo y resolverlo.

En este contexto, Navarro [4] propone una
secuencia didactica para la construccién del con-
cepto de derivada en problemas de optimiza-
cién; la actividad se desarrolld con estudiantes
que ya habian tomado un curso de célculo dife-
rencial y, a través del uso de un manipulable fisi-
co y uno digital como el software de Geogebra,
los estudiantes lograron una nocién intuitiva de
la derivada de una funcién al tener una aplica-
cién en problemas de optimizacién de contexto
extra-matematico que resolvieron sin conocer la
algoritmia ni la palabra “derivada”.

Por otro lado, Cruzado [5] presenta una inves-
tigacién que tiene como finalidad analizar de qué
manera estudiantes de las diferentes carreras de
ingenieria coordinan registros de representacion
semiotica al resolver problemas de optimizacién
movilizando el concepto de derivada de funcio-
nes reales de variable real. Este estudio toma
como marco teorico la Teoria de Registros de Re-
presentacion Semidtica. Para la parte experimen-
tal de la investigacién se elaboraron dos proble-
mas de optimizacion mediados por el Geogebra,
los cuales fueron aplicados a estudiantes de Inge-
nieria Mecanica de una universidad nacional pe-
ruana. El analisis de los resultados logrados por
los estudiantes evidencié que hay dificultades al
momento de coordinar el registro figural, alge-
braico, grafico y en lengua natural. Se concluyé
que los problemas de optimizacion propuestos
favorecen para que se dé dicha coordinacién.

Las investigaciones previas pretenden poner
de manifiesto las dificultades que encuentran los
estudiantes al resolver problemas de optimiza-
cion. Pero, sobre todo, la persistencia de éstas
debido a la implicacién del concepto de deriva-
da. De esta manera, con la intencién de que los
estudiantes alcancen una comprension de la de-
rivada, se hace el presente trabajo, el cual consis-
te en el diseno de una secuencia de actividades
cuya finalidad es que los alumnos puedan esta-
blecer una conexidn entre los diferentes registros
de representacion.

MARCO TEORICO

La presente propuesta se fundamenta en dos
marcos tedricos: la Teoria de Registros de
Representacion Semidtica (RRS) y la Teoria
Antropoldgica de la Didactica (TAD).

Teoria de Registros de Representacion
Semiética

Segun Duval [6], aprender matematicas involucra
una secuencia de actividades cognitivas como la
conceptualizacion, el razonamiento y la resolucion
de problemas; es por ello que, para aprender y
ensefar matematicas, se requiere la utilizacién
de distintos registros de representacion y de
expresion: el lenguaje natural, la representacion
mediante imagenes, simbolos, etc. Por tal
motivo, la ensehanza-aprendizaje del concepto
de derivada por medio de los problemas de
optimizacién no se debe trabajar solo haciendo
uso de un Unico registro, sino que se debe incluir
la capacidad de traducir la informaciéon de una
representacion a otra.

De igual forma, el autor afirma que los objetos
matematicos no son accesibles a la percepcion o
la experiencia intuitiva inmediata, ya que no son
objetos reales o concretos, por tal razén, se hace
necesario disponer de las diferentes representa-
ciones semidticas de un objeto; sin embargo, no
se debe confundir el objeto con su representa-
cién, distinciéon que es fundamental para su com-
prensioén.

Con base en lo anterior, Duval [6] indica que
un registro es un campo de variacion de repre-
sentacion semidtica en funcidén de los factores
cognitivos que le son propios. Es necesario se-
falar que las representaciones semidticas son
producciones que hace un sujeto a partir de sus
representaciones mentales para representar un
objeto matematico mediante signos que tienen
su propia significacion y funcionamiento dentro
de un sistema de representacién. En otras pala-
bras, las representaciones se pueden considerar
como un medio para exteriorizar las concepcio-
nes mentales con la intencién que se dé una co-
municacién con otros sujetos.

En la teoria de registros de representacion se-
midtica, a la actividad ligada a la produccién de
una representacion se le llama semiosis, mientras
que a la aprehension conceptual de los objetos



matematicos se denota como noesis. Un registro
de representacién debe permitir las tres activida-
des cognitivas ligadas a la semiosis: la formaciéon
de una representacion identificable, el tratamien-
to y la conversion. La primera de estas se refiere
a la expresion mental, es decir a la expresion de
un objeto en un determinado registro semiético,
lo cual implica que se debe seleccionar un con-
junto de caracteres, ademas de las relaciones y
datos que permiten constituir lo que representa-
mos. La siguiente es la transformacion, la cual se
refiere a una transformacion interna, es decir es la
transformacion de la representacién en el mismo
registro en el que estd dada. La tercera y ultima
es la conversidn, la cual hace alusidn a una trans-
formacién externa, o sea, la representacién en un
registro distinto al registro en el que fue dada.
Por tanto, se puede decir que estas dos Ultimas
actividades estan relacionadas con la transforma-
cién de las representaciones en otras representa-
ciones Duval [6].

La Teoria Antropolégica de la Didactica

La Teoria Antropoldgica de la Didactica (TAD) de
Chevallard [8] parte del principio que el saber
matematico se construye como respuesta al
estudio de cuestiones problematicas, apareciendo
asi como el resultado de un proceso de estudio.
Dicho proceso, en cuanto actividad que conduce
a la construccidn de conocimiento matematico,
forma parte de la actividad matematica.

La TAD identifica lo didactico con todo lo rela-
tivo al estudio, tomando la palabra “estudio” en
un sentido muy amplio, que engloba las nociones
de ensefanza y aprendizaje cominmente utiliza-
das en la cultura pedagdgica, y se refiere a todo
aquello que se hace en una determinada institu-
cién para aportar respuestas a las cuestiones o
para llevar a cabo las tareas problematicas que
se plantean.

Dentro del punto de vista general del cono-
cimiento matematico, se propone la nocién de
organizacidn praxeoldgica matematica o praxeo-
logia matematica (o simplemente organizacion
matematica) como modelo basico para describir
el conocimiento matematico. Dicho saber esta
organizado en dos niveles:

e El primer nivel es el que remite a la practica
que se realiza, la praxis o saber-hacer, es decir, a
los tipos de problemas o tareas que se estudian
y las técnicas que se construyen y utilizan para
abordarlos.

e El segundo nivel recoge la parte descriptiva,
organizadora y justificadora de la actividad, que
llamaremos logos o simplemente saber. Incluye
las descripciones y explicaciones que se elabo-
ran para hacer inteligibles las técnicas, esto es, el
discurso tecnolégico (la razén, logos, de la téc-
nica y, en Ultima instancia, el fundamento de la
produccion de nuevas técnicas) y la teoria que da
sentido a los problemas planteados; este nivel
permite interpretar las técnicas y fundamentar las
descripciones o demostraciones tecnoldgicas.

Para fines de este trabajo nos centraremos en el
primer nivel de la praxeologia matematica y en
las tecnologias. Los tipos de tareas son: interpre-
tar, representar, trazar, completar y determinar;
las técnicas estan relacionadas con el uso de los
diferentes registros de representacion mientras
el alumno resuelve el problema de optimizacion;
y en cuanto a las tecnologias, de acuerdo a la ac-
tividad propuesta, se irdn presentando o constru-
yendo sobre las tareas.

A continuacion, se presenta un esquema que
muestra la interaccidn de los registros de Repre-
sentacion y las praxeologias matematicas en la
resolucion de un problema de optimizacidn.

Tabla 1. Relacién de los Registros y las
Praxeologias en las actividades

Regisiros  Tipadetarea  Téenica Tecnnlgia

Lengun
antaral

t;: leer <l prabiema propasta ¢

T,: Interpretas
R smterpretalc,

£y Disbaar ni e tdmgnlo dividide por ls
.

Figural Ty RApOSEUAL ¢ hnlar tas imenssdaries del rectingula en

7, Toterpretar

Algebraics g enminer

Grifico

e lamun grificn de ba fcién .

mixima

Fuente: Elaboracion propia
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METODOLOGIA

En este apartado se muestra el disefio de la
actividad, la cual consiste en la presentacién de un
problema de optimizacién, luego, a través de una
serie de indicaciones se orienta al estudiante hacia
la resolucion del problema.

Problema: Un ranchero tiene 300 m de malla
para cercar dos corrales rectangulares iguales y
contiguos; es decir, comparten un lado de la recta.
Determinar las dimensiones de los corrales para
que el drea cercada sea méxima.

Seccidén 1: En esta seccidn se plantea la necesidad
de realizar una interpretacion del problema. De
esta manera, al estudiante se le solicita lo siguiente:
Realice una representacion geométrica del problema
de acuerdo con las condiciones dadas.

Esta seccion tiene como finalidad que el estu-
diante pase del registro natural al registro figural,
es decir, el estudiante debe hacer una transicidon
entre dichos registros y, para esto, se espera que
el alumno interprete geométricamente el problema
planteado. El alumno debera realizar una represen-
tacién como la figura1. Asimismo, en términos de la
TAD se puede decir que esta seccidon promueve la
técnica geométrica.

Figura 1. Representacién figural del problema
propuesto
Fuente: Elaboracion propia

Seccidn 2: En esta seccidn se plantea la necesi-
dad de una interpretacién algebraica. De este
modo, se solicita al estudiante lo siguiente: De-
termine la expresion matematica que modela el
area cercada por los dos corrales en funcién de
una sola variable.

La finalidad de esta seccion es que el estu-
diante haga la transicidon del registro figural al
algebraico. Para ello, al igual que en la seccidon
anterior, el estudiante debe hacer una adecuada
interpretacién geométrica del problema plantea-
do, ya que sin dicha interpretacion le sera dificil
determinar la expresion matematica que modela
el area de los corrales, la cual seria la represen-
tacion algebraica del problema de optimizacién.
Esta seccion promueve la técnica algebraica.

Una posible representacion algebraica seria:

Area = f(x) = 2x (3003;“-) = 200x — 21’2 (M

Seccidén 3: En esta seccidon se plantea la necesi-
dad de una interpretacion gréfica. De este modo,
se le solicita al estudiante lo siguiente: Represen-
te graficamente la expresion definida para la Ec.
(1) y diga cuél es el intervalo en el que x puede
tomar valores para que el area alcance los valores
mas altos. Justifique su respuesta.

El objetivo de esta seccidon es que el estudian-
te pase del registro algebraico al registro grafico
y después al registro natural. Para ello, el estu-
diante debe tener claro qué significa la coorde-
nada de un punto en la grafica de la Ec (1). Si el
estudiante responde que la ordenada del punto
representa el drea de los corrales para determina-
do valor de la dimensién del corral, entonces se
puede decir que el estudiante realiza la transicion
entre dichos registros. Esta seccidon promueve la
técnica gréfica.

Seccidn 4: En esta seccion se plantea la ne-
cesidad de una interpretacion numérica. De este
modo, se le pide al estudiante lo siguiente: Com-
plete la siguiente tabla y determine los valores de
las dimensiones de los corrales para que el area
cercada sea maxima. Argumente su respuesta.

Tabla 2. Area de los corrales en funcién de una sola

variable
300 — 41
A=fx) =2x(T)

x y=(300—-4x)/3

100 0

15 2400

(511




La finalidad de esta seccion es que el estudiante
transite del registro algebraico al registro numéri-
co y luego al registro natural. Para tal objetivo el
estudiante debe determinar los valores de las di-
mensiones de los corrales para que el area cerca-
da sea maxima. Esta secciéon promueve la técnica
numeérica.

Seccién 5: En esta seccidn se plantea la necesi-
dad de una interpretacion grafica. De este modo,
se le solicita al estudiante lo siguiente: Ubique en
la gréfica el valor maximo del érea.

La finalidad de esta seccién es que el alumno
coordine el registro numérico con el registro grafi-
co. Para tal fin, el estudiante debe hacer una inter-
pretacion adecuada de la tabla 1, al igual que de
la grafica de la Ec (1). Si el estudiante es capaz de
determinar el valor maximo del area, se puede de-
cir que comprende el significado del valor 6ptimo
pedido. Esta seccién promueve la técnica gréfica.

Figura 2. Representacién gréfica del problema
propuesto
Fuente: Elaboracién propia

Seccidén 6: Esta seccidon plantea la necesidad de
una interpretacién grafica de la funcién. De esta
manera, se le solicita al estudiante lo siguiente:
Trace tangentes a la gréafica, dos antes del valor
maximo encontrado y dos después del mismo.
¢ Qué puedes decir acerca de sus grados de incli-
nacion? Explique.

Esta seccion tiene como finalidad que el estu-
diante pase del registro grafico al registro natural.
Si el estudiante proporciona un argumento vélido
con relacién a las tangentes trazadas a la funcidn
del area, la transicion entre dichos registros sera
la adecuada. Esta seccidén promueve la técnica na-
tural.

Seccidn 7: Esta seccidn plantea la necesidad
de una interpretacion gréfica. De este modo, se

le propone al estudiante que conteste a una serie
de cuestiones asociadas a la gréfica.

a) Trace una tangente a la gréfica en el valor
maximo hallado. ;Qué puedes decir acerca de su
grado de inclinacion?

b) Explique qué relacién tienen las rectas tan-
gentes trazadas con el valor éptimo del area.

c) Derive la funcién hallada en la seccién 2 y
diga para qué valores se anula. Compare el valor
con el del hallado en la seccién 5. Justifique su
respuesta.

d) Evalle la derivada en un punto antes del
hallado anteriormente y en uno después ;Qué
puede decir del signo de las derivadas?

e) Finalmente, explique qué relacién tienen las
tangentes a la gréfica de la funcién con la deriva-
da de la misma.

Al igual que en las secciones anteriores, esta Ulti-
ma seccién tiene como finalidad que los estudian-
tes transiten en los registros de representacion y
utilicen diversas técnicas para resolverlos; pero a
diferencia de las otras, le permitira al estudiante
acercarse a una nocién mas amplia de la derivada
en comparacidn con la que emplea usualmente,
la cual es vista solo desde un registro algebraico.

RESULTADOS Y DISCUSION

Con base en las secciones que orientan al estudiante
pararesolver el problema, se espera que los alumnos
encuentren dificultad al momento de determinar la
expresion matematica que modela el area de los
corrales en funcién de una sola variable, esto se
debe a que, en muchas ocasiones, al estudiante
se le facilita la funcién a optimizar y no se trabaja
para que sean ellos los que la construyan. Ademas,
puede presentarse el caso de que no tenga claro
el significado de “perimetro de la superficie”, y se
equivoque al momento de expresarlo en funcién de
las dos dimensiones.

Por otro lado, si el alumno no realiza una inter-
pretacion adecuada de la gréfica que representa el
area de los corrales, puede errar al momento de
completar la tabla que corresponde a la seccién 4
y, por consiguiente, en la argumentacion de su res-
puesta.

Finalmente, se espera que el estudiante evi-
dencie que la nocién que tiene de la derivada esta
asociada a un registro algebraico y no a otro. Con
relacidn a esto, es probable que muestre falencia al
contestar preguntas de la seccion 7.
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CONCLUSIONES

La ensefanza del Célculo centrado en el dominio
de algoritmia genera en los estudiantes una pobre
comprensién del significado de los conceptos
y de su aplicaciéon al momento de resolver un
problema que no se les presente sintetizado
algebraicamente. En el caso que nos ocupa, el
estudiante estd acostumbrado a que el docente
le proporcione ejercicios o problemas sobre
derivadas, los cuales, probablemente resolveran
de manera mecanica, guiandose de los ejemplos
explicados en clases y en los que solo cambiaran
algunos datos, pero la forma de darle solucién no
sera distinta de la que ya conocen.

Respecto a esta problematica, se hizo el pre-
sente trabajo para promover la comprensién de
la derivada a través de los problemas de opti-
mizacién. La manera como esta estructurada la
actividad le permitird al estudiante transitar de
un registro de representacion a otro, y de esta
forma visualizar distintas formas de realizar el
problema de optimizacién planteado, logrando
asi una comprension mas profunda de la nocién
de la derivada; es decir. el estudiante no solo po-
dra contemplarla en su registro algebraico, sino
que ademas podra comprender su interpretacion
geométrica y, de esta manera, visualizar la impli-
cacion que tiene en la resolucién de problemas
de optimizacion.
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