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Resumen

Se describe una propuesta para trabajar la fun-
cién derivada, la cual en los cursos de Calculo rara
vez recibe una reflexion de suficiente profundi-
dad. Esta escasa atencion deriva principalmente
de la preferencia que se brinda a las habilidades
procedimentales sobre los significados concep-
tuales. La alternativa se plantea a través de una
construccion dindmica en GeoGebra, en la cual
se conjugan elementos de la visualizacion y el
razonamiento covariacional como argumentos
que justifican la relacién entre lo local (derivada
en un punto) y lo global (funcién derivada). El
significado que se rescata en la propuesta es que
la derivada de una funcién sobre un punto puede

comprenderse bien como la pendiente de la recta
tangente en dicho valor. En ese sentido, construir
una dupla punto-pendiente de la recta tangente
como objeto multiplicativo posibilita la covaria-
cién entre dichas relaciones yla significacién de
la derivada como una funcién en si misma. Esto
podria comprobar visualmente ciertas relacio-
nes, a saber, en las funciones polinomiales o en
las trigonométricas. Se espera que la propuesta
conforme una referencia de cémo la integraciéon
de tecnologias digitales en el aula puede profun-
dizar los significados de la nocion derivada y ser
provechosa para la comunidad docente.

Palabras clave: calculo, derivada, didactica de las matematicas, GeoGebra, razonamiento cova-

riacional, visualizacién matematica.

Abstract

_/

A proposal for the teaching of derivative func-
tions, which in many Calculus courses does not
receive a reflection of enough depth, is present-
ed. This lack of attention is usually due to the pri-
mordial place that procedural skills occupy over
conceptual meanings. An alternative is proposed
by means of a GeoGebra dynamic construction,
where the elements of visualization and covari-
ational reasoning are combined as arguments
that consolidate the relationship between the lo-
cal (derivative at a point) and the global (deriva-
tive function). The essence of the proposal is that
the derivative of a function at a given point can be

seen as the slope of the tangent line at any given
value. In that context, the construction of a duo
point-slope of the tangent line as a multiplicative
object enables the covariation among these re-
lations and the conception of the derivative as a
function in itself. This could visually prove cer-
tain relations, specifically in polynomial or trig-
onometric functions. The proposal is expected to
become a point of reference of digital technolo-
gy integration into the classroom to enhance the
meanings of the notion of derivative, and a valu-
able tool for the teaching community to exploit.

Keywords: calculus, derivative, didactics of mathematics, GeoGebra, covariational reasoning,

mathematical visualization.
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Introduccion

Los obstéaculos e inconsistencias dentro del aprendizaje y la ensefianza escolar
del cdlculo son bien reconocidos por la investigaciéon en educacién matematica
(Artigue, 1998), de forma especifica, las dificultades cognitivas de los alumnos, la
pesada carga conceptual de los contenidos, las estrategias pedagdgicas limitadas,
asi como los escasos materiales disponibles. Algunas obras, por su parte, discuten
los fundamentos sobre los cuales se debe basar un curso de calculo (Rasmussen et
al., 2014; Tall, 1990; Sdnchez Matamoros et al., 2008; Thompson y Harel, 2021).

Las dificultades en el aprendizaje de los alumnos son notorias cuando se enfren-
tan al concepto de derivada de una funcion, debido a que la ensefianza de este con-
tenido exige un enfoque que relacione los objetos matematicos con situaciones
dindmicas. Empero, se fomentan practicas vinculadas al desarrollo procedimen-
tal y algoritmico, al seguimiento de reglas; ese acercamiento opaca la compren-
sion de dicho objeto al no establecer conexiones con otras instancias o disciplinas
donde este adquiera significados (Vrancken y Engler, 2014; Berry y Nyman, 2003;
Antonio et al., 2019).

Como una forma de encarar la situacion, se ha abogado por un enfoque del cdlcu-
lo y la derivada a través de ejemplos concretos relacionados con contextos que po-
sibiliten ver la aplicacién de los conceptos y su interconexion. Es recomendable
evitar el formalismo excesivo y dar espacio a la intuicion de las ideas fundamen-
tales, asi como aplicar representaciones que resalten el lenguaje grafico, integrar
tecnologia para visualizar los conceptos e incorporar formas innovadoras para
evaluar (Thompson y Harel, 2021; Berry y Nyman, 2003; Larios et al., 2021; Bricefio
et al., 2018).

Los apartados subsecuentes abordan problematicas correspondientes a la nocion
de funcién derivada. Posteriormente, se sintetizan trabajos que han explorado la
necesidad de integrar la visualizacion y las tecnologias en el disefio de actividades

en los cursos de calculo.

Ensefianza y aprendizaje del calculo: una breve revision

El alumnado con frecuencia encuentra dificultades cuando ingresa a un curso de

calculo. Artigue (1998) las agrupa en tres categorias:

* Lacomplejidad de los objetos matematicos. Conceptualmente hablando,
los numeros reales, las funciones y las sucesiones resultan complejas.
Como ejemplo, la concepcion de numero real de los alumnos en ocasiones

es inadecuada.
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* Laconceptualizacion del limite. Esta nocion central es dificultosa, tanto
conceptual como operativamente.

* Larelevancia de movilizar el pensamiento algebraico y numérico. Dado
que los cursos se organizan alrededor de las ideas de funcién y procesos

variacionales, se requiere promover un tipo de pensamiento funcional.

Por su parte, Thompson y Harel (2021) discuten las ideas esenciales del cdlculo y
surelacion con las dificultades mencionadas. Argumentan que los profesores, al
priorizar la algoritmia, las habilidades procedimentales y la memorizacion, omi-
ten la comprension en cuanto a los significados de los objetos con que trabajan y
limitan las posibles formas de pensar para futuros aprendizajes. Los autores in-
sisten en la importancia de trabajar con las nociones de variable, funcién, acu-
mulacién y razon de cambio. Afirman que la primera determina la comprension
de la variacidn; en cuanto a la segunda, la declaran un fundamento del calculo
y aseveran que se debe relacionar con la covariacion, entendida como el cambio

simultaneo de dos variables.

Al respecto, Carlson et al. (2002) sostienen que el razonar covariacionalmente las
funciones prepara de manera adecuada a los alumnos para enfrentarse a concep-
tos mas complejos. En ese contexto, Thompson y Harel (2021) realzan la razdn de
cambio (relacionada con el concepto de derivada) como significado que permite
atender aplicaciones cientificas (por ejemplo, la densidad como una razén de cam-
bio de la masa con respecto al volumen). Aunque esta nocion esta vinculada al
concepto de derivada, la mayoria de los estudiantes no comprende el significado
cuantitativo de la misma en términos de razones de cambio promedio e instanténea.
Esta dificultad suele originarse en la escasa comprension del concepto de razén

como relacion multiplicativa, que deberia haberse dominado en niveles previos.

Otros trabajos, como los de Rasmussen et al. (2014) y Tall (1990), notan anomalias
en el aprendizaje del calculo: desde las dificultades cognitivas de los alumnos, el
rol de las representaciones y el lenguaje, y la relevancia del pensamiento covaria-
cional, hasta la necesidad de estrategias de ensefianza innovadoras. Un aspecto
en que la mayoria de los reportes concuerdan es la necesidad de incorporar las
conexiones graficas y diversas representaciones con el propoésito de profundizar

la comprensidn de los conceptos vinculados.

En sintesis, la mayoria de los estudiantes puede lograr un dominio razonable de
técnicas y desarrollos algebraicos dentro del calculo (que ya podria considerarse
suficiente debido al numero de contenidos a desarrollar). No obstante, ain se en-
frentan a obstaculos en cuanto a los significados relacionados con dicha asigna-
tura, en particular con la nocion de derivada (Sdnchez Matamoros et al., 2008;

Garcia y Dolores, 2016; Antonio et al., 2019).
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Dificultades que enfrentan los estudiantes
en la comprensidén del concepto de derivada

La ensefianza de la derivada a menudo se centra en procesos formales de cons-
truccion y validacion anclados en algoritmos. Como resultado, aunque los estudian-
tes pueden realizar operaciones ligadas con dicha nocion, a menudo son incapaces
de atribuirle un significado amplio. Pocas veces el contexto didactico relacionado
con la derivada se corresponde con los problemas que le dieron origen o con la for-
macion de ideas variacionales y de cambio, las cuales tienen una naturaleza vi-
sual e intuitiva primordial (Vrancken y Engler, 2014; Cantoral et al., 2018; Antonio
et al., 2019; Sanchez Matamoros et al., 2008).

Por ejemplo, Sdnchez Matamoros et al. (2008) afirman que, a pesar de la correcta
aplicacidn de las reglas de derivacidn, no se profundiza el significado de la deriva-
da ni como expresidn analitica o limite del cociente incremental, ni como la pen-
diente de la recta tangente en un punto. Los matices de significados se aprecian
en relacion con las caracteristicas de los problemas planteados, ya sea desde una
perspectiva analitica y grafica, una local y global, o una ligada con el empleo de
derivadas sucesivas y la regla de la cadena. Los autores tipifican las dificulta-

des en torno a la derivada en las siguientes:

* Aquellas que tratan con la razon de cambio y su vinculo con el cociente
incremental.

* Los sistemas de representacion utilizados.

* Lolocalylo global, es decir, 1a relacion formada entre la derivada en un
punto y la funcién derivada.

* El desarrollo del esquema y las aplicaciones de la derivada.

El presente trabajo se centra en el tercer aspecto: la relacién entre la derivada en
un punto f'(a) y la funcion derivada f'(x). Esta determinacidon atiende a la necesidad
de aportar a la comprension de la nocidn, no solo desde un punto de vista algo-
ritmico, sino uno conceptual. Ponderar dicho tépico permitiria a los estudiantes
entender a la derivada en un contexto amplio e intuitivo. Esto podria ser util en
aplicaciones mds avanzadas: las derivadas sucesivas o aproximaciones en series
de potencias (como polinomios de Taylor). Ademds, comprender la derivada como
funcidén habilitaria a los estudiantes a entablar conexiones profundas entre con-
ceptos para afrontar problemas mds desafiantes en campos como la ingenieria y

la fisica (Larios et al., 2021; Berry y Nyman, 2003; Thompson y Harel, 2021).

Aungque se reconoce la importancia de la funcién derivada en diversas aplicaciones
y contextos, asi como para entender las relaciones covariacionales entre cantidades

y en la acumulacidn, dicha nocion no esta exenta de problematicas. La principal
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abarca la naturaleza altamente simbolica de los cursos escolarizados, misma que
provoca un alineamiento en lo procedimental, relegando el desarrollo de la in-
tuicion imprescindible para visualizar conexiones entre una funcién y su deri-
vada (Thompson y Harel, 2021). Las tareas se limitan a calcular la derivada de una
funcién como objetivo, sin apreciar que el resultado mismo es una funcion en si:
una que sintetiza la variacion de la funcion original a lo largo de todo su recorrido.
Comprender ese hecho permitiria caracterizar como los cambios en una funcién
afectan a su derivada y viceversa. Este aspecto angular para el entendimiento de
las representaciones graficas desarrolla una idea holistica del calculo, contraria
alavision utilitaria y de simple memorizacion que en la actualidad predomina.
Por otro lado, Sdnchez Matamoros et al. (2008) indican que comprender la deriva-
da en un punto no implica necesariamente asimilarla como una funcién. Como
ejemplo, los alumnos tienden a equiparar la expresion simbdlica y la gréafica de

f'(x) con la ecuacion y la grafica de la recta tangente, respectivamente.

El objetivo en la presente es favorecer la comprension de la funcidn derivada, a
través de una postura basada en la visualizacion y la construccion de la grafica
de dicha funcion. El eje determinante es que la grafica de una funcién derivada se
construya desde la covariacion entre la abscisa de un punto y el valor de la pen-
diente de la recta tangente. A tal fin, se esbozan los elementos a relacionar en un
ambiente de geometria dindmica, poniendo énfasis en los elementos constituti-
vos de la construccidn de la funcién derivada, aspectos en ocasiones relegados en
la literatura, pero de relevancia para la comunidad docente que busca propuestas
innovadoras para replicar en sus aulas. En las siguientes secciones se discuten los
elementos tedricos que sustentan la propuesta y el protocolo de la construccion
geométrica realizada en GeoGebra. La intencidon es que pueda ser utilizada por la
comunidad docente cuya intencion sea generar una explicacion mas significativa
e intuitiva de la derivada e incluso justificar algunas relaciones y resignificar teo-

remas importantes.

Marco conceptual: visualizacion
y covariacion en la construccion
de ideas relacionadas con la derivada

El pensamiento visual es decisivo para el aprendizaje del calculo (Arcavi, 2003;
Hitt, 2003; Zimmermann y Cunningham, 1991; Eisenberg y Dreyfus, 1991; Vinner,
1989; Cantoral y Montiel, 2014). De hecho, es complicado concebir un curso exitoso
de esta asignatura que no utilice la visualizacién de los conceptos que se trabajan,

sobre todo si el objetivo es promover la comprension del contenido.
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Aunque un enfoque visual resulta importante didacticamente, se presentan difi-
cultades para interpretar, convertir y comprender las representaciones graficas
de la derivada (Bricefio et al., 2018; Vrancken y Engler, 2014; Berry y Nyman, 2003).
Estas problematicas se deben a que la visualizacion relacional en matematicas le
exige mas a la cognicidn que lo procedimental y algoritmico (Eisenberg y Dreyfus,
1991). Ademas, en ocasiones se consideran las representaciones visuales como “me-

nos legitimas” dentro de la practica matematica (Arcavi, 2003).

La importancia de la visualizacién obedece a que es un proceso del pensamiento
matemadtico (Cantoral y Montiel, 2014) que motiva el descubrimiento y la creati-
vidad. Mas que solo apreciar imagenes, se trata de profundizar en los significados,
ya que sirve como una guia en la resolucién de problemas. Posibilita comprender
como las ideas pueden representarse simbdlica, numérica y graficamente, y rela-
cionar estas representaciones. Asimismo, ayuda a elegir un enfoque adaptable
a ciertos problemas, ilustrar resultados abstractos y recuperar los fundamentos
que se omiten en procedimientos que recaen en lo formal (Arcavi, 2003; Zimmer-

mann y Cunningham, 1991; Eisenberg y Dreyfus, 1991; Acufia, 2012).

La visualizacion matemadtica se caracteriza como un campo multifacético que pro-
mueve la representacion grafica de las ideas matematicas: desde dibujar simples
figuras asociadas a la resolucion de problemas, hasta interpretarlas y usarlas con
la intencion de comprender (Zimmermann y Cunningham, 1991). Desde su pers-
pectiva, Cantoral y Montiel (2014, p. 14) describen la visualizacion como una habi-
lidad para representar, transformar y reflejar informacion visual. En el presente

manuscrito se considera la definicion de Arcavi (2003):

La visualizacion es la habilidad, el proceso y el producto de la creacion,
interpretacion, uso y reflexion sobre imagenes, figuras y diagramas
en nuestra mente, sobre el papel o a través de recursos tecnologicos,
con el proposito de representar y comunicar informacion, reflexio-
nando y desarrollando ideas previamente desconocidas avanzando

en la comprension. (p. 217)

La visualizacion matematica se considera una habilidad, un producto y un pro-
ceso (Acufia, 2012) que debe fomentarse en los estudiantes, ya que promueve la
comprension profunda de ideas matemadticas y permite el uso de las graficas para
argumentar. Por otra parte, el razonamiento covariacional es esencial en la com-
prension de ideas del calculo (Martinez Miraval y Garcia Rodriguez, 2022). Carlson
et al. (2002) lo definen como “las actividades cognitivas involucradas en la coordi-
nacién de dos cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada

una de ellas cambia con respecto a la otra” (p. 354). Asi, se refiere a la coordinacion
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conceptual del cambio en una de las variables con los cambios en otra, clave para
analizar situaciones dindmicas e interpretar y representar informacion a través

de graficas de funciones.

De manera general, interpretar la covariacion requiere imaginar dos cantidades
que varian en simultaneidad: visualizar una imagen sostenida de los valores de
las dos cantidades cambiando conjuntamente. Esto implica agruparlas para con-
formar un objeto multiplicativo que incorpore los atributos de ambas variables.
A pesar de suimportancia, el razonamiento covariacional enfrenta obstaculos en
su desarrollo, ensefianza y aplicacion por parte de los estudiantes. Por ejemplo,
abundan las dificultades en la formacién de imagenes de razones de cambio que
varian, asi como al representar puntos de inflexién o variaciones incrementales
o decrecientes de situaciones dindmicas funcionales (Carlson et al., 2002). La ins-
truccion en estos casos tiene que colocar a los alumnos en situaciones donde sea
necesario este razonamiento, por ejemplo, aquellas que involucren la interpre-

tacion y la construccién de graficas de funciones.

La finalidad de incorporar la visualizacién matemaética y la covariacion obedece
a que ambos elementos permiten la construccion de un esquema de la derivada
que ilustre la relacion entre lo local (derivada en un punto: f'(a)) y lo global (fun-
cion derivada: f'(x)) (Sdnchez Matamoros, 2008), en tanto un objeto multiplicativo
(Carlson et al., 2002). En suma, la finalidad es visualizar la coordinacion entre dos
variables: la abscisa de un punto sobre la grafica de una funcion y la pendiente de
la recta tangente a dicha grafica en ese punto. Comprender como estas dos canti-

dades covarian permite identificar un patron grafico de la funcién derivada.

Para tal efecto, la propuesta planteada en estas lineas toma en consideracion la
integracion de la geometria dindmica a través de GeoGebra. La intencién es apo-
yar a los estudiantes a visualizar y manipular la derivada de una manera concreta
y comprensible. El objetivo de incorporar este componente tecnoldgico es prevenir
que se empleen estas herramientas digitales de manera pasiva; por el contrario, se
busca que su implementacién activa estimule el desarrollo de habilidades de ra-
zonamiento (Martinez Miraval et al., 2023).

Aspectos metodoldgicos:
diseiio de la propuesta didactica

En las ultimas décadas, con los avances tecnoldgicos, se ha popularizado entre las
propuestas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas el aprovechamiento

de los recursos digitales. Esta practica permite tratar conceptos abstractos desde
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un punto de vista intuitivo que promueve la comprension de las nociones. En este
sentido, el desarrollo de las tecnologias digitales y su implementacion en el aula
han impactado benéficamente en la ensefianza, estableciendo nuevas formas de

trabajo y trayectorias de aprendizaje.

Es evidente que la tecnologia y su inclusion en la educacién matemaética moldean
el disefio de ambientes didacticos, el trabajo matematico desempefiado por los es-
tudiantes y las prdacticas de ensefianza (Hoyles y Lagrange, 2010). A pesar de ello,
la integracidn de las tecnologias en el aula de matemadticas aun presenta ciertos
obstaculos; ahi yace la importancia de hacer un uso reflexivo de la misma, ya que
su empleo por si solo no resolverd los problemas en el aprendizaje (Sutherland y
Rojano, 2014). Diversos autores mencionan que las dificultades para introducir
tecnologia en el salon de clases son los prejuicios del profesorado, la ausencia de
apoyo, las restricciones curriculares, las limitaciones de infraestructura y acceso
arecursos, la renuencia de los estudiantes y la infinidad de opciones disponibles
hoy en dia (Hoyles y Lagrange, 2010; Sutherland y Rojano, 2014; Thurm y Barzel,
2022; Drijvers, 2015; Hitt, 2003; Dussel y Trujillo, 2018).

Como se aprecia, la integracion de la tecnologia esta matizada entre sus posibili-
dades y dificultades. En sintesis, la literatura reconoce tanto el potencial benéfico,
como los desafios de dicha combinacion. La revisidn deja ver que, mientras estos
recursos pueden proveer nuevas formas de ensefiar y aprender, también plan-
tean obstaculos en términos de promover un pensamiento critico, garantizar que
los alumnos no se limiten a copiar y pegar informacién de Internet, y prevenir
que se encuentren ante “cajas negras”. El rol docente es determinante, ya que debe
adaptar, crear, significar y evaluar alternativas de ensefianza organizadas alre-

dedor de las nuevas herramientas y formas de construccion.

Resulta imprescindible plantear opciones concretas de recursos didacticos para
apoyar la prdctica del profesorado. Es por ello que la construccién que se propone
en adelante considera la inclusiéon de GeoGebra, un instrumento didéctico que se
espera usar como herramienta de mediacion semidtica (Bartolini Bussi y Mario-
tti, 2008). Este posicionamiento bajo una perspectiva semioética exige atencién en
la produccion y transformacion de signos durante el trabajo del alumnado con el
artefacto. Cabe mencionar que en el presente manuscrito se proponen solamente
los fundamentos de una construccién dindmica, y se considera que la propuesta
podria implementarse sobre la estructura de una secuencia de ensefianza como

una iteracion de un ciclo diddctico en el sentido que le dan Mariotti y Maffia (2018).

La investigacion se inscribe en un paradigma interpretativo y un enfoque cuali-
tativo. Se empleo una técnica de analisis documental que permitio delimitar la

problematica y proponer las categorias tedricas que se utilizaron en el disefio.
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TABLA 1.

Protocolo de construccion de la funciéon
derivada en el software GeoGebra

Diversas investigaciones han demostrado el efecto positivo de la incorporacion
de ambientes de geometria dindmica y de cdlculo algebraico en la ensefianza
matematica. Un caso concreto de este tipo de recursos es GeoGebra, el cual goza
de popularidad como una herramienta de autor para la creacién y disefio de re-
cursos educativos digitales e interactivos para el aprendizaje. Entre sus ventajas,
promueve la visualizacion, la articulacién dindmica dentro de diversos registros
de representacion y modelacion y, a su vez, brinda experiencias de aprendizaje
interactivas y atractivas, ademas de tener un impacto positivo en la comprension
conceptual de los estudiantes (Del Rio, 2020; Fatih, 2017).

Larazodn de la eleccién de GeoGebra atiende a que permite visualizar la coordi-
nacion de cambios simultdneos entre dos variables, 1o cual a su vez genera que la
derivada se comprenda dentro de un proceso dindmico (Martinez Miraval et al.,
2023). El software también asegura que se integren al menos dos registros de re-
presentacion y pone énfasis en las variables empleadas, su covariacion y el esta-
blecimiento de un objeto multiplicativo para construir la grafica de una funcién
derivada a partir de cualquier otra. En las Tablas 1y 2 se detalla el protocolo de

construccién que se propone incluir en una hoja de trabajo para el alumno:

Protocolo de construccién en GeoGebra. Fase 1: creacion de la casilla de entrada para la funcién. Fuente: elaboracién propia.

4

INSTRUCCION IMAGEN DE REFERENCIA

Usar la barra de entrada de GeoGebra
y proponer una funcién cualquiera.

Del men, elegir la herramienta

de “Casilla de entrada” y dar clic sobre
cualquier parte del ambiente grafico

desplegado en pantalla.
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INSTRUCCION IMAGEN DE REFERENCIA

Completar de la siguiente forma:

Rétulo: en este espacio es posible
cambiar la regla de correspondencia
de la funcién. Dadas las particularidades
de GeoGebra, la construccién mantendra
sus caracteristicas adecuandose
ala nueva regla.

Objeto vinculado: seleccionar la funcién
f(x) que se escribié al inicio. GeoGebra solo
despliega los objetos validos, asi que no hay

confusién en esos términos.

Luego de poner la informacién, dar clic
en el botén “OK". Se despliega la siguiente
informacion en la pantalla grafica.

Se puede modificar a conveniencia
la entrada de la regla de correspondencia
algebraica sin necesidad de escribir
en la barra de entrada.

TABLA 2.

Protocolo de construccién en GeoGebra. Fase 2: construccion del objeto multiplicativo. Se explican los pasos para construir el
punto que permitird visualizar la covariacién entre la derivada en un punto y la funcién derivada. Fuente: elaboracion propia.

4

INSTRUCCION IMAGEN DE REFERENCIA

Con la herramienta de “Punto”, seleccionar
la opcién de “Punto en objeto”.

Dar clic sobre el eje X en el ambiente grafico

desplegado en pantalla. Se verd un punto A

sobre el eje horizontal del plano cartesiano
y no se podra “sacar”.



N
N

El punto se puede visualizar, y moverse
libremente, sobre el eje X,
es decir, es un objeto independiente.
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A partir del punto, se generan otros
objetos dependientes.

Ahora se dan los pasos para elaborar
la imagen de la abscisa del punto A
con respecto a la funcién f dada en un principio.

Para ello, se propone un punto B que tenga las
siguientes caracteristicas: la abscisa de B sera
igual a la abscisa de A, mientras que la ordenada
de Bsera laimagen bajo f de la abscisa de A.
Para tal fin, es necesario dar un punto sobre
el plano y redefinirlo. Las instrucciones para
la redefinicién se muestran en la imagen.

Al momento de dar clic a “Aplicar” en dicho
recuadro de redefinicién de B, este se colocara
sobre la grafica de f. Ademas, B sera
dependiente de A. Este Ultimo se puede
mover para visualizar cémo B recorre
la misma abscisa que A, pero sobre la curva f.

Con la intencién de visualizar las componentes
verticales y horizontales de esta imagen,
se recomienda trazar marcas que permitan
determinar la abscisa y la ordenada del punto B.

PadiUAQ
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Y se redefine como:

(A) significa “abscisa del punto A”.
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INSTRUCCION IMAGEN DE REFERENCIA

Con la herramienta “Tangentes”,
se construye la recta tangente
a la curva que pasa por el punto B.
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La construccién se muestra en la imagen
de referencia de este apartado.
En este paso, se espera que el estudiante sea
capaz de visualizar la dependencia de toda
la construccion respecto a la ubicacién del punto

A. Dicho punto se puede mover sobre el eje X,

con lo cual la recta tangente se adecua

a la gréfica de la funcién dada y al valor

de la abscisa de A, siempre y cuando

se cumplan las condiciones de derivabilidad.

Una vez construida la recta tangente,
se recurre un significado esencial:
la derivada de una funcién en un punto
es igual a la pendiente de la recta
tangente en ese punto.

Para establecer dicha relacion se usa
el comando de “Pendiente” y se solicita
el valor correspondiente
de la recta tangente en el punto B.

Tal como se aprecia en la imagen
de referencia, el comando anterior dibuja
un tridngulo rectangulo, en el cual uno
de los catetos vale 7y el otro m, es decir,
el valor de la pendiente de la recta tangente
en el punto B.

Es posible explorar las posibilidades
del punto A para obtener diferentes valores
de my establecer conjeturas de en qué
condiciones es positiva, negativa o cero,
siempre aludiendo al comportamiento
de la grafica de la funcién dada al inicio.

PadiUAQ
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Para apoyar la visualizacién de la pendiente
de la recta tangente, se sugiere activar
una linea de texto para indicar el valor de m
(ver imagen de referencia). De igual manera,
es recomendable utilizar la herramienta “Ocultar”
para realizar lo correspondiente con el triangulo
donde aparece m, sin perder de vista este valor.
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En este paso se define el objeto
multiplicativo que evidencia la covariacién
entre la abscisa de Ay el valor
de la pendiente de la recta tangente (m).
Es necesario definir el par ordenado
(abscisa de A, f'(abscisa de A)).

Lo anterior representa, en términos
de la revisién de literatura, una relacién
entre la derivada de un punto
y la funcién derivada.

El par ordenado que se construye permite
generar una nueva grafica de la funcién
de las pendientes de las rectas tangentes
asociadas a la gréfica de la funcién
de inicio y que depende del valor
de la abscisa de A.

Para dicho punto, se usa una vez mas
la redefinicién de cualquier punto
que se ubique en el plano
con la instruccién (x(A, m)).

El valor de m es la pendiente que
se guarda en el protocolo de construccién
de GeoGebra, es decir, m = f'(x(A)).

PadiUAQ
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Con la intencién de visualizar la covariacion
entre la abscisa de Ay el valor de la pendiente,
se puede mover el punto Ay observar
el comportamiento de D. Con la intencién
de apreciar patrones, se sugiere solicitar
el “rastro” de D y observar el comportamiento
de este cuando se hace variar A.
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La gréfica de laimagen
de referencia corresponde
a la funcién derivada de f.

Dentro de la exploracion,
se puede modificar la funcién
en la casilla de entrada y observar
que la construccién se mantiene
y que el punto D ahora tendra
otro comportamiento.

Es posible explorar diferentes
polinomios, e incluso justificar por qué
la derivada de una funcién constante
esigual a cero o que una regla
de correspondencia de la forma
f(x) + ¢, con ¢ constante, tiene
una gréfica derivada igual a la de f(x).

La construccién permite justificar
las reglas de derivaciéon
de funciones trascendentes
(ver imagen de referencia).

PadiUAQ
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El coseno como la derivada de la funcién seno.
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Reflexiones finales

Alaluz del andlisis llevado a cabo, la ensefianza del cdlculo a menudo privilegia
aspectos l6gicos formales y dedica demasiado tiempo al desarrollo de habilidades
algoritmicas y algebraicas, dejando de lado la formacién de ideas variacionales.
De igual forma, se observo que la integracion de tecnologia, como un software de
geometria dindmica, resulta beneficiosa para el aprendizaje del cdlculo. Sin em-
bargo, su uso indiscriminado tiene efectos negativos en las concepciones desarro-
lladas por los estudiantes. Por tanto, es apremiante que los profesores tengan un

conocimiento preciso sobre como emplear estas herramientas de forma efectiva.

La alternativa desarrollada en este manuscrito busca contribuir a la discusion
de un significado importante: el relacionado con la nocion de funciéon derivada.
Por esa razdn, se propone integrar la visualizacién y la covariacién como funda-
mentos de la construccion en GeoGebra. El aspecto central de la construccion en
dicho software es definir el objeto multiplicativo que emerge de la covariacién y
visualizacién del par ordenado (abscisa de A, f" (abscisa de A)) y significarlo como
una nueva funcién. Saldanha y Thompson (1998), como se cit6 en Thompson y Carl-

son (2017), dejan claro este aspecto cuando mencionan:

Pensar en la covariacion como la coordinacion de sucesiones encaja
bien con el empleo de tablas para presentar estados sucesivos de una
variacion. Encontramos que es util extender esta idea y considerar po-
sibles fundamentos para la habilidad de una persona para apreciar
la covariacion. Con ello, nuestra nocion de covariacion es la de una per-
sona teniendo en mente una imagen sostenida de los valores (magni-
tudes) de dos cantidades simultdneamente. Eso implica conjuntar las
dos cantidades, de manera que, bajo la comprension de una persona,
un objeto multiplicativo se forma por los dos anteriores. Como objeto
multiplicativo, una persona puede rastrear cualquier valor de la can-
tidad con la consciencia inmediata, explicita y persistente de que, en

cualquier instante, la otra cantidad también tiene un valor. (p. 426)

La visualizacidn actia cuando el alumno es capaz de reconocer que la construc-
cion representa un patron de ajuste que mantiene relaciones y da soporte a la ar-
gumentacion respecto a las reglas de derivacidn, por ejemplo, de las funciones
trascendentes. Incluso, con la construccion se puede analizar la nocion de que,
cuando se trabaja con polinomios, el grado de la funcién derivada se reduce, es

decir, si fix) = x*, entonces f(x) = nx™?. De igual modo, es posible reflexionar acerca
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FIGURA 1.

La funcién exponencial
y su funcion derivada
coinciden.

FIGURA 2.

Funcion derivada de la
funcion valor absoluto.

de por qué la derivada de f(x) = e* coincide con la misma funcion, trazando en Geo-
Gebra las imdagenes de la abscisa del punto A sobre el eje X y comparando con el

valor de la pendiente de la recta tangente (Figura 1).

Cabe mencionar que la propuesta se ha trabajado de manera interna con grupos
de estudiantes de nivel superior, resaltando como una herramienta que permite
la discusion de ejemplos diversos a través de lo visual. No obstante, se plantea la
necesidad de llevar a cabo implementaciones sistematicas con la intencion de re-
cabar evidencia empirica al respecto de las técnicas instrumentadas y/o los pro-
cesos de mediacion semidtica que emplean los alumnos al momento de trabajar
con la construccién. Estan por definirse también las posibilidades y los alcances
en lo que respecta a funciones derivables o no derivables en un punto (Figura 2).
Dicha prospectiva da paso a validar la construccion a través de la evolucion de los
significados personales emergentes relacionados con la complecion de una tarea
ala construccion o el desarrollo de signos compartidos asociados tanto al uso del

artefacto como al concepto matemadtico a aprender (Mariotti y Maffia, 2018).
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Por ultimo, la construccién dindmica pretende subsanar ciertas dificultades del
aprendizaje y la ensefianza de la nocidn de derivada debidas a su pesada carga al-
goritmica y enfoque centrado en la formalidad del limite. La innovacién didactica
que se presenta integra dos elementos esenciales del pensamiento matematico: la
visualizacion y el razonamiento covariacional, y representa un aporte a investi-
gaciones que promueven la comprension de las nociones del calculo y la variacion
como fundamento de la derivada (Antonio et al, 2019). De igual forma, apunta a re-
sarcir inconsistencias marcadas por Sdnchez Matamoros et al. (2008) en cuanto
a que se reduce la grafica de f'(x) a la de la recta tangente. Se resalta cudn necesa-
rio es entablar un didlogo entre lo local (derivada en un punto) y lo global (funcién
derivada) para dilucidar el esquema de la derivada a través de una construccion
de geométrica dindmica. La evidencia empirica generada con estudiantes de nivel
medio superior o superior representa un momento necesario de la propuesta con

la intencién de verificar las hipétesis realizadas.
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