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INTRODUCCION

En muchos problemas de Geometria, especial-
mente aquéllos que tratan de razones de seg-
mentos, conviene encontrar una equivalencia entre
la razén de las longitudes de los segmentos y la
razoén de areas de figuras asociadas a estos seg-
mentos, usualmente triangulos y cuadrilateros. Al
hacer el cambio a una razén de areas, es mas sen-
cillo visualizar hechos y propiedades que pueden
cumplirse en nuestro problema en cuestion.

En otras ocasiones, el problema mismo trata
de areas de figuras, sin embargo, a veces convie-
ne considerar otras figuras (usualmente tridngu-
los) que tengan area igual. En cierto sentido, esto
es como trasladar la figura sin mantener su forma
pero si conservando su area. La idea central en
muchos de los problemas que tratan sobre areas
de figuras es la siguiente: dos tridngulos con ba-
ses de la misma longitud y alturas de la misma
longitud, tienen areas iguales.

Por otro lado, algunos problemas sobre luga-
res geométricos de puntos estan relacionados con
areas de algunas figuras, por lo que en muchas
ocasiones es util analizar cuando algunas figu-
ras tienen la misma area o cuando la suma de las
areas de éstas es un valor constante. Recordemos
el concepto de lugar geométrico de puntos: un lu-
gar geométrico de puntos es el conjunto de pun-
tos que cumplen cierta propiedad. Por ejemplo, el
lugar geométrico de los puntos que siempre estan
a la misma distancia de un punto fijo es una circun-
ferencia con centro en ese punto fijo.

EL METODO DE AREAS

Un ejemplo de un lugar geométrico de puntos
que se relaciona con areas de triangulos es la de-
finicion de mediana de un tridngulo: la mediana
hacia un lado de un tridangulo, es el lugar geomé-
trico de los puntos en el tridngulo que forman
con los otros dos lados del tridngulo, un par de
triangulos de la misma area.

Veremos ahora que la mediana es el segmento
que une un vértice con el punto medio del lado
opuesto. Para esto, probaremos un par de hechos
geométricos que forman parte de un método
para resolver problemas geométricos, conocido
como el método de areas. Tal método consiste
precisamente en cambiar razones de longitudes
de segmentos por razones de areas de figuras.

Lema 2.1

Sea D un punto sobre el lado BC de un triangulo
AABC, entonces se cumple que BP/pc =|"8P/apc|

A

B D [

Demostracion. Notemos que los tridngulos AABD
y AADC comparten la altura desde el vértice. Di-
gamos que la medida de su altura es h. Como
|ABD|=8P""/2 y |ADC|=P°""/2, tenemos que:

|BD-h
|ABD|
|ABC| ~ IpC:h

2

es decir, *BPl/|apcj=BP/pc

A

h

Lema 2.2

Sea D un punto sobre el lado BC de un triangulo
AABC y sea P un punto en el segmento AD, en-
tonces se cumple que BP/pc=8"/|apc|

A

B D C

Demostracion. De acuerdo al Lema 2.1, tenemos
que B2/bc = 80l/japc;. Notemos que BD y DC tam-
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bién son las bases de los tridngulos ABPD y APDC,
respectivamente, por lo que 8°/pc = BPP//|ppc.

Ahora observemos lo siguiente: si para los ni-
meros X, y, z,w se cumple que */y=?/w= A, entonces
también se cumple *#/y-w =A

Esto Ultimo puede verse simplemente sustitu-
yendo x=4y y z=Aw en la expresion anterior. Uti-
lizando este hecho tenemos que

BD |ABD|—|BPD| _|ABP
DC ~ JADC|— |PDC| ~ [APC|

Volviendo a nuestra discusion sobre las medianas
de un triangulo, supongamos que P es un punto
en el interior de un triangulo AABC tal que |AB-
P|=|APC|. Prolongamos AP hasta cortar a BC en
un punto D; dado que B/pc=""/|apcj=1, tenemos
que D es el punto medio del segmento BC. Con-
cluimos entonces que la mediana correspondien-
te al vértice A es el segmento de linea que une A
con el punto medio del lado BC.

Ahora veremos otro ejemplo donde se usa el
Lema 2.2 (ver por ejemplo [1, 3, 4, 6]).

Teorema 2.1 Teorema de Ceva. Dado un triangu-
lo AABC, sean D, E y F puntos sobre los lados
BC, CA y AB, respectivamente. Si las lineas AD,
BE y CF concurren entonces

FBE DO FA -

Demostracion. Por el Lema 2.2 sabemos que
IABPI/|apc|=BP/pc, I°BFI/|aBPI=CF/EA y IAPCl/|cBP|="F/FB. De

aqui se obtiene que

AF BD CE _|APC| |ABP| |CBP| _
FB DC EA ~ |CBP| |APC| |ABP| ~

A

Ejemplo 2.1 Tomando en cuenta la figura del
ejemplo anterior, probar que se cumple que

DF EP FP _
DA EB T FC

1.

Demostracion. Notemos que PP/pa = |5PPl/jsapj=
ICPPl/Icap, entonces, utilizando el hecho menciona-
do en la demostracién del Lema 2.2, tenemos que

DP _ |BPC| (1
DA |ABC|

De manera anéaloga se obtiene que

EP _|APC (2)
EB  |ABC|
FP |APB| 3)
FC ~ |ABC|

Sumando las igualdades (1), (2), (3), obtenemos que

DP | EP FP _|BPC|+|APC|+|APB| _|ABC| _
DA EB"FC |ABC| " |ABC|

1.

CONSIDERANDO FIGURAS DE AREAS
EQUIVALENTES

Como mencionamos en la introduccién, en mu-
chas ocasiones conviene cambiar una o mas fi-
guras por otras que tengan la misma area. El si-
guiente es un buen ejemplo de esto (ver [2]).

Ejemplo 3.1 Sean DE y FG segmentos sobre los
lados AB y AC de un triangulo AABC y sea PO
un punto en el interior del tridngulo. Entonces el
lugar geométrico de los puntos P en el tridngulo
AABC, tales que

IDEP| + |[FGP| = |DEP | + [FGP,|,
es un segmento.

Demostracion. Consideremos los puntos X en AB
e Y en AC de manera que AX = DE y AY = FG.
Como |AXP | = |DEP | y |AY P | = |FGP | entonces
|AXPQY | = |DEP |+|FGPO|, ademas, como |AXPOY
| = |AXY |+ [XP,Y | y el tridngulo AAXY es fijo,
tenemos que

IDEP| + |FGP| = |DEP | + [FGP,|



siy sélosi [XPY | =|XP Y |. Esto Ultimo se cumple si
y sélo si los puntos P estan sobre la linea paralela
a XY a través de P. Por lo tanto, el lugar geomé-
trico de los puntos P tales que |DEP| + |FGP| =
IDEP | + |[FGP,| es el segmento RS paralelo a XY.

Ejemplo 3.2 Sea H un hexagono en cual cada par
de lados opuestos son paralelos y de la misma
longitud. Prueba que existe un paralelogramo Q
cuyos vértices son vértices de H y el cual cumple que

Ql . 2
> —.
H] =3

Demostracion. Primero, observemos que el area
de un paralelogramo depende de la longitud de
cualquiera de sus lados y la altura (distancia hacia
el lado opuesto) hacia ese lado. Si consideramos
entonces tres segmentos de la misma longitud,
digamos a, sobre tres lineas paralelas £1, £2 y £3,
separadas a distancias h1 y h2 (como se muestra
en la siguiente figura), entonces la suma de las
areas de los paralelogramos es constante e igual
a a(h1 + h2), independientemente de la posicion
de los tres segmentos.

Dividimos el hexdgono en tres paralelogramos,
como se muestra en la siguiente figura.

B A

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
el area del hexdgono es 1. Entonces la suma de
las areas de los dos paralelogramos mas grandes
(ABCT y CDET) es mayor o igual que 2/3. Silo an-
terior no fuera cierto, entonces tendriamos que el
area del hexagono es menor que 1, lo cual es una
contradiccion.

Ahora aplicamos la observacion hecha al prin-
cipio de la demostracion y obtenemos que

IBPQA| + [PEDQ] = |ABCT]| + |CDET| > 2/3

en otras palabras |[ABDE| > 2/3.

USANDO AREAS COMO IDEA AUXILIAR

Hay problemas en los que no parece haber una
conexién directa con el area de triangulos, sin
embargo, calcular el drea de ciertos tridngulos
puede ser una estrategia muy util para lograr en-
contrar una solucién. Un ejemplo muy conocido
de aplicacién de esta idea es el Teorema de Vivia-
ni (ver[1, 5, 6]).

Teorema 4.1 Teorema de Viviani. La suma de las
distancias hacia los lados, desde un punto en el
interior de un tridngulo equilatero, es constante.

Demostracion. Sean a y h las longitudes del lado
del tridngulo equilatero y de su altura. Sean x, vy,
z, las distancias desde el punto hacia los lados
del triangulo. Sabemos que el area del triangulo
se calcula como #"/2 , por otro lado, si descompo-
nemos el tridngulo en los tres tridngulos mostra-
dos, el area también se calcula como #/24+2/2+%%/>.
Tenemos que

ah  (zt4+y+2)h

2 2

de donde se obtiene que x+y+z=h, es decir, la
suma es igual a la altura del tridngulo.
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Otro ejemplo de aplicacién del area de tridngu-
los como una idea auxiliar, es la demostracion del
Teorema de Tales de Mileto (ver [1, 6]). Lo que
este teorema establece, es Util entre otras cosas,
para justificar los criterios de semejanza y con-
gruencia de tridngulos. El teorema es el siguiente:

Teorema 4.2 Si una linea transversal corta a tres
paralelas y los segmentos que quedan entre és-
tas se dividen en la razén m:n, entonces cualquier
otra transversal que corte a estas paralelas tam-
bién quedara dividida en la razén m:n.

Por ejemplo, sean p, q, r, tres rectas paralelas.
Si una linea £ corta a las rectas en los puntos A, B
y C, de manera tal que AB:BC=2:1, y otra linea t
corta a las rectas paralelas en D, E y F, también se
cumple que DE:EF=2:1.

Demostracion. Tomando en cuenta la figura ante-
rior, debemos demostrar que

AB _DE
BC  EF’

Para esto utilizaremos que el drea de un tridngulo
se puede obtener mediante el semiproducto de
dos lados por el seno del angulo comprendido
entre éstos, lo cual es facil de demostrar. Tene-
mos entonces que

ABE| BEABsena

- — 2

|BCF| CEBCsena®
2

donde a=3ABE=4BCF.

Anélogamente tenemos que

|DEB| BE'DE-SEHIS

_ 2

|EFC| ~ FC-EF-senfl?
2

donde B=4DEB=4EFC. Como |ABE| = |DEB| y
|BCF| = |[EFC| tenemos que "8El/jgcr=IPEBl/erc| lo cual
implica que B548/crac=BEEP/crer . Se sigue que

AB _ DE
BC EF’

El siguiente teorema también se demuestra de
manera muy sencilla si usamos areas (ver [4, 6]).

Teorema 4.3 El drea de un tridngulo se obtiene
como rs, donde r es el inradio del tridngulo y s es
su semiperimetro.

Demostracion. Sea AABC el tridngulo dado vy
sean a, b y c las longitudes de sus lados. Sea |
el centro de la circunferencia inscrita. Descompo-
nemos el tridngulo en los tres triangulos AAIB,
ABIC, ACIA; entonces tenemos que |ABC| = |AIB|
+ |BIC| + |CIA|, es decir,
ar br o  (a+b+o)r
+ 5+t =—7F

ABCl=5+5+5 D)

En otras palabras, |ABC| = sr.
A

Ejemplo 4.1 Sean h,, h;, h_ las alturas desde los
vértices de un triangulo AABC hacia los lados BC,
CA y AB, respectivamente, y sea r el radio de la
circunferencia inscrita. Probar que se cumple que

N SN N
ha kg

he r



Demostracion. Por el Teorema 4.3 sabemos que
a+tb+c=248¢/.. Como 2|ABC| = ah, = bh, = ch,,
tenemos que 248C%/wa= a, 28 g= b, 2ABC/hc= ¢,
por lo que

9|ABC| 2|/ABC| 2/ABC| 2|ABC|
- + = :
ha hg hco r

es decir,

1 1 1 1

CONCLUSIONES

A lo largo de los ejemplos desarrollados en este
trabajo, pudimos notar que la idea de usar areas
para cambiar razones de segmentos, o usar areas
de tridngulos como elemento auxiliar, nos ayuda
a desarrollar soluciones elegantes para ciertos ti-
pos de problemas geométricos.
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